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Capítulo 1 

NOCIONES DE LOGICA 

1.1. INTRODUCCION 

Todo desarrollo matemático exige razonar en forma válida acerca de cosas 
trascendentes y particularmente abstractas". Hay que comenzar por eliminar las 
ambigüedades del lenguaje ordinario, introduciendo símbolos y conectivos cuyo uso 
adecuado descarte las contingencias, aporte claridad y economía de pensamiento. En 
este capítulo introducimos el concepto de proposición, las operaciones preposiciona­
les y sus leyes, reglas de inferencia, y la cuantific ación de funciones proporcionales, 
cuyo uso estará presente en todo el texto. 

1.2. PROPOSICIONES 

Consideramos las siguientes oraciones: 

1. ¿Quién viene? 
2. Deténgase 
3. El calor dilata los cuerpos 
4. 4 es un número impar 
5 Juan ama la música 
6, La música es amada por Juan 

Se uata de seis oraciones diferentes, ana interrogativa, vtm orden y cuatro-
declarativas. De las dos primeras no podemos decir que sean verdaderas ei falsas; 
una pregunta puede formularse o no, y una orden puede ser cumplida o no. En 
cambio, de las cuatro últimas, que son declarativas, tiene sentido decir si son 
verdaderas o falsas. A éstas las llamamos proposiciones. 

Definición 

Proposición es toda oración respecto de la cual puede decirse si es verdadera o 
falsa. 
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Es decir, proposición es toda oración declarativa. Toda proposición está asociada 
a un valor de verdad, el cual puede ser verdadero (V) o bien falso (F). Las oraciones 
(5) y (6) son diferentes desde el punto de vista gramatical; el objeto directo de la 
(5) es el sujeto de la (6), pero ambas tienen el mismo significado, y las 
consideramos como la misma proposición. Podemos decir entonces proposición es el 
significado de toda oración declarativa. 

1.3. NOTACIONES Y CONECTIVOS 

Las proposiciones genéricas son denotadas con las letras p. q, r, etc. A partir de 
nrorosjr iones ¡¡imples es posible generar otras, simples n cnmpiipgtgj Fj decir, se 
pue-ie operar con proposiciones, y según sean tales operaciones se utilizan ciertos 
símbolos, llamados conectivos lógicos. 

Conectivo Operac ión asociada 

— Negación 
/ Conjunción o producto lógico 
v Disyunción o suma lógica 

=» Implicación 
•o Doble implicación 
i Diferencia simétrica 

Significado 

no p o no es cierto que p 

P y q 
p o q (en sentido incluyente) 
p implica q o si p, entonces q 
p si y sólo si q 
p o q (en sentido excluyen te) 

1.4. OPERACIONES PROPOSICIONALES 

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas 
ana o dos proposiciones, cuyos valores de verdad se conocen, se trata de caracterizar 
ia proposición resultante a través de su valor de verdad. Se supone que en la 
elección de estos valores se tiene en cuenta el buen sentido. 

1.4.1. Negación \ 

Definición 

Negación de la proposición p es la proposición ~p (no p), cuya tabla de 
valores de verdad es 

P ~P 

V F 

F V 

SÍ trata de una operación unitaria, pues a partir de una proposición se obtiene 
tra, que es su negación. 
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Ejemplo 1-1. 

La negación de 

p : todo hombre es honesto 
es —p : no todo hombre es honesto 
o bien: ~p : no es cierto que todo hombre es honesto 

-~p : hay hombres que no son honestos 
~-p : existen hombres deshonestos 

la cual es V, ya que la primera es F. 

1.4.2. Conjunción 

Definición 

Conjunción de las proposiciones p y q es la proposición p -- q (p y q). cuya 
tabla de valores de verdad es 

p q P a q 

V V V 
V F F 
F V F 
F F F 

La tabla que define la operación establece que la conjunción sólo es verdadera si 
lo son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso es falsa. 

Ejemplo 1-2. 

Si declaramos 

i ) 3 es un número impar y 2 es un número primo 

se trata de la conjunción de las proposiciones 

* p : 3 es un número impar 
i¡ : 2 es un número primo 

y por ser ambas verdaderas, ja proposición compuesta es V. 

ii) hoy es lunes y mañana es jueves 

esta conjunción es F, ya que no coexisten las verdades de p y q. 

1.4.3. Disyunción 

Definición 

Disyunción de las proposiciones p y q es la proposición p v q (p o q) cuya 
tabla de valores de verdad es 



p <7 P v q 

V V V 
V F V ' 
F V V 
F F F 

La conjunción o es utilizada en sentido incluyente, ya que la verdad de la 
disyunción se da en el caso de que al menos una de las proposiciones sea V. hn e! 
lenguaje ordinario la palabra o es utilizada en sentido excluyeme o incluyente. 

La ambigüedad se elimina con la elección dei símbolo adecuado. 

hn matemática se utiliza la disyunción definida por la tabla precedente la cua! 
agota toda posibilidad. 

La disyunción sólo es F en el caso en que las dos proposiciones componentes 
sean falsas. 

Ejemplo 1-3. 

i ) hoy ss lunes o martes 
representa la disyunción de las proposiciones p: hoy es lunes y q: hoy es martes, hl 
sentido de IaNconjuncíón'o es exlcuyente, ya que p y q no pueden ser simultánea­
mente verdaderas. No obstante, la proposición compuesta puede analizarse a la luz 
de la tabla propuesta, a través de los tres últimos renglones, y será falsa sólo si las 
dos lo son. 

i i ) regalo los libros viejos o que no me sirven 

es la disyunción de las proposiciones 

p : regalo los libros viejos 

q : regalo los libros que no me sirven 

El sentido del o es incluyente, pues si en efecto regalo un libro que es viejo, v 
que ademas no me sirve, entoncesp v q es V, 

nú i es un numero impar o 4 es un número primo 

es una propoposición V. pues !a primera es V. 

1.4.4. Implicación o Condicional 

Definición 

Implicación de las proposiciones p y q es la proposición p =* q (p implica q, 
si p entonces q) cuya tabla de valores de verdad es 

p «7 P => <7 

V V V 

V F F 

F V V 

F F V 

Las proposiciones p y q se llaman antecedente y consecuente de la implicación o 
condicional. La implicación usual en matemática es formal en e! sentido de que 
no es necesario que el consecuente se derive lógicamente del antecedente; cuando, 
esto ocurre, ia implicación se llama material y queda incluida en la primera. 

Las tablas de valores de verdad se definen arbitrariamente, pero respetando el 

sentido común. Enunciamos la siguiente proposición: 

"SI apruebo el examen, ENTONCES te presto el apunte" (1) 

Se trata de la implicación de las proposiciones 

p apruebo el examen 
q : te presto el apunte 

Interesa inducir la verdad o falsedad de la implicación (1), en términos de la V o 
F de las proposiciones p y q. El enunciado (1) puede pensarse como un 
compromiso, condicionado por p, y podemos asociar su verdad al cumplimiento del 
compromiso. Es obvio que si p es F, es decir, si no apruebo el examen, quedo 
liberado del compromiso, y preste o no preste ej apunte la proposición (1) es V. Es 
decir, si el antecedente es F, la implicación es V. 

Si p es V, en cuyo caso apruebo el examen, y no presto el apunte, el compromiso 

no se cumple, y la proposición (1) es entonces F. Si p y q son V, entonces la 

implicación es V porque el compromiso se cumple. 

De este modo, la implicación sólo es falsa cuando el antecedente es V y el 

consecuente es F. 

Ejemplo i-i 

¡ ) st hoy es lunes, entonces mañana es martes 

es la implicación de las proposiciones 

p : hoy es lunes 

q : mañana es martes 

Como no puede darse antecedente V y consecuente F, la implicaciones V. 

ii) 1 = - 1 l 2 = ( - 1 ) 2 

es V por ser el antecedente F. 



1.4.5. Doble implicación o Incondicional 

Definición 

Doble implicación de las proposiciones p y q es la proposición p 
sólo si q), cuya tabla de valores de verdad es 

H iP si y 

V 
V 
F 
F 

V 
F 
V 
F 

V 
F 
F 
V 

La doble implicación o bicondicionai sólo as verdadera si ambas proposiciones 
tienen el mismo valor de verdad. 

La doble implicación puede definirse como la conjunción de una implicación y su 
*e•; ¡'proca. De este modo, la tabla de valores de verdad de p *» q , puede obtenerse 
.Tediante la tabla de (p •» q) A ** p), como sigue 

p Q p =* q q => p iP = * <?) A {q =*• p) 

V V V V V 
V F F V F 
F V V F F 
F F V V V 

¡templo 1-5. 

i) T es equilátero si y sólo si T es equiángulo 

es -a doble implicación de las proposiciones 

p :: T es equilátero 
q : T es equiángulo 

Toda vez que p sea V, también lo es q. y análogamente, si p es F, q es F. De 

modo que la doble implicación es V, 

ii) a = b si y sólo si a2 = b2 

las proposiciones son 

p : a = b 
q : a2 = b2 

la doble implicación propuesta es falsa si p es F y q es V. En los demás casos es V. 
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1.4.6. Diferencia simétrica 

Definición 

Diferencia simétrica o disyunción excluyente de las proposiciones p y q es la 
proposición p * q (p o <?,en sentido excluyente) cuya tabla de valores de 
verdad es 

p 1 pzq 

V V F 
V F V 
F V V 

F F F 

La verdad de p s q está caracterizada por la verdad de una y sólo una de las 
proposiciones componentes. , 

Es claro que p a. q equivale a la negación de p •*» q. 

1.5. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES 

Consideramos la tabla de valores de verdad de la implicación 

V 
V 
F 
F 

V 
F 
V 
F 

V 
F 
V 
V 

Hay tres casos en que p => q es V, y entre ellos hay uno en que p es V, en el 
cual resulta q verdadera Es obvio que nos referimos al primer renglón de la tabla, y 
se tiene que si p =* q es V y p es V, entonces q es V. Se dice entonces que el 
antecedente p es condición suficiente para el consecuente q. 

En cambio, si ¿Pes-F, nada podemos decir de q, puesto que puede ser V ó F. Por 
otra parte, cuando p =» q es V, si q es V, entonces p puede ser V o F; mas para 
que p sea V se necesita que q lo sea. Se dice entonces que q ej_condJdónj^ejaxia— 
para p. 

Resumiendo, si p => q es V, entonces p es condición suficiente para q y q es 

condición necesaria para p. 
Estas condiciones suelen expresarse así: 

q si p (condición suficiente) 
p sólo si q (condición necesaria) 
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Ejemplo 7-5, 

La siguiente implicación es V: 

"SI T es equilátero, ENTONCES T es isósceles" 

En este caso p : T es equilátero 

q : T es isósceles 

y p es condición suficiente para q, es decir, que un triángulo sea equilátero es 
suficiente para asegurar que sea isósceles. Por otra parte. T es equilátero sólo si es 
isósceles; es decir, que un triángulo sea isósceles es necesario para que sea equilátero. 

Sea ahora la doble implicación p *>• ¡7, es decir (p =» q) • < q ^ p) Si 
p <=> q es V. entonces p q es V y q => p es V, Se tiene, atendiendo a la 
primera, que p es condición suficiente para q\ y, teniendo en cuenta la segunda 
implicación, ocurre que p es condición necesaria para q. 

Es decir, si p *> q es V, entonces el antecedente p es condición necesaria y 
suficiente para el consecuente q. 

Análogamente, en el caso de doble implicación verdadera, el consecuente q es 
también condición necesaria y suficiente para el antecedente p. 

Ejemplo 1-7. 

La proposición 

'T es equilátero SI Y SOLO SI T es equiángulo" 

es la doble implicación de las proposiciones 

p : T es equilátero 

q : T es equiángulo 

Aquélla es V, y cualquiera de las dos proposiciones es condición necesaria y 
suficiente para la otra. 

1.6. LEYES LOGICAS 

Consideremos ta proposición 

l (p » q) i- Pi * O ) 

cuya tabla de valores de verdad es: 

p q p =* q {p q) A P [íp =* q) * p l =* <? 

V V V V V 

V F F F V 

F V V • F V 

F F V F V 

L f . Y K S L O G I C A S 

La proposición compuesta (1) es V, independientemente de los valores de verdad 

de las proposiciones componentes. Se dbe entonces que tal proposición es una 

tautología o ley lógica. 
La proposición p =*• p es V cualquiera que sea el valor de verdad de p. Es otro 

ejemplo de una ley lógica. 

En cambio p A "~p es F, cualquiera que sea p. Se dice que es una contra­

dicción. 

En el cáiculo preposicional se utilizan ¡as siguientes leyes o tautologías cuya 

demostración se reduce a la confección de la correspondiente tabla de valores de 

verdad: 
1.6.1. Involución 

~ ( -p) p 

el modo de leerla es: "no, no p, equivale a p". 

1.6.2. Idempotencia 

(p A p) p 

(p V p ) *> P 

1.6.3. Conmutatividad 

a) de la disyunción p v q <* q v p 

b) de la conjunción p /> q q '• p 

í .6.4. Asociatividad 

a) de la disyunción 
( p v q) v r o p v (q v r) 

b) De la conjunción 

: p * •/'! r «» p \ ta r) 

1.6.5. Distríbutividad 

a) de la conjunción respecto de la disyunción 

(p v q) A r ( p A r) V (q A r) 

b) de la disyunción respecto de la conjunción 

(p A q) v r «* ( p v r ) A (4" v r ) 
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1.6.6. Leyes de De Morgan 

a) La negación de una disyunción es equivalente a la conjunción de las negaciones 

~ ( p v q) ~p A ~<¡r 

b) La negación de una conjunción es equivalente a la disyunción de las 
negaciones 

~ (p A q) ~~p v ~c? 

Ejemplo 1-8. 

Tabla de valores de verdad de la distributividad de la coniunción resne-m de h 
4 

(p v q) r <* (p \ r) v (¿7 ^ r) 

Cada valor de verdad de p puede asociarse a dos valores de verdad de q, y por 
cada uno de estos pares de valores se tienen dos posibilidades para r\ en 
consecuencia, resultan 23 = 8 renglones en la tabla. Si se dan n proposiciones, en la 
tabla hay que analizar 2" renglones. 

Por otra parte, es posible simplificar la confección de la tabla, como se indica a 
XHHinuación 

(p V q) A r P * r) v (q A T ) 

V V V V j V V V ; v ; v 
V V V F ' F V F i F i F 

V V F 1 V í V V V V F 
V V F ] F F V F F F 

V V ¡ V ¡ V V V V V 
F V V ¡ F ! F V F F F 
F F F ! F ; V V F ; F | F 
F F F ¡ F ; F V F ; F | F 

i— I 

Ejemplo 1-9. 

Confeccionamos la tabla de valores de verdad de la siguiente ley de De Morgan: 

~ ( p A q) «* ~p v -q 

(p A 9) ~ p V ~q 
l F ! V V V V F | F í F 
! v V F F V F 1 V ! v 
! v í F F V V V ! V ! F 
! v ! F F F V V ! V V 

I M P L I C A C I O N L S A S O C I A V)AS 

Ejemplo 1-10. 

La proposición 

es una ley lógica, pues la tabla 

( p A ¿7) => p 

(p A 1) p 

V V V V V 

V F F V V 

F F V V F 

F F F V i 

nos muestra que es una tautología. 

1.7. IMPLICACIONES ASOCIADAS 

Sea el condicional p =» q , que llamamos directo; en conexión con él, se 
presentan otros tres, obtenidos por permutaciones o negaciones del antecedente y 
consecuente: 

q => p recíproco 
-p => ~-q contrario 
~¡7 =» —p contrarrec'proco 

Las cuatro implicaciones propuestas se llaman conjugadas, y cualquiera de ellas 
puede tomarse como directa. El siguiente esquema nos proporciona la relación que 
las vincula: 

p => q recíprocos q => p 

2 TR¿> § 

I ' ^ ^ I 

~-p => ~-q recíprocos 

Es fácil verificar que las implicaciones contrarrecíprocas son equivalentes, es 
decir, los siguientes b¡condicionales son tautologías: 

(p => q) (-q =» ~p) 

(Q =» P) ** (~P =* 

Si la implicación directa es V, también lo es la contrarrécíproca, y no podemos 
afirmar la verdad de la recíproca ó de la contraria. Pero si son verdaderos un 



condicional y su recíproco o contrario, entonces son verdaderos los cuatro, y las 
proposiciones antecedente y consecuente son equivalentes. 

Se presenta continuamente la necesidad de demostrar la verdad de p =*• q, y de 
acuerdo con lo expuesto se presentan dos métodos: 

i) directo. Si p es F, nada hay que probar, pues en este caso p => q es V. Si p 
es V hay que establecer que el valor de verdad de q es V. 

i i) indirecto. Si q es V queda establecida la verdad de p =>> q. Pero si q es F 
hay que examinar p y llegar a establecer que su valor de verdad es F. 

l .S . NEGACION DE UNA IMPLICACION 

Las proposiciones p => q y ~~(p \ -q) son equivalentes, como lo muestra la 
siguiente tabla 

(p D •o- (p A - 9 ) 
V v • V y V ¡ v F F 
V F ; F V ] F ¡ v V V 
F V ¡ V V ¡ V 1 F F F 
F v ¡ F v ! V ! F F V 

En consecuencia, la negación de la primera equivale a la negación de la segunda, 
es decir 

~ ( p =» q) o ~[ * 

y por 1.6.1, se tiene 

~ (P =* q) (P A ~q) 

Es decir, la negación de una implicación no es una implicación, sino la 
conjunción del antecedente con la negación del consecuente. 

Eiempio i-/f. 

Sean las implicaciones 

i ) Si hoy es lunes, entonces mañana es miércoles, 

ii) 1 = - 1 =» i J = ( - J) 2 

Sus negaciones son, respectivamente, 

"Hoy es lunes y mañana no es miércoles" 

" 1 = - 1 A l 2 =¡fc(- l ) 2 " 

1.9. RAZONAMIENTO DEDUCTIVO VALIDO 

En matemática interesa el tipo de razonamiento llamado deductivo. Llamamos 
razonamiento a un par ordenado ({ /> ,} ; q), siendo { p , } un conjunto finito de 
proposiciones, llamadas premisas, y q una proposición, llamada conclusión, respecto 
de la cual se afirma que deriva de las premisas. 

Un razonamiento es deductivo si y sólo si las premisas son evidencias de la 
verdad de la conclusión, es decir, si p , . p2 p>, son verdaderas, entonces q 
verdadera. Un razonamiento deductivo es válido si no es posible que las premisas 
sean verdaderas y la conclusión falsa. De un razonamiento no se dice que es V o F, 
hUw que es valida o no 

Llamamos regla de inferencia, a todo esquema válido de razonamiento, indepen­
dientemente de la V o F de las proposiciones componentes. De este modo, toda 
regla de inferencia es tautológica. 

Un razonamiento deductivo es válido cuando el condicional cuyo antecedente es 
la conjunción de las premisas, y el consecuente es la conclusión, es tautológico. 

Son ejemplos de reglas de inferencia: 

a) Ley del modus ponens: 

SI p y p => q, ENTONCES q 
La notación clásica es 

P 

P =* q 

q 

b) Ley del modus totcns: 

P 

~q 

~P 

Este esquema es ta natación clásica del condicional 

Un *> a\ \ *-</! =» — v 

¿) Ley del silogismo hipotético: 
P =*? 
q =>r 

P =»' 

Es decir, la proposición [{p => q) A (q =* r ) ] => (p =* r) es una*tautología. 
En cambio, el condicional [ ( p => q ) A q ] => p no es una forma válida de 



razonamiento, ya que la correspondiente tabla de valores de verdad nos muestra que 
no es tautológico. 

Ejemplo 1-12. 

a) Justificar la validez del razonamiento 

p =*• q 
~r ~~q 

~ ( ~ p A ~ r ) 
f => s 

~-r 

s 

En lugar de confeccionar la tabla del condicional entre la conjunción de las premisas 
y la conclusión, haremos uso de las leyes del cálculo preposicional, a fin de simplificar 
la situación. La segunda premisa es equivalente a la contrarrecíproca q =* r. por la ley 
del silogismo hipotético, de la primera y de ésta, resulta p =» r. La última premisa es 
V, y en consecuencia r es F, y como p => r es V resulta necesariamente que p es F. La 
tercera premisa equivale a p v t. de acuerdo con una ley de De Morgan, y por ser p 
falsa resulta la verdad de /. Ahora bien, siendo / y t =» s verdaderos, resulta la verdad 
des, por 1.9 a). 

b) Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son: 

Hoy llueve o hace frió. 
Hoy llueve o no hace frío, 

y !a conclusión: Hoy llueve. 
En lenguaje simbólico se tiene 

P v q 
p v ~ g 

P 

q, o bien ~q es F; cualquiera que sea el caso, por ser las disyunciones verdaderas, 
resulta que p es V. De otro modo, la conjunción de ambas disyunciones, por la 
iistributividad, es equivalente a p v {q A ~-q). La verdad de aquéllas asegura la 
verdad de ésta, y como ¡7 A ~? es F, resulta la verdad de p. 

1.10. FUNCIONES PROPOSICIONALES. SU CUANTIFICACION 

£1 símbolo P (x) es la representación de un predicado o propiedad relativos al 
objeto indeterminado x, perteneciente a cierto universo o conjunto. Si nos referimos a 

los números enteros y estamos interesados en la propiedad de ser impar, entonces la 
traducción de P (x) consiste en: x es impar, y se escribe 

P (x) : x es impar 

Es claro que el enunciado: "x es impar" no es una proposición, ya que a menos que 
se especifique a x no podemos decir nada acerca de su verdad o falsedad. Ocurre, sin 
embargo, que para cada asignación dada al sujeto x dicho enunciado es una 
proposición. A expresiones de este t ipo se las llama funciones o esquemas 
preposicionales. 

Definición 

Función preposicional en una variable o indeterminada x es toda oración en la 

que figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposición 

para cada especificación de x. 

En nuestro ejemplo resultan proposiciones'como 

P (— 4) . — 4 es impar (F) 
P( 5) : 5 es impar (V),etc. 

Se presentan también funciones preposicionales con dos variables o indeterminadas. 

Sea, por ejemplo 

P {x , y): x es divisor de y 

Lo mismo que en el caso anterior, si x e v son enteros, P (x ,>•) no es proposición, 
ya que no podemos afirmar la verdad o falsedad del enunciado. Mas para cada 
particularización de valores se tiene una proposición 

P (— 2,6) : — 2 es divisor de 6 (V) 
P( 12,6) : 12 es divisor de 6 (F) 

A partir de funciones preposicionales es posible obtener proposiciones generales 
mediante un procesó' llamado de cuantificación. Asociados a la indeterminada x, 
introducimos los símbolos V x y 3 x. llamados cuantificadores universal y existencial 
en x, respectivamente. Las expresiones 

Para todo x, se verifica P {x) 
Existe x, tal que se verifica P (x) 

se denotan mediante V r : P(x) (1) 
3 x / P(.v) (2) 

y corresponden a una función preposicional P (x) cuaritificada umversalmente en el 
primer caso, y existencialmente en el segundo. Una función preposicional cuantificada 



adquiere el carácter de proposición. En efecto, retomando el primer ejemplo, si 
decimos 

"Todos los números enteros son impares". (1') 

es claro que hemos enunciado una proposición general y relativa a todos los números 

enteros, cuyo valor de verdad es F. Una traducción más detallada de esta proposición 

consiste en 

"Cualquiera que sea x, x es impar". 

Es decir V.r : x es impar 

Sí cuantifkamos existencialmente la misma función preposicional, se tiene 

3 .x / x es impar 

0 sea "Existe x. tal que x es impar". 

0 bien "Existen enteros que son impares". (2 ' ) 

0 más brevemente "Hay enteros impares". 

El valor de verdad es V, y en consecuencia se trata de una proposición. El 
cuantificador existencial se refiere a, por ¡o menos, un x. 

Es obvio que una función preposicional cuantificada umversalmente es V si y sólo si 
son V todas las proposiciones particulares asociadas a aquélla. Para asegurar la verdad 
de una función proposicional, cuantificada existencialmente, es suficiente que sea 
verdadera alguna de las proposiciones asociadas a la función proposicional. 

Un problema de interés es la negación de funciones preposicionales cuantificadas. 
La negación (1') es 

"No todos los enteros son impares" 

es decir "Existen enteros que no son impares" 

y en símbolos 3 x / —P (x) 

Entonces, para negar una función proposicional cuantificada universalmente se 
cambia el cuantificador en existencia!, y se niega la función proposicional. 

La iiég j - - ion de i 2*) -T 

"No existen enteros impares". 

Es decir "Cualquiera que íea el entero, no es impar" 

o lo que es lo mismo 

"Todo entero es par". 

En símbolos V -í : ~P (.Y) 
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Vale entonces la siguiente regla: para negar una función proposicional cuantificada 

exislencialmente se cambia el cuantificar en universal, y se niega la función 

proposicional. 

Se tienen las siguientes equivalencias 

~ t V * : P (x)] «> 3 x i ~ P (x) 

~ [ 3 . v / P ( » ] <* V.t : - P ( J C ) 

Ejemplo l-il 

Sea la proposición: 

Todo el que la conoce, ia admira. 

Nos interesa escribirla en lenguaje simbólico, negarla, y retraducir ia negación al 

lenguaje ordinario. 
La proposición dada puede enunciarse: 

Cualquiera que sea la persona, si la conoce, entonces la admira. 

Aparece ciara la euantificaeión de una implicación de las funciones preposicionales 

P ix): v la conoce 

Q (.v): ,v la admira 

Se tiene 

VJC : P(.v) =* Q(x) 

Teniendo en cuenta la forma de negar una función proposicional cuantificada 

universalmente y una implicación resulta 

3 x / P ( . v ) A ~Q(.v) 

Y pasando allenguaje ordinario: 

Hay personas que la conocen y no la admiran. 

Ejemplo ¡14. 

Consideremos ia nnúna cuestión en el siguiente caso: 

Todo entero admite un inverso aditivo. 

Es decir 

"Cualquiera que sea el entero, existe otro que sumado a él da cero". 

Intervienen dos variables y la función proposicional 

P(.v , v) :x +y = 0 
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La expresión simbólica es entonces 

Vx3y/x+y = 0 

Su negación es 

3x/~[3y/x+y = 0] 

Es decir 

3 x / V y :x + ^ # 0 

La traducción al lenguaje común es 

Ejemplo J-15. 

Sea la proposición 

Hay alumnos que estudian y trabajan. 

Su enunciado sugiere un cuantificador existencial y dos funciones preposicionales 

P (x): x estudia 
Q (x): x trabaja 

En forma simbólica se tiene 

3 x / P L v > A O W 

Su negación es 

V x : ~[P (x) \ Q(x)\ 

Y por ley de De Morgan 

yx : ~ P { J C ) v ~Q (x) 

Traduciendo al lenguaje ordinario 

"Cualquiera que sea el alumno, no estudia o no trabaja". 

1.11 CIRCUITOS LOGICOS 

La verdad de una proposición puede asociarse al pasaje de corriente en un circuito 
eléctrico con un interruptor. 

Para representar a p, si es V, se tiene 
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Y para p, si es F 

Es decir, el interruptor se cierra si p es V y se abre sip es F. 

Las operaciones proposicionales pueden representarse mediante circuitos con tantos 

interruptores como proposiciones componentes, combinados en serie o paralelamente, 

i ) Conjunción 

Este circuito admite el pasaje de comente, es decir, la verdad de p A q, sólo si las 

dos son V. 

ii ) Disyunción. Está representada por un circuito en paralelo 

La falsedad de p v q. es decir, el hecho de que no pase corriente, sólo se verifica 

en el caso de la falsedad simultánea de p y q, 

iii) Implicación. Como 

~(P A ~<ü) 

de acuerdo con 1.8, aplicando una ley de De Morgan y la doble negación, se tiene 

(p => q) o (~p v q) 

En consecuencia, el circuito asociado es 

iv) Diferencia simétrica. 

Utilizando sucesivamente 1.4.6., 1.4.5.. una ley de De Morgan, la negación de 



implicaciones y la distributividad de la disyunción respecto de la conjunción, se tienen 

las equivalencias 

(p Y q)o ~ ( p o q) o 

~Kp í) a U p)1 
~~(p =* q) V ~{q => p) <*• 

*> (p A ~¿7) v A ~p) *> 

*» ( p v t{>) A. ( p v ~p) A (~¡? v A ( ~ q y ~p) 

"» f p V :/ í * I ~P V ~(/) 

y resulta el circuito 

P ~-P 

q -q 

Ejemplo 1-16. 

i ) El circuito correspondiente a la proposición 

(p A q) v (~q) es 

0 bien, luego de simplifica!" aquélla, p v ~-q. 

Para que pase corriente es suficiente avep o ~~q sean V. 

ii) La operación proposicional que caracteriza al siguiente circuito 

Q • 



TRABAJO PRACTICO I 

1-17. En el libro Hijos en libertad, de A. S. Neill. están escritas las siguientes 

proposiciones 

p : Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas. 
q : No aceptan las respuestas que no figuran en los libros. 
r: imponen un cúmulo de normas estúpidas 

Construir las proposiciones 

p * q , ~q V r , (p A q) = > r 

1-18. Escribir en forma simbólica la siguiente proposición compuesta que figura en el 

mismo texto: 

"La chatura y el tedio de ciertas disciplinas escolares se trasmiten a los maestros, 
y las escuelas se llenan de hombres y mujeres de mentalidad estrecha, vanidosos, 
cuyo horizonte está limitada por el pizarrón y el libro de texto". 

¡•19. Confeccionar las tablas de valores de verdad de las proposiciones 

i ) (P A ( ? ) = * / • 

a) -(p V q) o ~p ,\ ~q 

1-20. Negar las proposiciones construidas en el ejercicio 1-17. 

¡•21. Proponer las siguientes proposiciones en forma simbólica, negarlas, y retraducir­

las al lenguaje común: 
i ) No es justa, pero mantiene el orden. 
i i ) Los alumnos conocen a los simuladores y los desprecian. 

i i i) Si los alumnos conocen a los simuladores, entonces los desprecian. 

1-22. Determinar si las siguientes proposiciones son leyes lógicas: 

i ) P A q => q 

• ü ) {(P =* <?) A (q =*• r)\ => ( p =*• r) 
i i i ) p =* p A q 

iv) p =* p V q 

1-23. Simplificar las siguientes proposiciones: 

i ) ~ (~p V ~q) 

ü ) ~(P V q) V (~p A q) 

1-24. Sabiendo que p v q es V y que -q es V, determinar el valor de verdad de 

{(p V q) A ~q] => q 

1-25. Determinar, en cada caso, si la información que se da es suficiente para conocer 
el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. En caso 
afirmativo, justificarlo. 

i \ i p => q) => r • r p« V 

i i ) ('p v q) •*» {~p A ~q) ; q es V 

iii) {p A q) =» (p v r) ; p e s V y r e s F 

iv) p \ (q => r) ; p => r es V , 

1-26. Los valores de verdad de las proposiciones p, q, r y s son, respectivamente, V, F. 
F, V. Obtener ios valores de verdad de 

i ) {(p v q) v r ] A s 

ii ) r => $ A p 

iii) p v r «* r A ~ j 

1-27. Negar las proposiciones 

i ) 3 x/P(x) v - Q i . t ) 

ii ) V x : P (.v) => Q (.Y) 

üi) V x 3 y / x . y = 0 

1-28. Verificar que para probar la equivalencia de las proposiciones p. q, r y s es 
suficiente demostrar las siguientes implicaciones: 

p =* q , q r , r = * s y s = * p 

/-29. Dadas las proposiciones 

i ) El cuadrado de todo número real es mayor que 2. 

i i ) Existen enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo de! siguiente, 

iii) Todo el que estudia triunfa, 

expresarlas simbólicamente, negar las expresiones obtenidas y retraducirlas al 
lenguaje ordinario. 

1-30. Construir un circuito correspondiente a la proposición 

(P A ~q) v (~p A (7) v (-p A ~<7) 



1-31. Se tiene el siguiente circuito: 

P Q 

p 

L 

i ) determinar la proposición correspondiente 

ii ) simplificar ésta, y construir el circuito asociado. 

¡•32, Expresar simbólicamente el siguiente teorema: "si un número es impar, entonces 

su cjadrado es impar". 

Enunciar el contrarreciproco, el contrario y el recíproco Demostrar el primero. 

¡•33. Siendo 
p : a. b es impar 
q : a y b son impares 

Demostrar p =» q 

¡•34. Justificar el razonamiento 

¡•35. Lo mismo en ei siguiente caso: 

p v -q 
~q <t> r 

p V ~ r 

s q) =» r 

r =* $ 

1-36. Investigar la validez del razonamiento siguiente: 

Si el interés no es egoísta, entonces eŝ  la fuerza vital de las personas y es 

espontáneo. 

El interés no es la fuerza vital de las personas y es espontáneo 

El interés es egoísta 

Capítulo 2 

CONJUNTOS 

2.1. INTRODUCCION 

El propósito de esta sección es el estudio de'la teoría intuitiva de conjuntos. En 
este sentido, ¡os términos "conjunto", "pertenencia" y "elemento" son considerados 
como primitivos. Sobre esta base se definen la inclusión y la igualdad, y se estudian sus 
propiedades. El mismo tratamiento se hace corresponder a las operaciones entre 
conjuntos. El capítulo se completa con e! desarrollo de ejemplos en los que se pretende 
mostrar un método adecuado de trabajo. 

2.2. DETERMINACION DE CONJUNTOS 

2.2.1. Notaciones 

Para denotar conjuntos utilizaremos generalmente letras mayúsculas, y para 
especificar elementos se usarán letras minúsculas, a menos que dichos elementos sean, 
a su vez, conjuntos. Para indicar la pertenencia de un elemento a un conjunto será 
utilizado el símbolo e. 

La proposición "a e AJ" se lee: "a pertenece a A " , o bien "el elemento a pertenece 
al conjunto A" 

Su negacíóii í¿> "a í A ' , que se lee: "a no pertenece a A" 
Si ei conjunto A formado por ios elementos ¡r, t- y <r. escribimos 

A - | a ,b . c j 

en este caso se nombran todos los elementos del conjunto, y se dice que está 
determinado por extensión. 

Las notaciones usuales para caracterizar conjuntos numéricos son las siguientes: 

N conjunto de los números naturales 
Z conjunto de los números enteros 



Q conjunto de los números racionales 
R conjunto de los números reales 
C conjunto de los números complejos 

La representación por extensión del conjunto cuyos elementos son — 1, 0 y 1, es 

A = { - 1 , 0 , l } 

Es faci! ver que se trata del conjunto de los números enteros cuyo valor absoluto es 
menor que 2; en este enunciado hacemos referencia a elementos del conjunto Z, de los 
números enteros, el 'cual se llama referencial o universal; además, estamos interesados 
en aquellos que satisfacen la propiedad de ser, en valor absoluto, menores que 2. 

La notación correspondiente es 

A = { xeZi \x\<2 j> 

y se dice que el conjunto ha sido determinado por comprensión. 
El conjunto universal depende de la disciplina en estudio, se fija de antemano, y 

está formado por todos los elementos que intervienen en el tema de interés. En general 
se denotará con U. 

Definición / 

Un conjunto se determina por extensión si y sólo si se enumeran todos los 
elementos que lo constituyen. Un conjunto se define por comprensión si y sólo 
si se da la propiedad que caracteriza a sus elementos. 

El conjunto cuyos elementos verifican la propiedad P se indica 

A = í ' x e ü í P w ) 

o más brevemente, si U está sobrentendido 

A = { * / P ( x ) } 

y se lee: "A es el conjunto formado por los elementos x, tales que P (xf. P {x) es una 
función proposicional, y un objeto del universal pertenece al conjunto si y sólo si 
verifica la propiedad, es decir 

a e A P {a) es V 

En consecuencia 

a i A •» P (a) es F 

2.2.2. Conjuntos especiales 

Extendemos la noción intuitiva de conjunto a los c a s o ü de carencia de elementos y 

de unicidad de elementos, mediante la introducción d° los conjuntos vacío y unitario. 

D E T E R M I N A C I O N D E C O N J U N T O S 

\ Un conjunto vacío es aquel que carece de elementos. Un conjunto unitario está 
formado por un único elemento. 

Una propiedad o función proposicional, que se convierte en proposición falsa para 
todos los elementos del universal, caracteriza por comprensión un conjunto vacío. 
Designaremos con <¡> al conjunto vacío, y puede definirse simbólicamente así 

0= i x ¡xi-x ) 

En este caso la propiedad relativa a x es P (x) :x=£x.te cual resulta falsa cualquiera 

que sea x. 

Si A es el conjunto cuyo único elemento esa. escribiremos 

A = \ a '1 = i x '.v = « \ 

Ejemplo 2-1. 

Determinar simbólicamente y por extensión los siguientes conjuntos definidos por 
comprensión: 

i ) A es el conjunto de los números enteros cuyo cuadrado es igual a I. 

En este caso la propiedad que caracteriza a los elementos de A es la conjunción de 
?(x): xeZ y Q ix) : x2 = 1 

Entonces 

A = | X ¡ X € Z A x2 = ¡ j> 

y como universal puede sobrentenderse el conjunto de los números reales o racionales. 
Si proponemos a Z como universal, puede escribirse 

A = {xeZix2 = 1 } 

Obviamente, la determinación por extensión es 

' - A - { - l . l } 

i i ) B es el conjunto de los números naturales mayores que 2, y que no superan a 

6. 

Considerando a N como universal, la propiedad característica de los elementos de B 

es la conjunción de 

?(x):x>2 y Q ( x ) : x < 6 

que podemos expresar R ( j f ) : 2 < x < 6 

y se tiene 

B = ( x e N / 2 < x < 6 ) 
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Por extensión nos queda 

B = { 3 , 4 , 5 , 6 } 

iii) C es el conjunto de los números reales cuyo cuadrado es igual a — 1. 

Se tiene. 

C = í x e R / x J = - l ] 

Como el cuadrado de ningún número rea! es negativo. P <v> : x2 1 es F para 
iodo real, y resulta C = é. 

Ejemplo 2-2. 

La determinación de conjuntos por extensión no es posible en el caso de infinitos 
elementos, y hay que limitarse a la definición por comprensión. La matemática trabaja 
casi con exclusividad en este sentido, a través de propiedades. 

Caracterizamos simbólicamente los siguientes conjuntos: 

i } P es ei conjunto de los números enteros pares. 

Por definición, un entero es par si y sólo si se identifica con el duplo de algún 
entero. Es decir 

a es par < = > 3 £ e Z / a = 2fc 

Entonces P = | x e Z / . x = 2fc A A" e Z } 

Es claro que P consiste en el conjunto de los múltiplos de 2. 
A veces, acudiendo a un abuso de notación, suele preponerse una aparente 

determinación por extensión de un conjunto infinito, con la adjunción de puntos 
suspensivos. Así 

P = { , - 4 , - 2 , 0 , 2 , 4 , 6 } 

i i ) A es el conjunto de los números naturales que son múltiplos de 3. 

A ~ x <• N ' x - 3 k .-• ¿t e N 

En Nno incluimos al cero, y se tiene 

A = | 3 , 6 , 9 . . . . . . . } 

Si 0 se considera natural, escribiremos N0 y en este caso 

A = { x e N o / j c = 3fc A e N 0 j 

Es decir 

A = { 0 , 3 , 6 , 9 , } 
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iii) B es el conjunto de los números naturales cuyo cuadrado es par. 

B = | x e N / x 2 es par j 

O bien 

B= ( x e N / j c 2 =2ifc A f c eNJ 

¿Cómo se determina la pertenencia de un elemento a B? De acuerdo con la 
definición de B, dado un número natural, se analiza su cuadrado; si dicho cuadrado es 
par. el número pertenece a 8; si su cuadrado es impar, no pertenece a B. Es decir 

a e & <* i~ eí par 

iv) C es el conjunto de los puntos del plano cuyas distancias a un punto 0 son 

iguales a 1. 

Entendemos que el conjunto universal es el de los puntos del plano a. Si bien 0 es 

un elemento, como es usual en geometría, lo denotamos con mayúscula. Indicamos la 

distancia entre A y 0 mediante d (A . 0). Entonces 

C = { X e a / d ( X , 0 ) = - l ) 

es la definición simbólica de la circunferencia de centro 0 y radio 1. 

v) D es el conjunto de los puntos del plano que equidistan de dos puntos fijos A 

y B. 

D = ( X eald(X . A) = tf (X , B ) } 

D consiste en la mediatriz del segmento AB. 

Ejemplo 2-3. 

El conjunto S está formado por los posibles resultados que se obtienen al lanzar dos 
monedas. Los resultados para la primera moneda son c (cara"i y s (sello) y por cada uno 
ik ellos se tienen las mismas posibilidades para ia segunda, es decir 

.- c 

Entonces 



2.3. INCLUSION 

2.3.1, Concepto 

Sean A y B dos conjuntos, Si ocurre que todo elemento de A pertenece a B, 
diremos que A está incluido en B, o que A es parte de B, o que A es un subconjunto de 
B, y escribimos A C B. 

Definición /. 
A C B «• V x : x e A => x e B 

Esta definición tiene el siguiente significado: si sabemos que A C B, entonces la 
proposición V . v . x e A =>.veB es V; recíprocamente, si esta proposición es V. 
entonces se verifica que A C B. 

En repetidas ocasiones se necesitará demostrar que un conjunto es parte de otro; 
entonces, de acuerdo con la definición, será suficiente demostrar que cualquier 
elemento del primero pertenece al segundo. 

Teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicación y la contrarrecíproca, la 
definición anterior puede expresarse así 

A C B •»• V x : j t ¿ B => x 4 A 

Además, considerando la equivalencia entre p => q y ~ (p A ~~q). podemos 

traducir la misma definición de la siguiente manera 

A C B **1 x j x e A \ xéB esF 

Es decir, en la inclusión no puede darse que haya un elemento de A que no 
pertenezca a B. 

Sobrentendiendo el cuantificador universal, para descargar la notación, escribi­
remos 

A C B * » x e A = » x e B 

2.3.2. Diagramas de Venn 

Existe una representación visual de los conjuntos dad» por diagramas llamados de 
Venn. En este sentido, el conjunto universal suele representarse por un rectángulo, y 
los conjuntos por recintos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a U, es 
decir, A C U. Sean A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama 

B 

U 

En este caso se verifica A C B . 

Ejemplo 2-4. 

Sean V = N y los conjuntos 

A = { x/x\6 } 

B = { x i x | 8 } 

{ x!x<2 ) C = 

Definimos la relación de divisor en N mediante 

a | b si y sólo si 3 n e N / b - a. n 

Teniendo en cuenta esta definición, y la relación de menor o igual, la representación 

por extensión de tales conjuntos es 

A = <̂  1 , 2 , 3 , 6 j B = | 1 , 2 , 4 . 8 j> 

t 
i 

y en términos de diagramas de Venn 

Ejemplo 2-5. 

Consideremos el conjunto U de todos los triángulos; si I denota el conjunto de los 
triángulos isósceles, E de los equiláteros y R de los triángulos rectángulos, se tiene 

U 
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Ya que todo triángulo equilátero tiene los tres lados iguales, en consecuencia tiene 
dos iguales, es decir, es isósceles. Además existen triángulos isósceles que son 
rectángulos, pero ningún triángulo equilátero es rectángulo. 

2.3.3. Igualdad de conjuntos 

Es claro que dos conjuntos son iguales si son idénticos, es decir, si tienen los mismos 
elementos. Entonces, todo elemento del primero pertenece al segundo, y todo 
elemento de éste pertenece al primero. 

Definición 

A — B «*• A B A B C A . 

Ejemplo 2-6. 

Los conjuntos de números reales 

A = í x 1 xl = x j> 

B = ( xi(x~\).x-0} 

son iguales ya que 

x e A x2 =x «• x2 — x = 0 •** x. (x — 1) = 0 o x e B 

El Incondicional se desdobla en las dos implicaciones que prueban la doble 
inclusión, y en consecuencia la igualdad. 

Ejemplo 2-7, 

Sean los conjuntos de números enteros 

A = { x/x2 = 1 } 

B = { x I \x\ = í } 

Teniendo en cuenta que el cuadrado de un número entero es igual al cuadrado de su 

valor absoluto, resulta 

.v e A •=» ,c : = i ¡xl • - i «• ¡x¡ - I -«< -v e 8 

En consecuencia, A ~ B. 

Ejemplo 2-8. 

Demostnr que el conjunto de los números naturales impares es igual al conjunto de . 

los números naturales cuyo cuadrado es impar. 

Hipótesis) A = | x e N / x es impar } Tesis) A = B 

B = | x e N / x2 es impar } 

Demostración) 

I G U A L D A D Di; C O N J U N T O S 

Nota previa: 

Por definición, un número natural x es impar si y sólo si existe fceN tal que 
x — 2 k — 1. 

Por otra parte, es fácil ver que el producto de dos naturales consecutivos es impar, y 
que la diferencia entre un número par y uno impar es impar. Vamos ahora a nuestra 
demostración, la cual consiste en probar las dos inclusiones que definen la igualdad 

I o ) A C B. En efecto: sea .Y e A. 

- 2 k - ! con k e N =*• 

» . r 2 ~ 2 .(2kz - 2k) 4 - 2 - 1 «• 

f; „ i í; • — ) Rétulo k' e N =» 

Hemos utilizado sucesivamente, la definición de A, la definición de número 
impar, cuadrado de un binomio, la distributividad de la multiplicación, la 
sustitución de 1 por ( 2 - 1), nuevamente la distributividad. !a definición de 
numero impar, y finalmente !a definición de B. 

2 o } B C A. Es claro que .Y = x {x + 1) — x1, 
Ahora bien 

x e B =* . Y 2 es impar => x. {x + 1) — x2 es impar => 

=> x es impar => x e A 

En consecuencia A = B, 

2.3.4. Propiedades de !a inclusión 

i ) REFLEXIVIDAD. Todo conjunto es parte de sí mismo. 

En efecto, si A es un conjunto, la implicación 

Vx :xe A =» x e A es V 

En consecuencia, por definición, se tiene A C A. 

i i ) TRANS1TIVIDAD. Si un c n,u . , este es parte de un 

tercero, entonces ei primero .A^ • t.n • 1 

Hipótesis» A C B Tesis i A (' 

B C C 

Demostración) 

Sea x e A. Por hipótesis se tiene 

X € A .=> X 6 B 

y xeB => xeC 

Se tiene Y C \ =» x es impar » .v = 

=* x2 = 4 k 1
 — 4 k -*• I con A e N ~ 

=» x~ ~ 2 . ?2 n : — 2 k ~ 1) - 1 —•." 

=» . Y 2 es impar =» .v c B 



L-ntonees, por ley del silogismo hipotético 

.x e A => x e c 
Y, en consecuencia, por definición de inclusión AC C. 

iii) ANTiSIMETRlA. Si un conjunto es parte de otro y éste es parte del primero, 

entonces son iguales. 

A C B A B C A * A = B 

es una consecuencia de la definición de igualdad. 

- 3 5 . Caracterización del conjunto vacío 

t ) Propiedad. El conjunto vacío está incluido en cualquier otro. 
: h.-c-ttísis) A es un conjunto. 

Tesis) 0 C A. 
Demostración) Consideramos la siguiente proposición: 

V J C : x e 0 => x e A 

'a J jal es V por ser el antecedente F. En consecuencia, de acuerdo con la definición de 
inclusión, se tiene $C A. 

Eí teorema es válido cualquiera que sea A; en particular, A puede ser vacío. 

ii ) Propiedad. El conjunto vacío es único. 

Ln efecto, suponemos que. además de 0, existe 0* también vacío. Entonces, de 

acuerdo con i ), es verdadera la proposición 

0' C 0 A 0 (_ 0* 

y. por definición de igualdad, resulta <£ = <$> 

Ejemplo 2-9. 

Demostrar A C 0 => A = 0. 

Como se trata de una igualdad se requieren dos inclusiones. 

1") 4>C A por 2.3.5. i ). 

2 O ) A C 0. Se verifica por "hipótesis. 

Luego A = 0. 

$2 .4 . CONJUNTO DE PARTES 

Pado un conjunto A, podemos formar un nuevo conjunto constituido por todos los 
subconjuntos Je A, el cual recibe el nombre de conjunto de partes de A. 

Definición / 

Conjunto de partes de A es el conjunto cuyos elementos son todos subconjuntos 

de A. 

¿>(A)= [ X / X C Á J 

Los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos, y, en consecuencia, P (A) 

es un conjunto de conjuntos. 
De acuerdo con la definición, se tiene 

XeP(A) o X C A 

F! problema de decidir si un objeto es un elemento de P (A) se reduce a determinar 
si dicho objeto es un subconjunto de A. 

De acuerdo con la propiedad reflexiva de la inclusión, cualquiera que sea A, se tiene 
A C A, y en consecuencia A € P (A) por definición de conjunto de partes. 

Además, por 2.3.5. i) se sabe que 0 C A, y por la misma definición 0 e P (A), Es 
decir, cualquiera que sea A. el mismo A y el vacío son elementos de P (A). 

Ejemplo 2-JO. 

Determinar el conjunto de partes de A = \ 2 . 3 , 4 ' 

Los elementos de P (A) son todos los subconjuntos de A. es decir 

<t> 

( 2 ) . ( 3 ) . ( 4 ) 

Í 2 , 3 } , ( 2 , 4 ) , <3 ,4) 

A 

Y la notación por extensión es 

i > ( A ) = Í 0 , { 2 } , { 3 } , { 4 } , { 2 , 3 } , { 2 , 4 } , { 3 , 4 } ,A¡> 

Ejemplo 2-11. , 

i ) El conjunto de partes del vacío es el conjunto cuyo único elemento es el 
vacío. 

/ » ( * ) = { # } 

i i ) La pertenencia relaciona elemento a conjunto, mientras que la inclusión 
relaciona conjuntos entre sí. Desde este punto de vista, damos los valores de 
verdad de las siguientes proposiciones relativas al ejemplo 2-10. 

4>C A V 

0eA F 

<t>eP(A) V 



0 C / > ( A ) V 

2 , 3 J > eP(A) V 

2eP(A) F 

{ 2 } eP(A) V 

AeP(A) V 

Ae A F 

A C A V 

Ejemplo 2-12. 

Si A tiene n elementos, entonce» P (A) tiene 2" elementos. Se trata de computar e! 
número de subconjuntos de A. Uno de ellos es el vacío. Conjuntos unitarios hay 

exactamente n = ('! j , es decir, tantos como combinaciones de n elementos, de orden 

1. 

El número de subconjuntos de dos elementos es el de combinaciones de n 

elementos de orden 2. es decir i , ¡ 

Subconjuntos ternarios hay f" i .• 

Y así sucesivamente, hasta obtener el único subconjunto de n elementos. 
El número total está dado por la suma 

n -n\ n ¡tl\ . 

= s \¡) = 1 d r . r - ' = d + D" = 2n 

¿ = o í = 0 ' 

En este desarrollo hemos aplicado la fórmula del binomio de Newton que se 
justificará en el Capítulo ó. 

"'2.5. COMPLEM£N TACION DE CONJUNTOS 

Sean A y B subconjuntos de U. 

- .5.1. Definición 

Complemento de A es el conjunto formado por los elementos de U (,ue no 
pertenecen a A. 

El complemento de A se denotará por A e ; suelen usarse también A' y A. 

En símbolos 

o bien 

Se tiene 

A E = { J C C U / J C M } 

A F - { X/XÍA) 

x e A •=> .\ e A 

E¡ diagrama .!« Vcnv> cotra>pondiente es 

La complementación es una operación unitaria, en el sentido de que a partir de un 

conjunto se obtiene otro. 

Es usual también obtener el complemento de un conjunto A, respecto de otro B, en 

cuyo caso ¡a definición es 

C B A = ( x e B / x í A > 

En particular se tiene 

i ) El complementario del vacío es el universal. 

x e U => x e 4> =» x e o c 

\ .'onw <f C V. resulta <?'' ~ V 

ú 1 £.¡ complementario del universal es si vacio. 

V - • x ' x e V * v é L '• 

2.5.2. Propiedades de la complementación 

• I) INVOLUCION. (Ac)c = A 
Demostración) 

xe(Ac)c **x4Ac <*• ~ ( . r e A c ) - (x 4 A) <* x e A 



En esta demostración hemos utilizado la definición de complemenio y la ley 
involutiva del cálculo proposicional. 

II) A C B =* B c C A c 

Demostración) Utilizando sucesivamente las definiciones de complemento, de 
inclusión y de complemento, se tiene 

x e B ¿ =• x f B => x f A => x e A c 

Luego , B e C A c 

Ejemplo 2-13. 

Demostrar A = B => A° = Bc 

x e Ac -o .v i A •*» x i B *> xeBc 

En virtud de las definiciones de complemento, igualdad y complemento. 

Ejemplo 2-14. 

i ) Si r es una recta incluida en e! plano ct, entonces su complemento es el par de 
semiplanos opuestos abiertos, de borde r. 

ii ) El complementario del conjunto de los números naturales pares es el 

conjunto de los naturales impares, 

i i i ) El complementario de Q en R es el conjunto de los números irracionales. 

.'2.6. INTERSECCION DE CONJUNTOS 

Sean A y B subconjuntos de U. 

2.6.1. Definición 

Intersección de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos 
que pertenecen a A y a B. 

El diagrama de Venn correspondiente es 

u 

A [ 
J B 

4 A O B 

En símbolos se tiene 

A n B = j x e U / x e A A X e B} 

O bien, sobrentendido U . 

A O B = | x / x e A A xeBj 

La intersección entre conjuntos es una operación binaria, porque a partir de dos 
conjuntos se obtiene un tercero. 

La propiedad que caracteriza a los elementos de la intersección es la de pertenecer 
smiiOtnnesmente a Jos dos conjuntos, y se establece en términos de una conjunción 

La definición de intersección establece 

x e A n B *> x e A A x e B 

Si la intersección de dos conjuntos es vacía dichos conjuntos se llaman disjuntos. 

A y B son disjuntos <* A <~¡ B = <p 

Ejemplo 2-15. 

i )Si r y r" son dos rectas distintas incluidas en un plano, entonces su 
intersección puede ser vacía, o bien reducirse a un punto. En el primer caso 
son paralelas, y en el segundo caso se llaman incidentes. 

ii ) Sean dos rectas AC y AB, donde A. B y C son tres puntos no alineados 
pertenecientes al plano a. Quedan definidos los conjuntos 

S (AB , C) : semiplano de borde AB que pasa por C 
S (AC , B ) : semiplano de borde AC que pasa por B 

Entonces el conjunto S (AB . C) n S (AC , B) es el ángulo convexo BAC 



Las semirrectas S (A , B) (de origen A que pasa por B), S (A , C) y S (C , B) son 
subconjuntos de r, tales que 

S ( A , C ) n S ( C , B ) = AC 

S ( A , C ) n S ( A , B ) = S (A , C) = S ( A , B ) 

iv) La intersección entre el conjunto de los números enteros pares y el conjunto 
de los números impares es vacia, ya que no existe ningún entero que sea 
simultáneamente par e impar. 

v ) En Z, la intersección entre el conjunto de los números pares y el conjunto de 

los números primos es el conjunto <! — 2 , 2 -

2.6.2. Propiedades de la intersección 

I) IDEMPOTENCIA: A O A = A. 

En efecto 

x € A n A » . t t A •"> x € A «» x c A 

II) ASOCIATTVTDAD: (A n B) nc = A O (B n C). 

Utilizando la definición de intersección, y la asociatividad de la conjunción, se 
tiene 

x e ( A n B ) n c « j c e A n B A x e C * > 

<=* (xe A *. x eB) A xeC o xe A A f.r e B A x eC) «• 

•** x e A A x e B n C «• x e A n (B n C) 

III ) CONMUTATIVIDAD: A n B = B n A. 
La demostración es obvia aplicando la definición de intersección y la 

conmutatividad de la conjunción. 

IV) ELEMENTO NEUTRO PARA LA INTERSECCION ES EL UNIVERSAL. 

La intersección opera sobre elementos de P <UKes decir, sobre subconjumos üe 
-U. Interesa determinar si existe un subconjunto de U cuya intersección con 
cualquier otro no lo altere. Tai elemento de P(\J) se llama neutro para la 
intersección, y en nuestro caso es ei mismo U. En efecto 

cualquiera que sea A C U, se verifica A n U — U O A = A 

Ejemplo 2-/6. . 

La propiedad IV es un corolario del siguiente teorema 

A C B « A O B = A 

Por tratarse de una condición necesaria y suficiente realizamos las demostraciones 

de las dos implicaciones: 

i ) A C B => A H B = A 

Con la información proporcionada por la hipótesis A C B, tenemos que 
demostrar la igualdad A n B = A. Por definición de igualdad hemos de 
probar dos inclusiones: 
a) Sea x e U tal que x e A n B. Ahora bien 

x e A n B x e A .' x e B x e A 

por definición de intersección, y ley lógica p A 17 =» p. 
En consecuencia A O B C A 11¡, 
La relación (1) nos dice que la intersección entre dos conjuntos está 
incluida en cualquiera de ellos. 

b) Sea ahora 

x e A => x e A \ ' x e B = * x e A r > B 

por la hipótesis y por definición de intersección. 

Entonces se verifica A C A ~ B ( 2 ) . 
De ( 1 ) y ( 2 ) resulta A n B = A. 

i i ) A O B = A = * A C B 

Para demostrar que A C B, consideramos 

x e A x e A n B => x e A A X e B => X e B 

pues por hipótesis A = A n B; hemos utilizado además la definición de 

intersección y ia ley lógica p '• q =* q. 
Queda probado asi que A C B. 

Nótese que en i ) a) no hemos hecho uso de la hipótesis, pero sí en b). Esto nos 

dice que la proposición A n B C A es independiente de toda condición, es decir, es una 

propiedad intrínseca de la intersección. 

Ejemplo 2-17. 

Demostraremos que si dos conjuntos están incluidos en un tercero, entonces la 

intersección de los dos primeros «s parte de! tercero. 

Esto ie "ve"' <t» «i diagrama 

^ — ^ - ^ ^ 

A C X A B C X = > A n B C X 



Lo demostramos así 

x f A O B =>.veA A JC e B x e X A x eX x eX 

Hemos aplicado sucesivamente la definición de intersección, la hipótesis y la ley 
-gka / ' A p => p. 

ejemplo 2-18. 

Demostrar que el conjunto de partes de la intersección es igual a la intersección de 
lt>s conjuntos de partes. 

En efecto: teniendo en c'ienra rnip Ins elemento* de lj« mrti>« un corJüP.tO sor. 

• bcoryjntos, consideramos 

XeP{An 3) «• X C A . n B XC A « X C B * X e / » ( A ) \ X e P ( B ) 

<* X e / » ( A ) n / > ( B ) 

•r definición ce conjunto de partes; teniendo en cuenta i ) a) del ejemplo 2-16, la 
' snsitsvidad de la relación de inclusión, la definición de conjunto de partes y la 
ü-'iinición de intersección. 

2.7. UNION DE CONJUNTOS 

I 7.1. Definición 

L'nión de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que 
pertenecen a A o a B. 

Simbólicamente se indica 
c "1 

A u B = \ x eU i x e A v x e B ) 

Prescindiendo del universal 

A U B = ^ x / x e A v . U B ] 

La unión de conjuntos, lo mismo que la intersección, es una operación binaria 
definida en el conjunto de partes de U. 

De acuerdo con la definición, podemos escribir 

a e A ' - ' B =9 3 Í A v a e B 

El "o" utilizado es incluyente, y pertenecen a la unión aquellos elementos de U 
ra los cuales es verdadera la disyunción; entonces un elemento pertenece ¿ la unión 
,' seto si pertenece a alguno de los dos conjuntos. 

El diagrama correspondiente es 

u 

¡ I I P B 

A la unión pertenecen todos los elementos de los conjuntos dados. En el caso 

disjunto se tiene 

donde ¡a parte NOII:breada es A u B. 
Es claro q.: todo conjunto está contenido en su unión con cualquier otro. En 

efecto 

x e A =» x e A v .v e B =» x e A u B 

en virtud de la ley lógica p => p v q, y de la definición de unión. Entonces 

A C A ü B como queríamos. 

Ejemplo 2-19. 

i ) La unión de un par de rectas r y f contenidas en un plano es el par de rectas, 

i i ) La unión de dos semiplanos opuestos y cerrados es el plano, 

üi) Sean los puntos A. B y C. como en el ejemplo 2-15. i i i) . Se tiene 

S ( B , A ) U S ( B , C ) = r 

S ( A . B ) U S ( B , C ) = S (A , B) 

2.7.2. Propiedades de la unión 

I) IDEMPOTENCIA. Cualquiera que sea A. se verifica 

A U A = A 

Pues x e A U A *> x e A v .v e A » . r e A 

por definición de unión, y la ley lógica p v p <¡* p. 
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!1> ASOC1ATIV1DAD. Cualesquiera que sean A, B y C 

(A U B) U C = A U (B U C) 

La demostración es análoga a la propuesta en el caso de la asociatividad de la 
intersección, utilizando ahora la definición de unión y propiedades de la 
disyunción. 

111) CONMU7ATIVIDAD. Para todo par de subconjunros de U, se verifica 

A U l i = BU A 

f v « x e -4 u B «» x e \ v x eB •» A e B v x € A x e B :-J A 

IV» ELEMEMTO NEL TRO PARA LA UNION ES EL CONJUNTO VACIO. 
Es decir, cualquiera que sea A C U, se tiene 

A U 0 = 0 U A = A 

Tratamos sólo el caso A U <¡¡ = A, ya que la conmutatividad nos exime de la otra 
situación. 

Sabemos por 2.7. i. que A C A u <p (1) 
Sea ahors.v e A U 4> => x e A v .Y e $ => .Y e A 

por definiciÁn de unión, y por ser falso x e <j>. 

Luego A U <¡> C A (2) 

Por (1) y ( 2 ) resulta la igualdad propuesta. 

Ejemplo 2-20. 

Demostrar A C B *> A U B = B. 

Seguimos el mismo esquema empleado en el ejemplo 2-16. 

i ) Hipótesis) A C B 

Tesis) A U B = B 

Demostración) Como cada conjunto está contenido en su unión con 

cualquier otro, según 2.7.1,, se tiene 

B A B 11) 

Consideremos ahora 

x e A -< B =» x e A v x e B =» .r e B v xeB = » , r e B 

por definición de unión, por hipótesis y por la ley p v p => p. 

Entonces: A U B C B ( 2 ) 
D e ( l ) y ( 2 ) r e s u l t a A U B = B • 

i i ) Hipótesis) A U B = B 

Tesis) A C B 

Demostración) x e A =» x e A U B = > x é B 
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porque si un elemento, pertenece a un conjunto, entonces pertenece a su unión con 

cualquiera y además por hipótesis, ya que A U B = B. 

Es decir: A C B . 

Ejemplo 2-21. 

i ) Demostrar X C A A X C B = » X C A U B . 

En efecto, sea 

x e X =» .v e A v ,v e B =» x e A U B 

lo que «.ierto por hipótesis y definición de -jmón. 

ii ) La implicación anterior no admite recíproca verdadera. \a que puede darse 

que X C A ' J B. y sin embargo X -' A y X C B. como puede verse en el 

diagrama siguiente 

i 1 n 

iii) Demostrar ¿>(A)U/»(B)C P ( A U B ) . 

Tonsideremos 

X e P ( A ) ü P t B ) =¿ X e P ( A ) v X e / > ( B ) = * 

= » X C A V X C B = » X C A U B = » X e P ( A U B ) 

por definición de ,un ión , de conjunto de panes, propiedad i ). y definición de 

•conjunto de partes 

2.S.- LEYES DISTRIBUTIVAS 

La unión e intersección de conjuntos pueden conectarse a través de dos propiedades 
fundamentales, llamadas leyes distributivas, que se expresan mediante las fórmulas 

(A u B) n c = (A n C) u (B n o 
( A H B ) U C = ( A U C ) n ( B U ' C ) 

Vamos a verificar, mediante diagramas de Venn. la primera de estas leyes. Los 
dibujos corresponden al primero y al segundo miembro de la igualdad. 



( A U B ) ñ c ( A n c ) U ( B n c ) 

tas demostraciones formales son las siguientes: 

ISA. Distributívidad de la intersección respecto de la unión 

x e (A U B) n c «• x e A u B A X e C *¡> (x e A v x e B) A x e C * 

*> (x e A A x eC) v ( x e B A X e C) » x e A n C v x e B n C *» 

* * i e ( A n c ) u ( B n c ) 

por definiciones de intersección y de unión, y distributividad de la conjunción respecto 
¿e la disyunción. 

2.3.2. Distributividad de la unión respecto de la intersección 

x e í A n B ) U C <* x e A n B v , t e C # 

« • ( x e A A xe B) v x e C «* 

» ( x e A v x e C ) A ( xe B v x e C ) •» 

« x e A U C A x e B U C <» 

«> . r£ (A U C) O (B U C) 

Se han utilizado las definiciones de unión, de intersección, y la ley distributiva de la 
disyunción respecto de la conjunción. 

2.9. LEYES DE DE MORGAN 

Estas leyes, de gran aplicación, permiten relacionar la complementación con la 
unión e intersección. 

- .9.1. Teorema. El complemento de la unión de dos conjuntos es igual a la intersec­
ción de sus complementos. 

L E Y E S D E D E M O R G A N 4 7 

Tesis) (A U B) c = A c n B c 

Demostración) x e(A U B ) c x e1 A U B •*»• 

* ~ ( x e A U B ) # ~ ( X E A v x e B ) * 

o x é A A x 4 B o x e A° A x c B ' » 

x e Ac n B C 

Por definición de complemento, de unión, negación de una disyunción, y definición 
de intersección. 

2.9.2. Teorema. El complemento de la intersección de dos conjuntos es igual a la 

uruon de sus coüiplcnicníús. 

Tesis) (A n Bf = A c U B c 

Demostración) x e (A n B ) c <¡> x é A r~i B <* 

« • - ( x e A n B ) » ~ ( x e A A xe B) «*• 

x 4 A v x i B ** x e A c v x e B c *> 

*> x e Ac u B c 

De acuerdo con las definiciones de complemento, de intersección, negación de 
una conjunción y definición de unión. 

Ejemplo 2-22. 

Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones: 

A C B ; B C C A C ; A U B = B ; A n B = A 

De acuerdo con lo establecido en el Capítulo 1, para demostrar la equivalencia de 

una cadena de n proposiciones, es suficiente probar n implicaciones. En nuestro caso 

p => q =* r => s =*• p 

I o ) A C B = * B C C A C 

En efecto x e B c =*• x ¿ B =* x é A = > x e A c 

por definición de complemento, por hipótesis y definición de complemento. 

2 O ) B c C A c => A U B = B 

Sea x e A U B => x e A v "x e B => 

=>xéAc v x e B = » x í B c v x e B =* 

=>x eB v x e B = » x e B 

.por definiciones de unión y de complemento, por hipótesis, definición de 

complemento y ley lógica p v p => p. 

Así 

A U B C B 



48 C O N J U N T O S 

Por utra parte 

B C A U B (2) 

ya que todo conjunto es parte de su unión con cualquier otro. 

De (1) y (2) resulta A U B = B 

3 o ) A U N B = * A O B = A 

a) Cono la intersección está incluida en cualquiera de los dos conjuntos, se tiene 

A f i B C A (1) 

b) Sea x e A =>'x e A U B => x e B 

pues A - A U B y por hipótesis 

Entonces 

x e A =» x e A A X e B => x e A n B 

Es decir 

Por (I )y <2) resulta 

A C A n B 

A n B = A 

(2) 

4 o ) A n B = A => A C B 
Esiá demostrado en el ejemplo 2-16 i i ) 

2.10. DIFERENCIA DE CONJUNTOS 

2.10.1. Definición 

Diferencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por ios elementos 
de A que no pertenecen a B. 

A — B = { x ¡ x e A A x t B } 

El diagrama correspondiente es 

Es clara que A — B =A B — A; es decir, la diferencia de conjuntos no es conmutativa. 

Ejemplo 2-23. 

i ) Considerando como universal al conjunto de los puntos del plano, la 
diferencia entre la recta r y el segmento AB es la unión de las semirrectas 
abiertas AM y BN 

A B r 
\ ^ 1 1 
M - H 

ü) La diferencia entre el conjunto de los números pares y el conjunto de los 
números primos es c! conjunto de los números enteros del tipo x — 2 . A-
siendo t * í 1 . 

2.10.2. Propiedad. La diferencia entre dos conjuntos es igual a la intersección del 
primero con el complemento del segundo. ' 

Se trata de probar que A — B = A O Bc. 
En efecto, aplicando sucesivamente las definiciones de diferencia, complementación 

e intersección, se tiene 

A - B = | x / x e A A X Í B ] = | X / X C A A x e B c | = A n B c 

Ejemplo 2-24. 

Demostrar B C A •» (A — B) U B — A 

(A - B) U B = (A n B c ) U B = (A U B ) !~\ ( B c U B) = 

= ( A U B ) n U = AUB = A 

Por 2.10.2, distributividad de la unión respecto de la intersección, por ser 
B C UB = U, por neutro para la intersección y lo demostrado en el ejemplo 2-20. 

Ejemplo 2-25. 

Demostrar la distributividad de ia intersección respecto de la diferencia, es decir 

A n (B •- C ) = (A n B ) - ( A n O 

En lugar de seguir el método general de probar las dos inclusiones, vamos a 
• trasformar cada miembro de la igualdad utilizando las propiedades demostradas. 

Así 

A d ( B - C ) = A f l ( B n C c ) = A O B O C c * (1) 

Por 2.10.2 y asociatividad de la intersección. Considerando el segundo miembro y 



aplicando 2.10.2, ley de De Morgan, distributividad de la intersección respecto de la 
unión 

(A n B ) ~ (A n C ) = (A n B) n ( A n c ) c = 

= (A n B) O (A C u C c) = 

= (A n B n A C ) u (A n B n c c ) = 

= <t> u (A n B n c c ) = A n B n c r (2) 

De (1) y (2) resulta 

A O (B - C) = (A H B) - (A O C ) 

2.11. DIFERENCIA SIMETRICA 

Sean A y B dos subconjuntos de U. 

2.11.1. Definición 

Diferencia simétrica de los conjuntos A y B es la unión de los conjuntos A - B y 
B - A . 

La notación es 

A A B = ( A - B ) U ( B - A ) (1) 

y el diagrama correspondiente 

Otra identificación de la diferencia simétrica es 

A A B = ( A n B c ) U ( B n A c ) (2) 

que se deduce como consecuencia inmediata de la definición, teniendo en cuenta que 
la diferencia entre dos conjuntos es igual a la intersección del primero con el 
complemento del segundo, según 2.10.2. 

Resulta también 

A A B = (A U B) — (A n B) ' ( 3 ) 

En efecto 

A A B = ( A - B ) U ( B - A ) = ( A n B c ) U ( B n A c ) = 

= [ ( A n B c ) U B ] n [ ( A D B c ) U A c ] = 

= (A U B) Ci (B C U B) O (A U A c ) n (B C U A c ) = 

= (A u B) n u n u n ( A c u B C ) = 

= (A U B) n (A° U B c ) = (A U B) n (A n B) c = (A U B) - (A n B) 

De acuerdo con (2), por ley distributiva de la unión respecto de la intersección, por 
ser Bc U B = A U Ac = U, por ser U neutro para la intersección, por conmutatividad 
de la unión, por ley de De Morgan y por 2.10.2. 

Las expresiones alternativas para la diferencia simétrica son 

A A B = (A ~ B) u (B - A) = (A n Bc) U (B O A c ) = 

= (A U B) - (A r , 8) = ( A U B) O (A C\ B) c 

2.11.2. Propiedades de la diferencia simétrica -. 

I) CONMUTATIVIDAD 

A A B = (A — B) U (B — A) = (B — A) U (A - B) = B A A 

I I ) EXISTENCIA DE NEUTRO. En P (U), el vacío es neutro para la diferencia 
simétrica. En efecto 

AA<p = (A — 0)U(<£ — A)=AU<j>=A = 0 A A 

III) EXISTENCIA DE INVERSOS. En una operación entre elementos de un 
conjunto (en este caso el conjunto es P (U), los elementos son los subconjuntos 
de U y la operación es la diferencia simétrica), interesa determinar si, dado un 
conjunto, existe otro cuya diferencia simétrica con él es el neutro. Afirmamos 
que todc>- conjunto A C U admite al mismo A como inverso respecto de la 
diferencia simétrica. 
En efecto 

A A A = ( A - A ) U ( A - A ) = 0U<í> = 0 

IV) ASOCIATIVIDAD. Cualesquiera que sean A, B y C pertenecientes a P (U) se 
verifica 

( A A B ) A C = A A ( B A C ) 

Demostración) 

. (AAB)AC = [ ( A A B ) r i C c ] u K A A B ) e n C j ^ 

= { [ ( Á n B c ) u ( A c n B ) ] n c c } u { ( ( A U B ) n ( A n B ) c ] c n c } = 

= ( A n B c n c e ) u ( A c n B n c c » { \ > A u B)c u ( A n B ) ] n c } '= 



52 CONJUNTOS 

- ( A n B c n c c ) u ( A c n B n c c ) u ( A e n B c n c ) u ( A O B n C ) = 

= ( A n B n c ) u ( A n B c n c c ) u ( A c n B n c c ) u ( A c n B c n c ) (i) 

En este desarrollo se han utilizado las consecuencias de la definición de diferencia 
simétrica, leyes de De Morgan, distributividad de la intersección respecto de la unión y 
la conmutatividad. 

Desarrollamos ahora el segundo miembro aplicando la conmutatividad de la 
diferencia simétrica y utilizando el resultado anterior 

AA(B AC) = (BAC)AA = 

= (B n c n-A) u (B n cc
 n A c ) U ( B c n c n A C ) U (B C n c c

 n A) =•• 

= {A n 8 r, c) u (A c n B o c*) u (A* n B c n c) u (A n B c n ce) (Z) 

De ( l)y ( 2 ) resulta 

(AAB)AC = AA(BAC) 

Ejemplo 2-26. 

i ) La diferencia simétrica entre los intervalos reales 

(1 , ~ ) A ( — » , 3 ] = ( 3 , « ) u ( - ~ , l ) 

i i ) En cambio 

( 1 » A ( - ~ . 3 ) « [ 3 , o o ) u ( - o o , i ] 

Ejemplo 2-27. 

Demostrar la ley cancelativa de la diferencia simétrica, es decir 

A A B = A A C =*B = C 

En efecto 

AAB = AAC •» A A ( A A B ) = AA(AAC) »* 

=> (A A A) A B = (A A A) A C => 

•=> g A B = s? á C B = C 

Ejemplo 2-28. 

Demostrar la distributividad de la intersección respecto de la diferencia simétrica. 
Tesis) (AAB)OC = ( A n C ) A ( B n C ) 
Demostración) Desarrollamos los dos miembros por separado 

(A A B) n c = [(A n BC) u (A c n B)] n c = 
= ( A n B c n c ) u ( A c r i B n c ) (i) 

P R O D U C T O C A R T E S I A N O D E C O N J U N T O S 

( A n C ) A ( B n c ) = [ ( A n c ) n ( B n c ) c ] u [ ( A n C ) C n ( B n C ) ] = 

= f(A n C) n (B C uc*)] u [(AC u c c ) n (B n c)] = 

= (A n c n B C ) u ( A n c n c c ) u (A C n B n c) u (cc
 n B n c) = 

= (A n B C n C) u u (A c n B n c) u<̂  = 

= ( A n B c n C ) u ( A c n B n c ) (2) 

Hemos utilizado las alternativas de la definición de diferencia simétrica, la 
distributividad de !a intersección respecto de la unión, una ley de De Morgan, !a 
conmutatividad de la intersección, la definición de conjuntos disjuntos y la neutralidad 

del 0 para la unión. 

2.12. PRODUCTO CARTESIANO 

2.12.1 Par ordenado ' 

Dados dos elementos a y b interesa formar un conjunto que dependa de dichos 

elementos y del orden en que se consideran. 

Definición 

Par ordenado (a , ¿>) es el conjunto cuyos elementos son |a j y |a > ^ } 

(a,b) = | { a j , 

a y b son la primera y la segunda componentes del par ordenado. 

En particular se tiene 

( * , * ) = , { * . * } } = { { > } j 

Sia&b, entonces (a, b) ^ (b , á) 

"Queda como ejercicio la siguiente propiedad; dos pares ordenados son iguales si y 
sólo si tienen m% componentes respectivamente iguales, 

2.12.2. Definición x 

Producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto cuyos elementos son 

todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A y l i segunda 

aB. 

En símbolos ' ^ 
A X B = | ( a , 6 ) / a e A A ¿> e B } 



En particular 

A X A = A ! = | ( í , 6 ) / f l e A A ¿ e A ]• 

Ejemplo 2-29. 

i ) Producto cartesiano de A - | l , 2 ,3 } y B = <[l , 2} 

A X B = { ( 1 ,1) , ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) . ( 2 , 2 ) , ( 3 , 1 ) , ( 3 , 2 ) } 

i i ) Por ser pares ordenados, los elementos del producto cartesiano de dos 
conjuntos pueden representarse mediante puntos del plano cuya abscisa y 
ordenada son, respeci^várrieruc, la primera y la seguíidá co¡npuueiuc. 

A X B 

Los vértices de la cuadrícula obtenida son los elementos del producto cartesiano, 

iii) El producto cartesiano no es conmutativo, pues 

(3 , l ) e A X B y (3 , 1 ) ^ B X A =* 

= > A X B # B X A 

Ejemplo 2-30. 

Sean los intervalos cerrados de números reales 

[a,b] = {xeRla<,x<b} 

[c ,d] ="£ ye R / c<y<d'j 

Entonces 

[a,b\X [c,<¿] = ( (x,y)eR1 /a<x*Zb A c<y<d} 

es el rectángulo cuyos lados son dichos intervalos. 

d 

c ^ ^ ^ ^ ^ 

t Í b 

Ejemplo 2-31. 

Sean A = { x e R / W < 1 } y B = R 

Entonces 

A X B = í ( . x , j ' ) e R 2 / - 1 < - x < l * veRi 

es la faja abierta de la figura 

A X B 



Ejemplo 2-32. 

El producto cartesiano es distributivo respecto de la unión 

(A U B) X C = (A X C) U (B X C) 

En efecto 

U , y ) E ( A U B ) X C * » i e A U B A v e C # 

« M . v e A v , r e B ) A y e C < * 
« (x e A A y c (') v i.v é B A y eC) » 

•*» í.v , y ) f A X C v (x , V ) Í B X C ** 

*» Lx . v')€(A X C ) U t B X C> 

Hemos aplicado, sucesivamente: definiciones de producto cartesiano, de unión, 
distributividad de ia conjunción respecto de la unión, definiciones de producto 
cartesiano y de unión. 

El producto cartesiano de tres conjuntos se define mediante 

A X B X C = (A X B J X C 

Sus elementos son ternas ordenadas. 
Como caso particular, se tiene 

A3 = AX A X A= | (x ,y ,z)¡xe A A ye A A Z e A] 

En este caso, la representación es espacial. 

2 13, OPERACIONES GENERALIZADAS 

Sea \ A ) , A 2 , . . . , An j un conjunto finito de conjuntos; en este caso podemos 

formar la unión e intersección de dicha familia, es.decir 

n 
A s ü Aj U . . . u A„ = U A, 

»= ! 

n 
A, •••A: n. ..n A„ = O A, 

donde los segundos miembros denotan abreviadamente tales operaciones. 

Si consideramos 1„ = { 1 , 2 . . . ., H ) , entonces escribimos 

H 
U A, = U A, 

¡fin i = 1 

11 

n A, = n A¡ 

I ( 1 es un intervalo natural inicial (conjunto de los n primeros números naturales) y 
se llama un conjunto de índices. 

Si el conjunto de índices I se identifica con N, es decir, 

I=<^1 , 2 , 3 j> , entonces la familia de conjuntos <^ A, , A2 , . . . , A F ¡ , . . 

se llama sucesión de conjuntos y la notación es 

U A ^ U A , 
! € I ¡ - 1 

n.\.= HA. 
t c- t , = i 

También puede abreviarse la notación de la familia de conjuntos 

{ A > , A 2 . . . . , A „ } = { A , } ( e l 

2.13.1. Sea < A¡ ) % una familia de conjuntos. 

Definición 

Unión de la familia ^ A,- j . e l es el conjunto 

U A , = ( xl 3 i el A xeA¡) 
¡ e l ^ J 

Es decir, un elemento pertenece a la unión de la familia si y sólo si pertenece 
alguno de los conjuntos de dicha familia. 

2.13.2. Definición 

Intersección de la familia { ^ ¡ j 1 . e t es el conjunto 

» 

*..'n elemento pertenece a la intersección si y sólo si pertenece a todos fes conjunte-
áe dicha familia. 

Para las uniones e intersecciones generalizadas subsisten las propiedades de! cas 
binario. Ln particular las leyes de De Morgan son 

ie I 

fnA{V= U A / 
' i ¡el J i el 



Ejemplo 2-33. 

Operaciones con intervalos reales 

i ) Ü [ í ' - l , / ) = [ 0 , l ) U [ l , 2 ) U [ 2 , 3 ) U . . . . = 
i = 1 

= R*U [o } = [ 0 » ) 

donde R4 denota el conjunto de los números reales positivos. 

i i i ) n 10 . -f) = (0.1) n ÍO, ~) ^ (0 , ~) i" . . . . = 9 

2.14. UNIONES DISJÜNTAS 

En Prcbabilidades se utilizan uniones de conjuntos disjuntos y en lugar de utilizar 
las notaciones 

es usual escribir 

A U B para el caso A ~ B 

A + B 

símbolo que indica una unión disjunta. 
Si se tiene una unión arbitraria de conjuntos, ésta puede expresarse como unión 

disjunta de la siguiente manera 

A U B = A + A ' n B 

Consideremos ahora !a unión de tres conjuntos A T , A2 y A 3 ; la podemos expresar 
como unión disjunta mediante 

3 
U A ¡ = A , + A f n A 2 + A í n A § O A 3 

i = 1 
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Indicando con el símbolo 2 la unión en el caso disjunto, la expresión anterior en el 
caso de una sucesión de conjuntos puede escribirse así 

U A , = A , + £ A í n A j n . . . DA, DA y 

¡ E N Í - 2 

Se trata de probar esta igualdad. 

a) El segundo miembro es una unión disjunta. 
Sean dos términos de la sumatoria con i=fcj, por ejemplo: / < / . Se tiene 

(Ai n . . . n Af.,n A ( ) n ( A i n . . . n Afn . . . n A/., n A,) = 

= 0 pues A/ O A¡ = <p 

b) Todo elemento del primer miembro pertenece ai segundo. 

Sea xe \J A, » 3 / e N ; x e A¡ 
i e N 

Si k es e! menor entero positivo para el cual x e Ak, se tiene x ( Ai U A2 U ... 
U A , ya que x no pertenece a ningún A, con í <k. 

Luego 

xe(A, U A ¡ U . . . UA„.,) C =» 

=» x e Af n A$ n . . . n A£., y como x e AK=> 

=> ^ e Ai n A$ n . . . n A f n AFC 

y en consecuencia x pertenece al segundo miembro. 

c) Sea ahora un elemento del segundo miembro. Por ser una unión disjunta, dicho 
elemento pertenece a uno y sólo uno de los términos, es decir 

3 k i x e A\ n Al n . . . n A¿. , n A* => 

=> x e A f t para un único k => 

=> x e U A, 



TRABAJO PRACTICO II 

2-3-1. Se considera un experimento aleatorio consistente en lanzar tres monedas. Si una 
moneda cae cara, se anota 1, y si cae sello se anota 0. Formar el conjunto cuyos 
elementos son los posibles resultados del experimento. 

2-35. Con relación ai ejercicio anterior, determinar por extensión los siguientes sub-
conjurtos: 

S, 

S; 

s3 

* dan más caras que sellos. 

se obtienen al menos dos caras. 

SJ obtiene el mismo resultado en las tres monedas. 

2-36. Con los conjuntos definidos en 2-30, obtener: 

S f ;S 2 - S 3 ;S, n s 3 ; (S 2 U S 3 ) n S , 

2-37. Sean ¡os conjuntos 

A = { x e Z 1 \x\ < 3 } 

B - / x e Z / x1 < 1 j> 

determinar A O B . A U B . A - B . B - A . A A B 

2-38. Dados 

l x e R ! \x - \ S < 2 i 
B= i x e R / bc • 

Obtener A n B . A U B , Bc 

2-39. Siena) 

A= ( xeRíx2 - 1 =o) 

B = { x e R / M < 1 ) 

obtener A O B , (A U BY 
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2-40. Si A= ( * e Z / U | < 4 ) y . 

B = ^ j r e Z / x | 6 J determinar 

A U B , A n B , A - B , B - A , A A B 

2-41. Formar todos los subconjuntos de 

A = { ( 0 , 0 ) , ( 1 , 0 ) } 

2-42. Siendo k = { a ,b) , obtener P ( A 2 ) 

2-43, Demostrar 

(A n B)C. A C IAU B) 

2-44. Demostrar 
A C B A A C C =s>AC(BOC) 

2-45. Demostrar que si dos conjuntos están incluidos en un tercero, entonces su unión 

también lo está. 

2-46. Demostrar 

A C $ => A = d> 

2-47. Demostrar 
A - B = A - ( A O B ) = ( A U B ) - B 

2-48. Demostrar 
( A U B ) - C = ( A - C ) U ( B - C ) 

2-49. Demostrar 
( A O B ) - C = ( A - C ) n ( B - C ) 

2-50, Demostrar 

( A - B ) - C = A - I B U C ) 

Demostrar 

A - ( B - C ) = ( A " B ) U ( A n C ) 

2-52. Demostrar 
( A - B ) - C C A - ( B - C ) 

2-53. Demostrar 

A U ( B - C ) = ( A U B ) - ( C - A ) 



2-54, Demostrar 

2-55. Demostrar 

2-56. Demostrar 

2-57. Demostrar 

2-58. Demostrar 

2-59, Demostrar 

2-60. Demostrar 

2-61. Demostrar 

2-62. Demostrar 

2-63. Demostrar 

2-64. Demostrar 

2-65. Demostrar 

2-66. Demostrar 

i ) U c = * 

i i ) U =<¡>c 

2-67. Demostrar 

A = ( A n D) u ( A n B C ) 

B C A «• ( A - B ) U B = A 

( A - B ) U B = A U B 

AAB = r><->A = B 

A X B = 0<-»A-=i¡S v B = 0 

A C B A C C D oAXCCBXD 

(A o B) X C = ( A X C) O (B X C) 

( A - B ) X C = (AX C ) - ( B X C) 

i ) A C B » ( A U C ) C ( B U C ) 

ü) A c B =» (A n C) c (B n C) 

A C B A A C C *>AC(Bf lC) 

A C C A B C C <»(AUB)CC 

A n B = 0 A A U B = C => A = C - B 

i i i ) A n A c = <j> 

iv) A U A c = U 

Á U B = U A A n B = d)=>B = Ac 

2-68. Demostrar 

i ) A - ( A - B ) = A O B 

ii) A U ( B - A ) = A U B 

2-69. Demostrar ia equivalencia de 

A U B = U y A C C B 

2-70. Demostrar la equivalencia de 

A C B C y A O B = c6 

2-71. Si A tiene n elementos escribimos C (A) = n (cardinal de A es igual a n). Si A y B 
son finitos, entonces el cardinal de la unión es igual a la suma de los cardinales, 
menos el cardinal de la intersección, es decir 

C ( A U B ) = C ( A ) + C ( B ) - C ( A n B ) 

Demostrar 

C (A U B U C) = C (A) + C (B) + C (C) - C (A O B) -

- c ( A n c ) - c ( B n c ) + C { A n B n c ) 

2-72. Sean l¡ =£ <}> y A una familia no vacía de subconjuntos de U, es decir: A CP(\J), 
Por definición, A es un álgebra de Boole de partes de U, si y sólo si A es 

cerrada para la complementación, para la unión, y contiene al vacío. Es decir 

i ) AeA **• Ac eA 

i i ) Afe .4 , ¡ ' e l => U A¡eA 
¡el 

iii) <j>eA 

donde I denota un conjunto de índices a lo sumo numerable. 
Demostrar que A contiene a U, y que es cerrado para la intersección. 

2-73. Sean: £2 =-¿ A & B dos álgebras de Boole de partes de SI. Demostrar que A^B 
es un álgebra de Boole. 



Capítulo 3 

RELACIONES 

3.1. INTRODUCCION 

Se desarrolla aquí un tema de fundamental importancia en el esquema de la 
matemática actual: las relaciones binarias. Mediante ellas es posible vincular elementos 
de dos conjuntos, no necesariamente diferentes, y según sea el tipo de conexión se 
tienen las distintas clases de relaciones. En este capítulo se estudiarán con adecuado 
detalle las relaciones de equivalencia y de orden. 

3.2. RELACIONES BINARIAS 

Sean A y B dos conjuntos y P (x , v) una propiedad relativa a los elementosx e A e 
v € B, en ese orden. Esto sugiere naturalmente la consideración del producto cartesiano 
AXB, y la determinación de los pares ordenados (a , b) para los cuales P (a ,b) es una 
proposición verdadera. De este modo queda definido un subconjunto R C AXB, 
llamado relación. 

Para fijar ideas consideremos el conjunto A formado por las personas a.b.cyd.y 
el conjunto B cuyos elementos son las posibles notas semanales obtenidas en una 
asignatura. 1, 2. 3, 4 y 5. correspondientes a insuficiente, aprobado, bueno. 
distinguide y sobresaliente Es decir 

A - { a.b.c.d) y B = ( i , 2 ,3 , 4 , 5 } 

Los elementos de A quedan vinculados con los del conjunto B mediante la 
propiedad 

P (x ,y): x obtuvo la nota y 

Supongamos que la situación al cabo de una semana queda especificada mediante el 

siguiente diagrama 

Esta relación entre A y B está caracterizada por el conjunto de pares ordenados 

R = { ( a , 2), (a, 4 ) , (b , 4 ) , (d , 5 ) } 

como c no tiene ningún correspondiente en B, consideramos que no ha sido clasificado 
en la semana. Se tiene 

(x ,y)eR P (x ,y) es V 

Definición 

Relación entre A y B es todo subconjunto del producto cartesiano AXB. 

En símbolos 

R es una relación entre A y B <=> /J C AX B 

Para indicar que un par ordenado (a , b) pertenece a la relación suele escribirse 
a R b. lo que equivale a (a, b) € R. 

3.3. REPRESENTACION DE RELACIONES 

Sea R una relación entre A y B, es decir,R C AXB. En el caso de conjuntos finitos 
se utilizan los siguientes tipos de representación: 

i ) Mediante diagramas de Venn, como en el ejemplo anterior, 
i i ) Mediante un gráfico cartesiano. En este caso se consideran como abscisas los 

elementos del primer conjunto, y como ordenadas los del segundo. Mediante 
parablas a los ejes trazadas por los puntos de división se forma una 
cuadrícula cuyos vértices son los elementos del producto cartesiano AXB; de 
estes se señalan los que pertenecen a R. 



R E L A C I O N E S 

Considerando el ejemplo propuesto en 3.2, se tiene: 

¡)\ 
u 

* 

V 
• i 

v \ 

• ( } / \ 1 / 

Vi 
i 1 
a i 

A X B 

i i i ) Mediante un matriz. Sobre una columna se anotan los elementos de A, y 
sobre una fila los de B. En el ángulo superior izquierdo, el significado de la 
relación. Se asigna a cada elemento del producto cartesiano AXB un 1 o bien 
un 0, según que el par ordenado correspondiente pertenezca o no a la 
relación. Con el mismo ejemplo, resulta 

R 1 -> 3 4 5 

a 0 1 0 1 0 

b 0 0 0 1 0 

c 0 0 0 0 0 

d 0 0 0 0 1 

3.4. DOMINIO, IMAGEN, RELACION INVERSA 

Consideremos una relación R entre los conjuntos A y B. 
Si (x . y) e R diremos que y es una imagen dex a través de R, y que x es un 

antecedente o preimagen de y por R. 

Definición y 

Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admiten imagen en B 

D ^ = [xeAUx ,y)eR} 
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Definición V 

Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admiten un antecedente 

en A 

1^= {yeBI(x,y)€R} 

Definición Á 

Relación inversa de R es el subconjunto de BX A definido por 

R-> = {(y ,x)!(x ,y)eR) 

Ejemplo 3-1. 

Con relación al caso estudiado en 3.2, se tiene 

La relación inversa es 

R~l = { (2 . a ) . ( 4 , a ) , ( 4 , £ > ) , ( 5 ,d)\ 

y corresponde a la propiedad 

?iy .x): y es la nota obtenida por x 

El gráfico cartesiano de esta relación inversa es 



3.5. COMPOSICION DE RELACIONES 

A partir de las relaciones R C AXB y 5 C BXC, es posible definir una relación entre 
A y C, llamada composición entre R y S, mediante 

SoR = ( (X,z)l3y£n A (x,y)eR A (y,z)es} 

La composición de relaciones admite las siguientes propiedades: 

i ) Asociatividad. 

(ToS)<-R~T°(S»R) 

i i ) La relación inversa de la composición es igual a la composición de ¡as 
relaciones inversas, en orden permutado. 

(SoR)'1 =/r> o S~l 

Las demostraciones quedan como ejercicios. 

Ejemplo 3-2. 

Considérenos los siguientes conjuntos y relaciones: 

A = { - l , 0 , l ] B = { l , 3 J C = ( 3 / 2 , 5 / 2 , 0 ] 

R C AXB está definida por: la imagen de x es su cuadrado. 

S C BX C caracterizada por: el correspondiente de y es su mitad aumentada en 1. 

Se tiene; 

R= { ( - 1 , 1 ) , ( 1 , 1 ) } 

»-«'•-§•)-M)> 
*•*-{(-..4) ,(..4)} 

La relación compuesta S o R C AXC está determinada así: 

x2 

(x ,z)eS°R-»z=-Y~.+ 1 

3.6. RELACIONES DEFINIDAS EN UN CONJUNTO 

Sea R una relación entre A y B, donde B = A. En este caso la relación está definida 

en A. y se identifica con un subconjunto de A2 — AXA 

Definición 

R es una relación definida en A. si y sólo si ü¡ C A 2 . 

Como todo subconjunto de A2 es un elemento de las partes de A 2 , podemos decir: 

R es una relación definida en A si y sólo si R e P ( A 2 ) 

Es claro que el conjunto vacío y el mismo A2 son relaciones definidas en todo 

conjunto A, ya que son subconjuntos de A 2 . 

Si A tiene n elementos, entonces A1 tiene n2 elementos, y el conjunto de partes de 

A ! tiene elementos, es decir, existen 2 < n } subconjuntos de A 2 , o lo que es lo 

mismo, relaciones en A. 

Ejemplo 3-3. 

Se trata de formar todas las relaciones que es posible definir en el conjunto 

A = \ fli .a2 j> 



Determinamos primero el producto cartesiano 

A 2 = { (á , . « O ,(a , , c 2 ) , ( a 2 ,Cj) , ( a z 

Como A2 tiene cuatro elementos, existen 24 relaciones en A, y son las siguientes: 

* 1 

= { («1 

= { («1 

= / Í J , 
l 

a. t \ 

= í (flj 
• 

í" , 
= <! («> ,<7i) , (ai , a 2 ) } 

« 7 = { («1 , a i ) , ( f l 2 , « i ) } 

= { («1 , ( f l 2 , a 2 ) } 

= { (<l , a 2 ) , ( a 2 , « , ) } 

Rio = { OH 

= { («a , f f ¡ ) , 0 2 , f l 2 ) } 

Rn = { («i , « Í ) > ( « I . (« i , í f i ) } 

R 13 = { («i >ax),(al , a 2 ) , (a 2 , a 2 ) J 

= { («i , a i ) , ( a 2 , a i ) , (a 2 , a 2 ) } 

«15 = { («i , a 2 ) , (a 2 , a i ) , (a 2 ,a2)j 

^ 1 6 = A 2 

Ejemplo 3-4. 

Gráfico cartesiano de la relación definida en R, mediante 

(x,y)eR *>x2 = y2 (1) 

La relación es un subconjunto de R 2 , y pertenecen a ella los pares ordenados de 
números reales que satisfacen a (1). Ahora bien 

x- - v

2 &.x* —y* = o *>(x + y ) . (x -y) = 0 
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Sabemos que en R, si el producto de dos factores es cero, alguno de los factores es 

nulo, es decir 
x+y~0 V x— y = 0oy=—x V y-x 

Cada una de estas ecuaciones es la representación analítica de una recta del plano; 

en este caso, se trata del par de bisectrices del sistema de ejes. 

S i A = { (x,y)/y = -x) y B~^(xty)ly= x} 

x 

entonces la relación 

R = ( (x 5 y) i x* = y1 j = A U B, es decir es la unión de ambas bisectnces. 

3 7 POSIBLES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DEFINIDAS 
EN UN CONJUNTO 

, - - J Í- M„ A es decir R C A 2 . Dicha relación puede Sea R una relación definida en A, es aecn, K <- «. 
clasificarse de acuerdo con las siguientes propiedades: 

3.7.1. Reflexividad 

R es reflexiva <*• V x : x e A =*• (x ,x)eR 

La reflexividad de R se caracteriza porque todo elemento de A forma pareja consigo 

mismo, y el par así obtenido pertenece a la relación. 

Llamamos diagonal de A2 al conjunto D = ^ (x, x) i x e A j es decir, la diagonal 

de A2 es el conjunto de los pares de componentes iguales. La reflexividad se tradu­

ce en el hecho siguiente: la diagonal de A2 está contenida en la relación, es decir 

R es reflexiva *> DCR 



3.7.2. No reflexividad 

Consiste en la negación de 3.7.1. 

R es no reflexiva o 3 v / x e A A (x , x) i R 

La no reflexividad de R queda especificada por la existencia de al menos un 
elemento de A que no esté relacionado consigo mismo. 

En un diagrama cartesiano ocurre que la diagonal de A2 no está contenida en la 
relación, osea: 

R es no reflexiva <* R •"• D * D 

3.7.3. Arríflexividad 

R es arreflexiva V x: x e A => <.v . .v.) é ü 

Es decir, ningún elemento de A está relacionado consigo mismo, o lo que es igual, 
ningún elenento de la diagonal de A2 pertenece a la relación o equivalentemente 

R es arreflexiva <*• U d D - 0 

Es claro que toda relación arreflexiva es no reflexiva. 

Ejemplo 3-5. 

En A = | 1 , 2 , 3 } consideramos las siguientes relaciones: 

i ) R= { ( 1 , 1 ) . ( 2 , 2 ) , ( 3 , 3 ) , ( 2 , 3 ) } 

De acuerdo con la definición dada en 3.7.1., resulta R una relación reflexiva 

i i ) En cambio S= { (1 , 1 ) , (2 , 3) , (3 , 2 ) } es no reflexiva, pues 

2 e A A (2,2)4R 

/ 

— ^ 

3-

2- / f; DlV 
3-

2-

le j 1 • 
Y y 

1 • 

i 1 — — 

¡ 
1 1 

iü) r = { ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 1 ) } 

Es arreflexiva, ya que ningún elemento de A forma pareja consigo mismo en 

la relación. 

1 
\ 

, — j A 2 

3-

(i 2- L > 
1 -

i 
1 

1 • 
2 3 

3.7.4. Simetría 

R ¿s simétrica « ' i Í J Í Í *..v • . ;<£/? =» í;> . . 1 1 f ? 

Es decir, si un par pertenece a ¡a relación, el par que resulta de permutar sus 

componentes también pertenece, y en consecuencia el diagrama cartesiano es simétrico 

respecto de la diagonal de A 2 . 

3.7.5. No simetría 

Es la negación de la simetría. 

R es no simétrica <s* 3 x 3 y I (x ,y) e R A (y,x)$R 



La no simetría no impide que dos pares de componentes permutadas pertenezcan a 
la relación, pero exige que haya al menos un par en la relación, y que el que resulta de 
permutar sus componentes no pertenezca a ella. 

3.7.6. Asimetría 

R es asimétrica *> Vx Wy: (x ,y)eR •=»• (y ,x)4R 

En este caso debe ocurrir que si un par pertenece a la relación, entonces el que se 
deduce por permutación no pertenece. 

Ejemplo 3-6. 

En A — { 1 . 2 . 3 ^ clasificamos desde este punto de vista las relaciones: 

i ) 5 = { ( i , 1) . ( 2 , 3 ) , ( 3 , 2 ) } 

es simétrica, 

ü ) T= { ( 1 , 2 ) , ( 2 , I ) , ( 3 , 1 ) } 

es no simétrica, ya que 

( 3 , l ) e T A ( l ,Z)iT 

i i i) £••' = { { 1 , 2 ) , < 1 , 3 ) , { 2 , 3 ) } 

es una relación asimétrica en A. 

3.7.7. Transitividad 

R es transitiva ** Vx Vy V z : (x ,y) eR A (y ,z)eR => (x ,z)eR 

Es decir, si un elemento está relacionado con otro (no necesariamente distinto), y 
éste está relacionado con un tercero, entonces el primero está relacionado con el 
tercero. 

3.7.8. No transitividad 

Por ser la negación de la transitividad, decimos 

R es no transitiva «*• 3 x 3 v 3 z i (x,y)eR A (J< ,z)eR A (X ,z)i R 

3.7.9. Atransitividad 

R esatransitiva <* Vx V>> V ; : (x ,y)eR A {y ,z)eR => (x ,z)éR 

Ejemplo 3-1. 

Considerando el mismo conjunto A de los ejemplos 3-5 y 3-6 se tiene: 
i ) Ry U son transitivas. 

ii ) V =• { (1 , 2) , (2 , 3) , (1 , 3) , (3 , 1) } es no transitiva, ya que 

(},3)eV A ( 3 , l ) e F A (\,])4V 

i i i) W = { (1 , 2) , (2 ,3)j es atransitiva, ya que 

(\,2)eW A (2 ,3)eW =*• (1 ,3)0W-

3.7.10. Antisimetría 

R es antisimétrica « V . t V . v : (x ,y) eR A (y . v)e /? => x = y 

Eu csie taso, si dos pares de componentes permutadas pertenecen a la 'elación, 

entonces dichas componentes se identifican. 

De este modo, ¡a relación R del ejemplo 3-5 es antisimétrica, pero no lo es S puesto 

que es F i a proposición 

C , 3 ) e 5 *. (3 , 2)eS =>2 = 3 

Ejemplo 3-8. 

En R se considera la relación/? definida por 

(x . v) e R *> x—yeZ (1) 

Estamos interesados en la clasificación y representación de R. 
La definición (1) se traduce en estos términos: dos reales están relacionados, si y 

sólo si su diferencia es un entero. 

i ) Reflexividad. \ 

aeR => a— a = 0 í Z =•> (a . a) e /? 

i i ) Simetría. 

{a. b)eR => a-beZ ==> b-aeZ -> {b ,a)eR 

Por (1), porque si un número es entero, su opuesto también lo es, y por( 1). 

i i i) Transitividad. 

(a.b)eR A {b .c)eR => a-beZ A b-ceZ=> 

=>(a-b) + (b-c)eZ =» a - c e Z => (a. c) e R 

iv) R no es antisimétrica, pues 

(3 ,2)eR A {2~,3)eR =» 2 = 3 es F 

v ) Gráfico de R. • 
A R pertenecen los pares de reales (x , y) tales que x—yeZ 

Ahora bien 

x— yeZ =*• x - y = k/k eZ =» v = x - k con keZ 



Para cach entero k se tiene una recta paralela a la primera bisectriz. 

La relación consiste en todos los pares (x , y) e R2 pertenecientes a la familia de 
rectas, es decir: 

R = U ( ( . r , v ) f R J ; y = X - k ) 
keZ • -J 

Ejemplo 3-1 

Sea A ur conjunto. Como el vacío es parte de cualquier otro, la proposición <¡> C A2 

es verdadera y, en consecuencia, <¡> es una relación en A. Tal relación verifica las 
propiedades: 

i ) Arreflexividad. la proposición 

V K : x t :\ =» !.T , x) i ó 

es verdadera, ya que el consecuente de la implicación es V. 

i i ) Simetría. Se verifica por ser V !a proposición 

Vx Vy : (x ,y)e<p =>(y ,x)e<t> 

iii) Tiansitividad 

{x,y)e<¡¡ A (y ,2)e<¡) *> (x ,z)e<t> 

es V porque el antecedente es F. 
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iv) Como la implicación 1 

(x , y) e 4> A {y,z)e<j>=>x=y 

es verdadera por tener el antecedente falso, la relación es antisimétrica. 
Es decir, la relación vacía definida en un conjunto, es arreflexiva, simétrica, 

transitiva, y antisimétrica. 

Si A = 4, entonces la misma relación es además reflexiva, pues 

V v : x e A ==> (x . x) e 0 

es verdadera. 

3.8 RELACIONES DE EQUIVALENCIA 

Las relaciones binarias definidas en un conjunto, que verifican las propiedades 
reflexiva, simétrica y transitiva, se llaman de equivalencia y desempeñan un papel 
importante en álgebra. 

3.8.1. Concepto de relación de equivalencia 

Definición 

La relación R C A2 es de equivalencia en A si y sólo si es reflexiva, simétrica y 
transitiva. 

Por razones de simplificación se utiliza el símbolo ~. y los elementos de todo par 
perteneciente a la relación se llaman equivalentes. 

La notación a —b se iee "a es equivalente a b". y significa que el par (a , b) pertene­

ce ¡1 la relación, En este sentido, las relaciones de equivalencia satisfacen: 

i ) REFLEXIVIDAD. Todo elemento de A es equivalnte a si mismo. 

V x : x e A => x ~x 

i i ) SIMETRIA. Si un elemento es equivalente a otro, entonces éste es 

equivalente afprimero. 

V x V v '• v -»r » y —x 

iii? TRANSITIV1DAD. J¡ un eiement'-» SÍ equivalente a otru. >• éste e< 
equivalente a un tercero, entonces ei primero es equivalente al tercero. 

V x V y V z : x ~~y A y -z =» x ~s 

Ejemplo 3-10. 

En A = ^ l , 2 , 3 j . la relación -

{ ( 1 . I ) . í 2 . 2 ) . ( 3 . 3 ) . ( l . 2 ) , ( 2 , 1 ) } 



es de equivalencia. Clasificamos las siguientes proposiciones: 

1 - 1 V 1 ~2 V 3 - 1 F 

2 - 2 V 2 - 1 V 2 ~3 F 

3 -3 V 1 ~3 F 3 - 2 F 

En virtud de las tres primeras queda asegurada la reflexividad. En cuanto a la 
simetría es suficiente ver que 

1-2 => 2 - 1 es V 

Más aun. si el antecedente es falso la implicación es verdadera 

1 - 3 => 3 - i 

Para la transitividad, descartando los casos de antecedente falso, es suficiente 
verificar: 

1 -1 A 1 - 2 => 1 - 2 V 

1 - 2 A 2 - 1 « 1 - 1 V 

2 - 1 A 1 - 2 =» 2 - 2 V 

1-1 A i - [ =* i - 1 V 

El diagrama de Venn es 

donde cada arco orientado está asociado a un par perteneciente a la relación. En forma 
canesiana: 

1 2 3 

3.8.2. Clases de equivalencia y conjunto cociente 

Sea — una relación de equivalencia en A^<¡>. Un problema de interés es la 
determinación de todos los elementos de A qne son equivalentes a uno dado, es dícir. 
que forman pareja con él. La respuesta conduce en cada caso a un subconjunto de A, 
llamado clase de equivalencia del elemento. 

Definición 

Clase de equivalencia del elemento a e A es e! conjunto de todos los elementos 
de A equivalentes a a. 

Ka = | .v e A / x ~a j 
Con relación al ejemplo 3-10: 

K . - { l 2 } - I C , 

K 3 = { 3 } 

Es decir, hay dos clases de equivalencia, que son subconjuntosde A. 



Podemos avanzar un poco más y preguntamos por el conjunto cuyos elementos son 
las clases de iquivalencia: Ki y K 3 . 

Para denotarlo, podemos elegir un único elemento en cada clase de equivalencia, 
digamos 1 y 3, con lo que queda caracterizado un conjunto de índices 1 = | 1 , 3j> , 

de modo tal que a cada elemento de éste le está asociada una clase de equivalencia. El 
conjunto fornado por las clases de equivalencia se llama conjunto cociente de A por la 
relación de equivalencia, y la notación es 

o bien, mediarte el conjunto de índices 

Las clases de equivalencia constituyen una partición de A, en el sentido siguiente, 
son no vacías, disjuntas de a pares, y su unión es A. Este concepto será precisado en ¡os 
párrafos siguémes, y es un hecho común a toda relación de equivalencia definida en 
un conjunto ro vacío. 

Ejemplo 3-1 i 

En el conjinto Z de los enteros introducimos la relación de congruencia módulo n. 
mediante la siguiente 

Definición 

Dos ent;ros son congruentes módulo n, si y sólo si/t es divisor de su diferencia. 
En símboks 

a y b son congruentes módulo n o n ¡ a — b 

Adelantándonos al hecho de que la congruencia es una relación de equivalencia 
podemos escritir 

a-b <*• n \ a — b (1) 

Por definición, el número natural n es divisor del entero x si y sólo si éste es igual al 
primero por un entero, es decir 

n ! x .3 k e Z / x = n. k 

Especificamos las siguientes propiedades de ia relación de divisor, que utilizaremos: 

i ) Si un número divide a un entero, divide al producto de éste por cualquier 

entere. 
n i x => n ¡ x. y 

En efecto, por definición de divisor 

n x = » J C = n.k => x. y = («. k) .y => x. y = n. {k. y) =» 

n x. y 

i i ) Si un número divide a otros dos, entonces divide a su suma o diferencia. 

n\x A n\y =*• n\x±y 
Demostración) 

Aplicando la definición de divisor a las dos proposiciones de la hipótesis, sumando 
y restando en Z aplicando la distributividad del producto respecto de la suma y resta, 
y la definición de divisor, tenemos 

n\x A « | v = A y = « =*• 

=> x ±y = n k ± n k' <=> x ty n (k t k') ** 

^> n x t y 

i i i) Si un número divide a un entero, entonces divide a su opuesto. 

Es una consecuencia de la propiedad i ), ya que 

n 1 x => n | (— 1) . x '=> n | —x 

Retomamos ahora nuestro propósito de probar que f l ) es una relación de 

equivalencia. 
a) Reflexividad, 

Como n | 0, se tiene 

V a :a eZ =* n\a —a => a ~a 

b) Simetría. Sean los enteros a y b tales que 

a—b => n\a-~b =>n\ — (a—b)^n\b—a => b-~a 

por (1), propiedad iii.i, por opuesto dea — b y por (1) 

c) Transitividad. Sean los enteros a, b y c, tales que 

a~b ^ b —c => n\a —b A n\b— c =* n\(a — b) + {b — c) =* 

=* « I a — c => a -c 

de acuerdo con {D. ' la propiedad i i ) , reducción de términos, y f 1). 

Vamos a determinar las ciases de equivalencia de ios enteros. Sea a e Z. entonce*?-

= | x e Z / x - a } 

Ahora traducimos Ja propiedad que define al conjunto Ka. 

x ~a => n \ x —a ** x — a — n. k con fceZ =» 

=> x = a + h. k con k e Z 

Es decir, a K„ pertenecen todos los enteros del t ipoa + n. k, donde a y it están 
dados, y k recorre Z. En otras palabras, a K„ pertenecen las sumas de a con todos los 



múltiplos de n. En particular: 

K0 ~ { , — 2n,—n,0,n,2n,3n, } 

r 

K , = | l - 2 « , l - / j , l , l + n , l + 2 H , l + 3 « , 

K 2 = { , 2 - 2 / j , 2 - n , 2 , 2 + n , 2 + 3 w , \ 

K n _ ! = { - " - l - 2 n , - l - / i , - l , - l + n , - l + 2 f i , } 

Verificamos que no es posible obtener otras clases distintas de éstas; si queremos 

K n = { ,~2 n n ,0 ,n ,2n .3 n } = K 0 

Análogamente: K„ + 1 = K , = K 2 n + , = K , . „ = etc. 

Los subíndices de las clases de equivalencia son los posibles restos de la división de 
un entero por n, es decir: 0, ! , 2 , 1 , ya que de acuerdo con el algoritmo de la 
división entera el resto es no negativo y menor que el divisor. Por este motivo reciben 
el nombre de clases de restos módulo n, y suelen denotarse mediante 

0 . 1 , 2 " ,n- 1 

El conjunto cociente es 

4 = { 0 , 1 , 2 , , — l } = Z n 

O biea 

Z „ = { K u / 0 « « < n } 

Lo mismo que en el ejemplo 3-10, las n clases de equivalencia son no vacías, 
disjuntas dos a dos, y su unión es Z. 

Vamos a considerar el caso particular de las clases de restos módulo 3, en cuyo caso 
el conjunto cociente es 

Z 3 = { 0 , 1 , 5 } = { K 0 , K , , K 2 } 

donde 0 es el conjunto de todos los múltiplos de 3, o lo que es lo mismo, el conjunto 
de los enteros que divididos por 3 dan resto nulo; a 1 pertenecen los enteros que 
divididos por 3 dan resto 1, y análogamente 2. 

La partición de Z es 

/ - 9 - 6 - 3 ^ 

í " ' / 
1 -f— 

• ( • ! 

V 
Realizamos la representación cartesiana de la relación. De acuerdo con (1), se trata 

del subconjunto de Z2 cuyos elementos son los pases ordenados de enteros (x , y), que 

satisfacen 

3 j x - y =» x — v = 3 k con keZ >o y = x~ 3 k con keZ 

Para cada entero k quedan determinados los puntos de coordenadas enteras de ¡a 
recta y = x — 3 k, y en consecuencia, la relación consiste en el siguiente conjunto 
discreto de puntos del plano 

Z * 



k= 0 y —x 

k = -l => y = x + 3 

le = 1 ^ = x - 3 

2 =* .y = x — 6 , etc. 

La nlación es 

3.8.3. Partición de un conjunto no vacío 

Seai dos conjuntos A # <¡> e I =¿ 0 taies que, cualquiera que sea el elemento u e I, 
existe tn subconjunto Ku C A. 

Definición 

£1 conjunto { Ku / u e l } es una partición de A si y sólo si 

i ) V í i . K í l => Ku * 0 

i > « ^ v =» K u O K t, = 0 

i i) V a e A , 3 « e I / a e K „ 

Los elementos Ku de la partición son subconjuntos no vacíos de A, y están 
asociacos al conjunto de índices I; además, elementos distintos del conjunto de índices 
detenrinan subconjuntos disjuntos de A; finalmente, la condición ii i) significa que la 
unión ie los subconjuntos de A que son elementos de la participación, es A. 

Ejemplo 3-12. 

i )Sea r una recta contenida en el plano a. El plano queda particionado en tres 

subconjuntos K , , K 2 , K 3 , siendo I = ( 1 , 2 , 3 } un conjunto de índices. 

¡i) Las relaciones de equivalencia de los ejemplos 3-10 y 3-11 conducen a las 
particiones indicadas en éstos. 

iii) Investigamos la partición asociada a la relación de equivalencia del ejemplo 
3-8. En este caso, la relación está definida en R mediante 

a~¿> •*><! — beZ 

Sea a e R; entonces, por definición de clase de equivalencia 

K a = {xeRfx-a} 

Ahora bien 

x ~a => x — a eZ =» x ~a — k con keZ 

Entonces a K„ pertenecen todos los reales de! tipo 

x - a + k siendo k eZ 

Es decir, todos los elementos equivalentes a a, se obtienen sumando a a todos los 

enteros. En consecuencia, si elegimos como conjunto de índices al intervalo semiabierto 

I = [ 0 , 1 ) , la partición R es 

1 = [0,1) K, 
2 

3.8.4, Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia definidas en un 

conjunto no vac ío . 

Vamos a demostrar !o que ya hemos verificado a través de ejemplos anteriores, a 
saber, que toda relación de equivalencia definida en un conjunto nc vacío determina 
una partición de éste en clases de equivalencia. 

TEOREMA 

Si **• es una relación de equivalencia definida en el conjunto A í>, entonces existe 

un subconjunto 1 C A, tal que cualquiera que sea u en 1, existe Ku C A, de modo que 

se verifican las siguientes proposiciones: 

i ) u € l =» K u # 0 

i i ) a ~a' » aya'pertenecen al mismoK u 



iii) K „ n K t i t ^ = * K U = K „ 

iv) u =¿ v =» Ku O Kv = 0 " 

v ) V a e A , 3 « € l / f l C K u 

NOTA 

1 es un conjunto de índices que se forma eligiendo un único elemento en cada clase 
de equivalencia. 

Demostración) 

i ) A todo elemento del conjunto de índices le corresponde una clase no vacía. 

Por hipótesis, reflexividad v definición de clase de equivalencia-

A * <*> => 3 A e A =* a-a => a eüa = > K „ * < í » V a e A 

Ahora bien, como I C A 

u el =» u e A => Ku í<j> 

i i ) Dos elementos de A son equivalentes si y sólo si pertenecen a la misma clase. 

a) a ~a ' =» a'eKa A a e K a 

Si u e ¥Lg entonces a y a' € Ku 

b) a y a'e K u •* a ~u A a' ~ u => 

=* a ~u A « ~«* => a ~a' 

i i i) Clases no disjuntas son idénticas. 

En efecto, por hipótesis: 

K u n K t = M =>3.r e K u O K „ = » 

= > 3 . u A / . v e K „ A xeK„ => 

=> X ~Zi A X ~V => U ~OC A X ~V (1) 

yeKu => v ~ a (2) 

De ( 1 ) y (2) , por transitividad 

yeKu =» y _-~v = > j e K t,-

O sea K u C K„ 

Análogamente K v C K u , y resulta 

iv) Elementos distintos del conjunto de índices determinan clases disjuntas. 

u í v => K U n K„ = <¡> 

Suponemos KU n K„ =¿ 0 => 3 x e K0 A x e K „ =» 

=* X ~ H A X T =*• W ~ X A X ~ P =*• 

=* u ~v => « e K„. Absurdo porque contradice la definición de I. 

v) Todo elemento de A pertenece a una clase, o lo que es lo mismo, las clases de 
equivalencia "cubren" a A. 

Sea a t A a ~u a € K „ (1) 
Si u e I i , , • entonces = Ku . y resulta a e Ku . 

NOTA 

Las proposiciones i ), iv) y v ) significan que toda relación de equivalencia, definida 
en conjunto no vacío, determina una partición de éste en clases de equivalencia. 
Precisamente, las clases son los elementos de la partición. 

3.8.5. Partición y relación de equivalencia 

Sea | Ku / « 6 I } una partición de A. Entonces queda inducida en A una relación 

de equivalencia. 

Para demostrar esta propiedad definimos primero una relación en el conjunto no 

vacío A. mediante 

"dos elementos de A están relacionados, si y sólo si pertenecen al mismo 

subconjunto de la partición". 

En símbolos 

(a,b)eR <* a y b pertenecen al mismo Ku (1) 

Vamos a probar que es de equivalencia, 

i ) Reflexividad. 

Por definición de partición 

a e A « » 3 u e l / a e K u * » a y a pertenecen a K u 

Entonces, p o r ( l ) (a, á)eR 

i i ) Simetría. Sean a y b en A, tales que 

(a ,b)e R = > a y i pertenecen al misino K„ =* 

=» b y a pertenecen al mismo K„ => (b ,a)eR 



i i i ) Transitividad. Sean a , b y c en A, tales que 

(e,b)eR A (b,c)eR =* a , b y c pertenecen al mismo Ku =* 

=>ay c pertenecen al mismo Ku => {a ,c)eR 

Ejemplo 343, 

Se considera en A = { 1 , 2 .3 J> la siguiente partición: 

{{••'}-O)} 
La relación de equivalencia correspondiente es, entonces 

( í l . I ) , ( 3 . 3 ) , ( 1 , 3 ) . ( 3 . i ) . (2. 2)j 

De acuerdo con 3.8.4 y 3.8.5, los conceptos de partición y de relación de 
equivalencia son identificables. Es claro que en un conjunto no vacío es posible definir 
tantas relaciones de equivalencia como particiones. 

A continuación proponemos todas las relaciones de equivalencia definibles en el 
conjunto A. 
a) 

R i = 1(1, 1 ) , ( 2 , 2 ) , ( 3 ,3) j es la igualdad en A, es decir 

(x ,y)eR¡ -»x=y 

b) 

R = { ( l , l ) 1 ( 2 , 2 ) , ( r , 2 ) , ( 2 , l ) , ( 3 , 3 ) } 

En este caso 
(x,y)eR2 <*x=y v x+y 

c) 

* , = { ( ! , 1 ) , (3 .3 ) . (1 .3 ) . (3 ,1 ) , (2 ,2 ) } 

O sea 

(x,y)eR3 ~x=y v x + \ 

d) 

JL = { í l , n . p , 2 ) , ( 3 , 3 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 2 ) } 

Siendo 
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*s - { ( 1 , 1 ) , (2,2) , ( 3 , 3 ) , ( 1 ,2 ) , (2 ,1) , (1 ,3) , ( 3 , 0 , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 2 ) } = A 2 

Es decir 

(x,y)eRs o{x,y)eA2 

Aquí la partición consiste en un único subconjunto: el mismo A. 

3J. RELACIONES DE ORDEN 

Es usual en matemática y en la vida cotidiana ordenar los elementos de un conjunto 
de acuerdo con algún criterio conveniente. El orden queda especificado a través del 
término "preceder", y decir 

"jr precede a y" significa (x, y) e R 
Lo esencial de toda relación de orden es la transitividad, y según se cumplan o no 

otras propiedades se habla de orden amplio o estricto, y en cada caso, de orden parcial 
o total. 

3.9.1. Orden amplio 

Sea R<Z A2. 

Definición v 

R es una relación de orden amplio en A si y sólo si es reflexiva, antisimétrica y 
transitiva. 

Obviando los cuantificadores universales tenemos: 
i ) Reflexividad. 

a e A =» ia , a) € R 

ü ) Antisimetría. 

(a , b) e R A (b , a) e R => a = b 

iii) Transitividad. 

(a ,b)eR A (b,c)eR ->(a,c) eR 

3.9^2.. Orden parcial y total 

Sea R una relación de orden en A. 

i } R es de orden parcial si v sólo si existen pares de elementos incomparables, es 
decir 

3 a , 3 b ,(a , b) « R ,\ (b.a)nR 

u ) El orden es total en caso contrario, es decir 

a + b =>(a,b)eR v (b ,a)eR 

Ejemplo 3-14 

i ) En N la relación de divisor es de orden amplio y parcial. 

Por definición 
n í a o3meNla = n.m 

al Reflexividad. 
a e N => a = a. 1 =>a\a 

b) Antisimetría. 

Sean a\b A b \ a =*• ny m en N / b = a. n A a = b. m => 

=> a. b - a. n . b. m => 1 = n . m =*« = /n = l 

Luego a = b. 

c) Transitividad. 

Sean a \ b * b \ c ^ b = a . n r c = b.m 

Entonces b . c = a. n . b. m =* c - a. (n . m) => c = a . p => a \c. 
Por otra parte, este orden amplio es parcial, pues existen pares de naturales que no 

son comparables por la relación de divisor. Un contraejemplo está dado por 2 y 3, ya 
que 2(3 y 3|2 son proposiciones falsas. 

Es claro que un par ordenado de números naturales pertenece a la relación si y sólo 
si la primera componente es divisor de la segunda. 

Esta relación está representada por los puntos del primer cuadrante de coordenadas 
naturales que tienen abscisa natural, y para cada una las ordenadas son todos los 
múltiplos naturales de aquéllas. 
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Si consideramos la relación de divisor en Z, no se tiene un orden amplio, pues la 
antisimetría no se cumple. En efecto 

3 | - 3 A - 3 1 3 =* 3 = - 3 es F 

í i ) E n A = ^ l , 2 , 3 J > la relación 

R = { ( 1 , 1 ) , < 2 . 2 ) , ( 3 , 3 ) , ( 1 , 2 ) , ( 1 , 3 ) , ( 2 , 3 ) } es un orden amplio 

y total. Se trata evidentemente de la relación de menor o igual. 

3.9.3. Orden estricto. 

Sea/JCA 2 . 

Definición 

R es una relación de orden estricto sí y sólo ú es arreflexiva, asimétrica y 
transitiva. 

En símbolos 

i ) Arreflexívjdad, Ningún elemento del conjunto está relacionado consigo 
mismo. 

aeA (a , a) i R 

i i ) Asimetría. Si un elemento está relacionado con otro, entonces éste no lo está 
con el primero. 

(a,b)eR =>(b ,a)4R 
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iii) Transitividad. 

(a,b)eR A (b , c)eR =»• (a , c) eR 

Lo mismo que el orden amplio, el orden estricto puede ser parcial o total. 

Ejemplo 3-15. 

i ) 1.a relación de menor en R es un orden estricto y total. 

i i ) Por definición, un conjunto está estrictamente incluido en otro si y sóio si 
todo elemento del primero pertenece al segundo, pero existen elementos de 
éste que no pertenecen al primero. La notación y símbolos son los siguientes: 

A C B « A C B A * B 

EnP(U)la inclusión estricta es una relación de orden estricto y parcial, como puede 
verificarse sencillamente. 

iii) En A = | a, b , c f la relación , 

R — ^ ( a , b), (a, c) , ib, r) } es de orden estricto y total. 

3.9.4. El signo de preceder 

Si R es una relación de orden definida en A, y dos elementosa y b están vinculados 
por dicha relación, al escribir (a, £>) e R v a R b suele decirse que "a precede a b", y 
la notación es a<ib. 

Con esta notación se tiene: 

i ) Reflexividad. 

i i ) Antisimetría. 

i i i) Transitividad. 

iv) Linealidad 

ae A =» a<ia 

a<ib A ¿><Ca =* a = b 

a<¿> A fe<c =*• a < c 

Análogamente, para la aneflexividad, asimetría, orden parcial y total, teniendo en 
cuenta que "a no precede a b" puede escribirse a<£ 

3.9.5. Elementos distinguidos de un conjunto ordenado 

Sea A un conjunto ordenado por una relación de orden <. 

i ) Primer elemento. El elemento a e A se llama primer elemento si y sólo sí 

precede a todos los demás. 



a € A es el primer elemento o x e A => a<ix 

¡ i ) Ultimo elemento. El elemento ¿f A s e llama último elemento si y sólo si 
todo elemento de A precede a b. 

b e A es el último elemento * > . t e A =» x < 6 

De estas definiciones no se deduce que todo conjunto ordenado deba tener 
necesariamente primero o último elemento; puede ocurrir que carezca de ambos, que 
tenga primero o bien último, o que tenga primero y último. 

iii) Elementos minimales. El objeto m de A es un elemento minimal si y sólo si 
no existe un elemento distinto que lo preceda. 

me A es minimal <* Vx e A x < m w = x 

iv) Elementos maximales. El objeto n es un elemento maximal si y sólo si no 
existe en A un elemento distinto que lo siga. 

« e A es maximal *> Vx e A : n \ < jf =* x = n 

Puede ocurrir que en un conjunto otdenado no existan elementos minimales o 
maximales, y si existen pueden no ser únicos. 

v ) Cotas inferiores. El elemento a e A es una cota inferior del subconjunto 
X C A si y sólo si precede a todo elemento de X. 

a e A es cota inferior d e X C A «• x eX =* a < x 

v i ) Cotas superiores. El elemento b e A es una cota superior del subconjunto 
X C A si y sólo si sigue a todo elemento de X. 

b e A es cota superior d e X C A <» x e X =»x <ih 

vii) Supremo o cota superior mínima. El elemento se A es el supremo del 
subconjunto X C A si y sólo si es el primer elemento del conjunto de las 
cotas superiores. 

viii) Infimo o cota inferior máxima. El elemento te A es el ínfimo del 
subconjunto X C A si y sólo si es el último elemento del conjunto, de las 
cotas inferiores. 

Las cotas de un conjunto, si existen, no son necesariamente únicas. En cambio, el 
ínfimo o supremo, aunque el conjunto no sea acotado, pueden no existir, ya que un 
conjunto ordenado puede carecer de: primero o último elemento; pero si existen, son 
únicos. Precisamos los conceptos anteriores en los ejemplos siguientes. 

Ejemplo 346. 

i ) Consideramos el intervalo abierto (- I , 1) C R, donde se define la relación 
de menor o igual. 

Esta relación en R es de orden amplio y total, pues 

a) Reflexividad. 

a e R a < a 

b) Antisimetría. 

a < b A b<a => a = b 

c) Transitividad. 

a<b A b<c =*• a<c 

d) Linealidad. 

a^b => a<b v b<a 

No existen en (- 1 , 1) ni primero ni último elemento, ya que los extremos - 1 y 1 
no pertenecen al intervalo abierto. Tampoco existen elementos minimales ni 
maximales. Es claro que cotas inferiores de (— 1 , 1) hay infinitas: todos los reales 
menores o iguales que — 1. Análogamente sorí cotas superiores todos los números 
reales mayores o iguales que 1. El ínfimo es — 1 y el supremo es 1, y ninguno 
pertenece al conjunto (— 1 ,1) . 

ü) Con la misma relación de menor o igual el intervalo sem¡abierto { — ! , ! ) 
tiene primer elemento — 1, que es también minimal, cota inferior e ínfimo. 
Carece de último elemento, de elementos maximales, de cotas superiores y de 

supremo. 

i i i ) Sea ahora el conjunto A = { 2 . 3 , 6 , 9 , 12 , 36 | ordenado por la 

relación de divisibilidad. Se ha visto que el orden es amplio y parcial. Como 

no existe en A ningún elemento que sea divisor de todos los demás carece de 

primer elemento, pero tiene último y es 36. Este es elemento maximal, y 

tanto 2 como 3, son minimales. No hay cotas inferiores ni ínfimo, pero la 

cota superior y el supremo son 36. 

3.9.6. pjagrarnas de Hasse 
« 

Sea A un conjunto ordenado. 

i ) Elementos consecutivos. Los elementos a y & de A son consecutivos si y sólo 

si 

a) a<b 
b) a < x < ¿ > => a = x V b-x 

i i ) Representación de conjuntos ordenados Es posible representar un conjunto 
ordenado y finito, mediante un diagrama llamado de Hasse, asignando a cada 
elemento del conjunto un punto del plano o bien del espacio, y uniendo cada 
par de elementos consecutivos por medio de un vector orientado en el 
sentido de x a y, si x < r. 



Así, el diagrama de Hasse correspondiente al conjunto A - ^ 2 , 3, 6, 9, 12, 36 j, 

ordenado por la relación de divisor, es 

12 6 
-•« 

3 6 . Í 

9 

Toda poligonal orientada determina un subconjunto totalmente ordenado por la 
misma relación, y constituye ana cadena. 

Ejemplo 3-17. 

Dado A = , b , c ) , en P (A) consideramos la relación de inclusión, definida 

por 

X < Y ~ X C Y 

De acuerdo con 2.3.4., esta relación es de orden amplio y parcial en P (A). 

El correspondiente diagrama de Hasse es la siguiente representación espacial 

{a.b,c)=A 

El conjunto P (A) tiene primer elemento y último elemento: <¡> y A, respectivamen­

te. Ambos son el elemento minimai y máxima!. A dos elementos cualesquiera deP{X) 

. les corresponde una cota inferior máxima y una cota superior mínima, es decir, un 

ínfimo y un supremo. Así, dados { « . * > } y (a • <" } el ínfimo es | c" | y el 

supremo es [a.b.c] . Cuando esto ocurre para todo par .de elementos de un 

conjunto ordenado, se dice que el conjunto tiene una estructura de red o de reticulado,. 
o de Ipjce. 
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3.9.7. Conjuntos bien ordenados 

Sea < una relación de orden en A. 

Definición 

Un conjunto está bien ordenado por una relación de orden si y sólo si está 

totalmente ordenado, y además todo subconjunto no vacío tiene primer 

elemento. 

Ejemplo 3-18. 

i 1 El conjunto de los números reales, ordenado por la relación de "menor o 
igual'*, está totalmente ordenado, pero no es un conjunto bien ordenado, 
pues no todo subconjunto no vacío de R tiene primer elemento. En efecto, el 
intervalo abierto <— 1 , 1) es una parte no vacía de R, pero carece de primer 
elemento. 

i i ) El conjunto Z de los enteros está totalmente ordenado por la misma relación, 
pero como carece de primer elemento nó está bien ordenado. 

iii) El conjunto N de los números naturales está bien ordenado por la relación de 
menor o igual, ya que se halla totalmente ordenado, y toda pane no vacía de 
N tiene primer elemento. 

iv) El conjunto cuyos elementos son <p, { a J . | a . í j j , |a , b . c j está 

bien ordenado por la relación de inclusión. 

v ) El conjunto A = { ^ 2 , 3 , 6 , 9 , 1 2 , 3 6 } propuesto en 3.9.6. ii ), ordenado 

por la relación de divisor, no está bien ordenado, por no ser totalmente 

ordenado. 



TRABAJO PRACTICO III 

3-19. Sean A = | x £ N / 1 <x < s ] y B = { 3 , 4 , 5} 

Se define R C A X B mediante 

(x ,y)eR o x + v < 5 

i ) Definir R por extensión. 

i i ) Representar A X B y í . 

i i i) Determinar/?" 1, 

3-20. Se consideran A = { l , 2, 3, 4, S } B = { I , 4, 6, l ó } c = { 2 . 3. 8, lo} y las 

relaciones R C A X B , SCBXC, definidas por 

(x ,y)eR *> y^x2 

(y ,z)e S ~z = 4 
Se pide: 

i ) Determinar R y S por extensión, 

i i ) Definir la composición S ° R C A X C por extensión. 
iii) Determinar los dominios e imágenes de las tres relaciones. 

3-21. Obtener los gráficos cartesianos de las siguientes relaciones definidas en R: 

i ) (x ,y)e R <* y = 3 

i i ) (x , y ) e S •*» x + y = 1 

ii i) (x , y ) e T *> x + y < 1 

3-22. En Z se define R mediante 

(a , b) e R <* a2 + a = b2 + b 
Clasificar R. 

3-23. En R2 se define la relación " ~ " mediante 
{x,y)~(x',y;) *>y=y' 

Probar que es de equivalencia, determinar las clases de equivalencia, un conjunto 
de índices y el conjunto cociente. 

3-24. E n A = 1 1 , 2 , 4 , 6 , 8 } se define la siguiente relación 

.(x,y)eR <* 3\x+y 

T R A B A J O P R A C T I C O III , ' 9 ? 

i ) Definir a R por extensión. - '? 

i i ) Formar el diagrama de R. ;• .. 

iii) Clasificar R. 

3-25. En N2 se considera la siguiente relación , f 

(a,b)~{a',b') «*> a + b' = b + a' 

Demostrar que es de equivalencia, obtener las clases de equivalencia, un conjunto 

de índices, el conjunto cociente, y representar las clases. 

3-26. El conjunto <^ a) ,(ü>, c], {d }> | es una partición de A = { a , b , e , d\. Obte­

ner la relación de equivalencia asociada. 
r 1 

3-27. fcn A = < 1 , 2 , 3 , 4 / se consiüera la relación 

R = ( (x , y ) e A 2 ix = y v x + y = 3 } 

Definir R por extensión, probar que es de equivalenvia y determinar la 

correspondiente partición de A. , 

3-28. Clasificar la relación R definida en Z2 mediante 

(a,b) R(a',b*) **-ab' = ba' 

3-29. En el conjunto de los números reales se define 

* = { ( x , y ) e R 2 / lx — 1} = i v ~ 11} 

Demostrar que es de equivalencia, y representarla. 

3-30. Una relación R definida en un conjunto A es circular si y sólo si 
(a,b)eR A (b.c)eR «* (c ,a)eR 

Demostrar que una relación es reflexiva y circular si y sólo si es de equivalencia. 

3-31. En R se define " ~ " mediante 
x ~y «*• x1 —x = y 2 —y 

Demostrar que es de equivalencia, determinar las clases, un conjunto de índices, 
el cociente, y representar la relación. 

3-32. Sean RyS dos.relaciones definidas en A. Demostrar: -
SiR y'S son reflexivas, entoncesR U S y R n S son reflexivas. t . . ;,.,? j ; , i 

3-33. En R se define 

/ ? = { ( x , y ) e R 2 / I x l + 2 | y | = 1 

Obtener el dominio, la imagen y el gráfico cartesiano úeR. f ' ^ C B f f i t i 

3-34. Sea « C A J . Demostrar que la relación R U R es simétrica. T | 

3-J5. Clasificar y representar la relación /? C R2 definida por M^Ma¿aa^aJ 
( x , y ) e / í «*• x - y E R * 
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3-36. En A = [- 1 , 1 ] se considera la relación 

/ ¡ = { ( x j ) e A 2 / x J = / } 

i ) Representar/?. 

i i ) Probar que es de equivalencia. 

iü) Obtener la partición de A. 

3-37, Sea R una relación definida en A. 
Demostrar: 

i ) R es simétrica =* R _1 es simétrica. 

ú)R « transitiva =•»/£"' es transitiva. 

3-38. Sean R y R' dos relaciones transitivas en A. 
Demostrar que R O R' es transitiva. 

i - i 9 . Si R y R' son dos relaciones antisimétricas en A, entonces R <^R' es antisi­
métrica. 

3-40. Sean una relación de equivalencia definida en A ^ # y X C A. Por 
definición, se llama saturado de X por la relación de equivalencia al conjunto de 
los elementos de A que son equivalentes a los elementos de X. 
La notación es: 

X* ={xe A \x~y , V ^ e x } 

Demostrar: 

i ) X C X * 

i i ) (X J Y)* = X* u Y* 

3-41. Clasificar las siguientes relaciones definidas en el conjunto áe las rectas del 
plano 

i ) (a ,b)eR ar\b¥=tp 

i i ) (a ,b)eR a Ib 

•3-42, Clasificar todas las relaciones del ejemplo 3-3. 

3*43, Clasificar ía relación R definida en R mediante 

(x . y) e R \x + y i - 2 

,3-44. En A ~ { 1 , 2 ,3 , 4 , 5 j se considera la relación de menor o igual. 

Determinar los elementos maximales y minimales. 

„ 3-45. Definir per extensión la relación de divisor en el conjunto del ejercicio 3-44, y 
obtener los elementos maximales y minimales. 

J-46. Con relación al ejercicio 3-45, determinar una cota superior y una inferior del 

subconjunto í 2 , 3") 

T R A B A J O P R A C T I C O I I I 1 0 1 

347. En R, ordenado por la relación de menor o igual, se considera 

A = { x e R / x = j A « e N } 

investigar si A tiene primero o último elemento, si está bien ordenado, y si 

admite cotas, ínfimo o supremo. 



Capítulo 4 

FUNCIONES 

4 J . INTRODUCCION 

Dada la importancia del tema a desarrollar hemos preferido asignarle un capítulo 
especial, con abundante ejercitación y ejemplos. Por otra parte, en virtud del carácter 
elemental del texto, y la conveniencia de que en primera instancia el concepto sea 
utilizado con dinamismo y seguridad, se ha prescindido del estudio de las co­
rrespondencias. Se estudian las funciones o aplicaciones especiales, la composición 
de funciones, y el álgebra de las imágenes y preimágenes. 

4.2. RELACIONES FUNCIONALES 

Sean A y B dos conjuntos no vacíos, que llamaremos dominio y ccdominio 
respectivamente. Entenderemos por función de A en B toda regla que hace 
corresponder a cada elemento del dominio un único elemento del codominio. Más 
precisamente, una función es un conjunto de pares ordenados tales que la primera 
componente pertenece a A y la segunda a B, es decir, un subconjunto de A X B, de 
modo que todo elemento de A sea primera componente de un par y sólo de uno. Esto 
nos dice que toda función de A en B es una relación especial entre A y B. 

Lsualmente, los signos que indican funciones son/, g, h, etcétera. Así, para denotar 
que /es una función de A en B, se escribe: 

/ : A - * B 

y se lee: "/ es una función o aplicación de A en B" , o bien "/ es una función con 
dominio A y codominio B". 

En particular, s i A = { — 1 , 0 , 1 , 2 j , B = { o , l , 2 , 3 , 4 J > y fes l a relación 

definida por 

(x,y)ef •» y = x2 
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entonces se tiene 

/= { (- 1 , 1) , (0 , 0) , (1 , 1) , (2 , 4 ) } ya que cada segunda componente es el 

cuadrado de la primera. 
El diagrama de Venn correspondiente es 

Tanto en la definición de / por extensión como en el diagrama es fácil advertir que 
todo elemento del dominio tiene un correspondiente o imagen en el codominio; y 
además tal correspondiente es único, en el sentido de que no se tienen dos pares 
ordenados distintos con la misma primera componente. Resulta entonces que/es una 
función de A en B. Observamos aquí las siguientes situaciones: elementos distintos de 
A pueden tener la misma imagen en B, como ocurre con — 1 y 1, cuyas imágenes son 
1; además, puede darse que elementos de B no tengan un antecedente en A, es decir, 
que pueden existir en B elementos que no sean correspondientes de ningún elemento 
de A, como ocurre con 2 y 3. 

Definición \ 

f es una función o aplicación de A en B si y sólo si/es una relación entre A y B, 
tal que todo elemento de A tiene un único correspondiente en B. 

O bien: • 

Definición •/, 

f es una función o aplicación de A en B si y sólo si/es un subconjunto de A X B 
que satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad: 

i ) V a e A , 3 i > e B / ( a , 6 ) e / 

ü)(a,b)ef A (a ,c)ef => b = c 

Si (a , b) e f decimos que b es el correspondiente o imagen de a, por /, y suele 

escribirse b = / ( a ) , es decir, b esel trasformado de a por la función/. 

Para denotar la misma cosa, algunos autores utilizan la notación 3 izquierda: 

af=b 
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Una función queda especificada si se dan el dominio A, el codominio B, y además la 
r e l ac ión /C A X B , que satisface las condiciones i ) y i i ) de la definición. 

Por ser un conjunto, / puede estar dado por extensión, es decir, como conjunto de 
pares ordenados, o bien por comprensión, mediante una fórmula o ley de correspon­
dencia que permita asignar a cada objeto del dominio su imagen en el codominio. 

Ejemplo 4-1. 

Determinamos si las siguientes relaciones son funciones. 

i ) Sean A - \ ah c ,d ¿, B = ( 1 . 2 ,3 V y la relación 

/ = { ' ( « , ! ) , ( * , 2 ) , ( c , 2 ) , ( r f , l ) } 

Se cumplen las condiciones de la definición, y resulta / una función tal que 

/ ( a ) = l fifi) = 2 f{c) = 2 / ( d ) = 1 

El diagrama es 

i i ) Con los mismos A y B, la relación 

{ ( a , 1 ) , ( a , 2 ) , ( 6 , 2 ) , ( c , l ) } 

no es una función por las siguientes razones: no se cumple i ), ya que no 
todo elemento del dominio A tiene imagen en el codominio B, pues d carece 
de trasformado. También deja de verificarse i i ) , puesto que un mismo 
elemento de A tiene dos imágenes en B. como ocurre con* E2 diagrama de ls 
relación es 
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i i i ) Si A es el conjunto de las personas y / es la relación en A definida por 

(JC , y) ef o x es hijo de y 

entonces / es una función de A en A, ya que toda persona tiene padre y éste 

es único. 

En cambio ía relación definida en el mismo A mediante 

(x , y) ef x es padre de y 

no es una función de A en A, ya que existen en A personas que no son padres, es decir, 
elementos del dominio que carecen de imagen en el codominio: por otra parte, 
tampoco se verifica la unicidad, pues existen personas que son padres de más de un 
hijo. Esto significa que si una relación es función, ía relación inversa no So es 
necesariamente. 

4.3. REPRESENTACION CARTESIANA DE FUNCIONES 

Lo mismo que las relaciones, las funciones pueden representarse mediante un 
sistema de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio, según que el dominio 
sea unidimensional o bidimensional, respectivamente. En el caso de representaciones 
planas, el dominio es un subconjunto del eje horizontal, y el codominio. del eje 
vertical. 

Ejemplo 4-2. 

Representación cartesiana de la función propuesta en 4.2. 

A = { - 1 , 0 , 1 , 2 ) B = { 0 , 1 , 2 , 3 . 4 } 

yt rj(x)=r=xh 
í 

.4 

( - 1 , 1 ) 

- 1 

( 1 , 1 ) 

( 0 , 0 ) 

o 1 



Ejemplo 4-3. 

Sean A- { - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 } , B = N y / : A -> N tal que 

r e su l t a / - { (- 2 , 3) 1 , 2) , (0 , 1) , (1 , 2 ) , (2 , 3 ) } 

Cada elemento (a , b) e f es un punto del plano de coordenadas a y b La 
representación cartesiana es ' 

U N 

-•4 

-4 I-
-1 0 

-t 1-
1 2 

Ejemplo 4-4. 

Sea /: Z -» Z tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1 es 
decir ' 

(~2 ,3) 

* Z 

* ( 3 , - 2 ) 
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No es posible representar completamente a /, por ser Z un conjunto infinito; no 
obstante, la representación de algunos puntos nos sugiere el comportamiento de la 
aplicación. En éste, y en los ejemplos anteriores, el hecho de que cada elemento del 
dominio tenga una única imagen en el codominio se traduce en que a una misma 
abscisa le corresponde una sola ordenada. 

Ejemplo 4-5. 

Sig : R -*R es tal queg(x) = -x + 1 

Su representación es un subconjunto continuo de R 2 , consistente en una recta de! 

» R 

Es fácil notar que, aunque se mantenga la ley de correspondencia o asignación, al 
variar el dominio o el codominio, la función cambia. En nuestro easo,£ #/aunque se 
cumple / C g. Es conveniente insistir entonces en el hecho de que la caracterización de 
una aplicación se da a través del dominio, codominio y la ley de asignación. En la 
terminología clásica, erelemento genérico x del dominio se llama variable independíen­
te, y su imagen y = )'(x) es lo que se conoce como variable dependiente. 

Ejemplo 4-6. 

Consideremos A = { 1 , 2 } , B = { l , 2 , 3 , 4 } y la función 

/ : A 5 -*B 

que asigna a cada elemento del dominio A 2 , la suma de sus componentes, es decir 

f(x,y)=x+y 



F U N C I O N E S 

cJ^nZZ roír" tabh ̂  SÍmple 6ntrada
 i m a S e í l de 

1 f(x,y) = x+y 

( 1 , 0 2 
( 1 , 2 ) 3 

( 2 , 1 ) 
( 2 , 2 ) 4 

E¡ elemento 1 de B carece de antecedente o preimagen en A. 

b) Otra representación de las imágenes se tiene mediante una tabla de doble entrada 

/ í 1 
-> 

1 [ "> 3 
2 I 3 4 

c) El diagrama de Venn es 

detLtaT^rí5, CrtóSÍana
 6 5 6 n * e S p 3 C Í 0 ' * a <*u e c a d a a m e n t o del dominio determina un punto del plano, y su imagen debe tomarse sobre otro eje. 

Ejemplo 4-7. # 

Sea/: R -» R definida por/( .v) - x2 

Como cada número real tiene un cuadrado y sólo uno, se cumplen las condiciones 
de la definición. El gráfico cartesiano es una linea continua de puntos del plano, 
llamada parábola. Hemos señalado algunos pares ordenados de /, los que se han unido 
mediante un trazo continuo. Como el cuadrado de ningún número real es negativo, las 
imágenes son reales no negativos. 

tR 

Ejemplo 4-8. 

Representación d e / : R ~*Z definida de la siguiente manera 

f - 1 s i x < 0 

/ ( * ) = < 0 SÍJC = 0 

[ 1 s i x > 0 
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z. 

I< 

i z. 

I< 

0 R 

1 

- I 

R 

1 

ts la llamada función "signo de x'\ v su representación consiste en la unión de dos 
•:err,:rrectas abiertas (sin origen), con el conjunto cuyo único elemento es el origen de 
coordenadas. 

4.4. CLASIFICACION DE FUNCIONES 

Sea una f u n c i ó n / : A -* B 
Si ocurre que elementos distintos del dominio tienen imágenes distintas en el 

codominio, entonces/se llama función invectiva, b¡unívoca, o uno a uno. 
Por otra parte, si todo elemento del codominio es imagen de algún elemento del 

dominio, la función se llama sobreyectiva. 
Cuando se presentan ambas situaciones simultáneamente, la función se llama 

biyectiva o correspondencia b ¡unívoca. 

i ) Definición X 

/; A -* B es inyectiva •*» V x ' V j c " e A : x'*x" =*• f(x') =£/(*") 

Equivalentemente, mediante la implicación contrarrecíproca, podemos decir 

/: A -» B es inyectiva «• V i ' V x"e A : / ( x " ) = f(x") =*• x'= x" 

En la inyectividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la 
misma imagen. Las funciones estudiadas en los ejemplos 4-1 i ) y 4-1 iii) no son 
invectivas. Tampoco lo son las correspondientes a 4-2 y 4-3. En cambio son invectivas 
las funciones de los ejemplos 4-4 y 4-5. 

En el diagrama de Venn correspondiente a una aplicación inyectiva no puede 
presentarse ninguna bifurcación de elementos del dominio hacia el codominio. En la 
representación plana cartesiana no puede ocurrir que una ordenada corresponda a más 
de una abscisa. 

¡ i ) Definición / 

/: A -»• B es sobreyectiva o Vy e B , 3 x e A Iy = f (x) 

En el caso de sobreyectividad, el conjunto de las imágenes se identifica con el 
codominio de la función. 
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Los ejemplos 4-2 y 4-3 corresponden a funciones no sobreyectivas. En cambio lo 

son en 4-4 y 4-5. 

Es usual nombrar a las funciones sobreyectivas con las palabras "sobre" o 

"suryectiva". 

i i i) Definición Y 

f: A -*B es biyectiva / es inyectiva y / es sobreyectiva. 
Las funciones propuestas en los ejemplos 4-4 y 4-5 son biyectivas. 
Negando el antecedente y consecuente de la doble implicación se tiene 

/: A B no es biyectiva <* / no es inyectiva o / n o es sobreyectiva. 

Ejemplo 4-9, 

Representamos y clasificamos la función 

/: N -* N tal que / (x) = 2x 

Esta función asigna a cada número natural su duplo. El conjunto de las imágenes es 
el de los números naturales pares, y está incluido en N, como codominio. 

Su representación es un conjunto de puntos aislados del primer cuadrante. 

N 

Vamos a probar la inyectividad de f. Sean .*' y x " en N tales que/ íx') -/<*")•' 

Esto significa que 2x' = 2x" y, en consecuencia, x' = x". De modo que / es 

inyectiva o 1-1 (uno a uno). 
Además / no es sobreyectiva, pues los elementos del codominio que son impares 

carecen de antecedente en N. Resulta que / no es biyectiva. 



Ejemplo 4-10. 

Consideremos ahora el conjunto P de los números naturales pares, y 

/ : N P tal que / ( x ) = 2x 

La ley de asignación es la misma que en 4-8, pero el codominio se ha "restringido" a 
los naturales pares. La inyectividad se mantiene y probamos la sobreyectívidad. 

Hay que determinar si para todo ye? existe x en N tal que / (x) = y . Esto significa 
que debe ser, de acuerdo con la definición de /, 

2 x = y 

Resulta v ~ -~- e N, pues la mitad de un número natural par es un número natural. 

De modo que V y e P , 3 x = -¿ tal q u e / ( x ) = / = 2 • = y. 

Siendo/inyertiva y sobreyectiva resulta biyectiva. 

Ejemplo 4-11, 

Sean A = [ 1 . 2 , 3 } y B = | 1 , 2 } 

Definimos /: P (A) -+t (B) mediante/(X) = X n B 

Es decir, la imagen de todo subconjunto de A es su intersección con B. 
El siguiente diagrama nos muestra que / es sobreyectiva, pero no invectiva. 

Ejemplo 4-12. 

Se lanza una moneda tres veces. Los posibles-resultados de este experimento 

aleatorio son todas las ternas formadas por "caras" y "sellos", o bien por "unos" y 

"ceros", y son los siguientes: 

A = { ( I , I , D , ( 1 , 1 , 0 ) , ( i , o ; i ) , ( 0 , 1 , 1 ) , ( 1 , 0 , 0 ) , ( 0 , 1 , 0 ) , ( 0 , 0 , 1 ) , ( 0 , 0 , 0 ) } 

El conjunto A de tales elementos, se llama espacio muestral asociado al. 

experimento. 

Definimos ahora la función de A en R, que asigna a cada elemento la diferencia 
entre el número de caras y el número de sellos. Damos la siguiente representación d e / 

/ n o es inyectiva ni sobreyectiva. 

Ejemplo 4-1 i. 

Sea/: R - + R definida p o r / ( x ) = x 3 . 

i )/ es 1-1. En efecto, sean x, y x2 en R tales q u e / ( * , ) ^ f(x2) es decir 

xJ = X j . Por pasaje de términos 

factorizando la diferencia de cubos 

(x, ~x,)\x] + x , x 2 + * 2 ) = 0 

O bien 

x] + xt x j + X j = 0 

La relación que vincula ax , conx, está dada por 

~x2 1 ^ 1 - 4 1 ! _ -xt±J-3x\ 
x , = 2 2 
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Es decir 

Si.v 2 = 0entoncesXi - 0 y resultax, ~x2 

Estos sor los únicos valores reales que satisfacen (1) y, en consecuencia / es 
inyectiva. 

ii ) /es sobreyectiva, pues * 

VyeR.3x = y/J tal que 

Ocurre entonces que J es biyectiva. 

Ejemplo 4-14. 

Sea./ . R — R : tal que/ <r) = (t, - t). 

Si en R- consideramos ejes x ey. de acuerdo con la definición, se tiene 

{ y = 

que corresponde a un sistema de ecuaciones paramétricas de una línea del plano vv 

Laminando ei Parámetro t resulta y = - x . que es la ecuación de la segunda bisectriz. 

Es claramente una función inyectiva. pero no sobreyectiva. 

4.5. FUNCIONES ESPECIALES 

4.5.1. Función constante 

La función / : A -* B. que asigna a todos los elementos de] dominio el elemento 
h e B, se llama constante. 

Está definida p o r / ( x ) = b para todo x e A 
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Se tiene f . 
/ = { ( * , ¿ > ) / x e A } 

A menos que A sea unitario, la función constante no es inyectiva, y es sobreyectiva 
sólo si B se reduce a un único elemento. 

4.5.2. Función identidad 

Identidad en A es la aplicación 

í A : A A tal que i A (x) = x 

La identidad en A es entonces la función que asigna a cada elemento de A el mismo 
elemento, es decir, deja invariantes a los objetos de A. 

A cada conjunto le corresponde una función identidad, y a veces en lugar de 
denotarla mediante i ' A se utiliza el símbolo 1 A . 

Se tiene 

Í'A = { ( x , x ) . < x e A } 

Es decir, la identidad en A es la diagonal de A 2 . Es fácil verificar que, como 
relación, es reflexiva, simétrica y transitiva, o sea, de equivalencia en A; además es 
antisimétrica, y en consecuencia de orden amplio. La función ÍA es obviamente 
biyectiva. 

4.5.3. Función proyección 

Consideremos A X B, y las funciones 

P, : A X B -> A 

P2 : A X B -*• B definidas por 

?1{a,b)=a y P2 ( * , & ) = & 

Tales funciones se ¡laman primera y segunda proyección del producto cartesiano, y 

asignan a cada par ordenado la primera y segunda componente, respectivamente. 

En un gráfico cartesiana se tiene 

i i 
i i 

1 

A a= P x (a,b) 



4.5.4. Función canónica 

Sea ~ una relación de equivalencia definida en el conjunto no vacío A. Por el 
teorema fundamental de las relaciones de equivalencia queda determinado el conjunto 

cociente — . cuyos elementos son las clases de equivalencia. 

Definición 

Aplicación canónica es la función 

que asigna a cada elemento de A. su cíase de equivalencia, es decir, tal que 

<ftx) ~ Kx 

Dos elementos equivalentes pertenecen a la misma clase y en consecuencia admiten 
la misma imagen, es decir, la aplicación canónica no es inyectiva. salvo en el caso de 
clases unitarias. Por otra parte, como cada ciase es no vacía, ocurre que siempre es 
sobreyectiva. es decir 

V K a e -~ . 3x e A ¿ ( r ) = K u 

Vale la siguiente proposición 

a - b \p(a) = \p{b) 

La función canónica en el caso de la congruencia módulo 3 definida en Z es 

: Z —• Z3 tal que tp{x) - Ku. siendo u el resto de la división de x por 3. 

Ejemplo 4-15. 

En R2 consideramos la relación definida por 

(a . b)-(a'. f) *>a=a' 

Es de;ir, dos pares ordenados de reales están relacionados si y sólo si tienen la 
misma primera componente. Puede verificarse fácilmente que la relación es de 
equivalencia, y el propósito consiste en caracterizar la aplicación Canónica. Las clases 
de equivalencia son áei tipo 

K ( a . b > = { ( * • > ' ) 

y están representadas por paralelas al eje de ordenadas. Para definir el conjunto 
cociente necesitamos un conjunto de índices, y al elegir un único elemento en cada 
clase, lo :omamos sobre el eje de abscisas, de modo que 

R 2 r i 
— = { K ( M ) / u e R ) 
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R 2 

Entonces la función canónica es<¿>: R2 -> —- tal que 

\p{a , ¿>) = k ( u j 0 ) si u-a 

4.6. c o m p o s i c i o n DE f u n c i o n e s 

Bajo ciertas condicioneses posible definir, a partir de dos funciones / y ¿r. una nueva 

función, llamada la compuesta de aquéllas. 

Sean 

t \ R, v 8 ' B ~* C 

donde coinciden el codominio de la primera con el dominio de la segunda. Si bien 

consideramos este caso más usual, es suficiente que el codominio de la primera sea 

parte del dominio de la segunda, es decir: B C B ' -

Nuestro propósito es asignar a cada elemento de A un único elemento de C, y el 

camino natural consiste en determinar la imagen de cualquier xeA por f, y a 

continuación obtener la imagen de/Lv) e B, porg. 

Definición v 

Composición de las funciones/' A — B y g : B -* C es la función g » / : A C 

detínidj por 

i s „ / f i.-Ji = g [j i •-:){ p,i¡-3 TÍJCÍO .i' c . \ 

El símbolo "g « /" denota la función compuesta de fcoag. o la composición d e / 
cong Puede leerse "/ compuesta cong". o "g ceri to/" o bien *'sr f ". 

Ejemplo 4-Ib. 

Sean A = (l , 2 , í) , B = [Ü , b , c , d\c = <̂ 5 , ó) y las funciones /: A ^* B y 

g : B -*C definidas así 



/ = { ( ! , f l ) . ( 2 , 6 ) , ( 3 , r f ) } 

/ / = { ( « . 5 ) , ( i , 5 ) , ( c , 5 ) , ( ¿ , 6 ) } 

Resulta 

á f ° / = { ( l , 5 ) , ( 2 , 5 ) , ( 3 , 6 ) } 

El diagrama correspondiente es 

A B C 

Debe notarse que no coexisten g ° f y f ° g. ya que en este caso el codominio áeg 
es C y el dominio de .fes A. Ambas composiciones existen si C C A. 

Ejemplo 4-17. 

Sean ahora las funciones 

/ : R - » - R tal que / ( x ) = 2 x 

g : R - + R tal que g(x) = x 2 

Entonces 

i ) S o / : R - » R está definida por 

( í » / ) M = d / W ] = l ( 2 x ) = ( 2 x ) 2 = 4 x 2 

i i ) / " o ^ : R - * R está definida por 

( / o r i (x) = / \g (x)] = / (x 2 ) =2 x 2 

Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son 
distintas, por diferir en la ley de asignación. 

Definición x 

Dos funciones f: A B y £ : A - * B son iguales si y sólo si para todo x de A se 

verifica / (x) - g Ex). 

Con relación al ejemplo se tiene: g° f ^ f ag. 
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4.6.2. Asociatividad de la composición 

Sean/: A - » B ,g:B->Cyh : C->D. 

Entonces se verifica 

(h°g)of=ho(gof) 

Las dos composiciones son funciones de A en D, y se trata de probar la igualdad. 

Interpretamos la situación en el siguiente diagrama 

Con relación al primer miembro se tiene 

/ : A - + B ] 

S=> (hog)af: A - > D 

hog :B -s-D J 

Para el segundo miembro es 

gof: A-+C 
h*(g0f): A-*D 

h : C -*D 

Siendo {hog)ofyho(gef) dos aplicaciones con el mismo dominio y codominio, 
para probar la igualdad, de acuerdo con la definición expuesta en 4.6.1., hay que 
verificar la igualdad deimágenes para todo elemento de A, dadas por dichas funciones. 

Sea x e A; aplicando reiteradamente la definición de composición 

Por otra parte 

((* • g) » /)(*) = (h • *)(/(*)) = h [g [ / ( x ) ] } ( 1 ) 

( * • < * • / ) ) « = / ) ( * ) ) = A [ g [/(*)]} (2) 

D e (1) y (2) se deduce 

( ( W W J ( * ) = ( ¿ ° Ü T ° / " ) ) ( * ) V x e A 
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Y por definición de igualdad de funciones resulta 

(hog)0f=ho(g0f) 

4.6.3. Composición de funciones ¡nyectrvas 

S i / : A -» B y £ : B -*C son invectivas, entonces g o /: A -+C es inyectiva. 
De acuerdo con la definición de inyectividad 4.4. i ) debemos probar que six'y x" 

son elementos de A que tienen ia misma imagen p o r £ <>/, entonces* * = x " 

Sea pues ( g x " ) ~ {g e / ) ix" \ 

Por definición de composición 

g[f{x'l)=glf(x"i] 

Por serg inyectiva resulta 

f(x')=f(x") 

ya que estos elementos de B tsenen ¡a misma imagen porg. Y por ser/invectiva: 

x' = x" 

Queda probado, así, que la composición de funciones inyectivases inyectiva. 

4.6.4. Composición de funciones sobreyectivas 

Si /: A -* B y g : B -*• C son sobreyectivas, entonces g => /: A C es sobreyectiva. 
Según 4.4. ii ) hay que probar que para todo : e C existe x e A tal que 

< W > U ) = z-
Por serg: B -*C sobreyectiva, 

VzeC ,3yeBlg(y) = z 

Ahora bien, dado y e B, por ser/: A -*B sobreyectiva, 

Ixe A ífix) - y 

De aqat se deduce que 

g\ftx)\-giy) = : 

Entonces, dado cualquier z e C, 3 x e A tal que (g o /) (JC) = z. de acuerdo con la 
definición de composición. 

En consecuencia, la composición de funciones sobreyectivas es sobreyectiva. 

4.6.5. Composición de funciones biyectivas 

Si / : A -*• B y g : B -*• C son biyectivas, entonces la composición g ° /: A -*• C 
es biyectiva. 

Este enunciado es una consecuencia de 4.6.3. y 4.6.4. 
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Ejemplo 4-18. 

En 4.6.3. se ha demostrado que la composición de dos aplicaciones invectivas es 

inyectiva. La inyectividad de la composición no implica la de cada función, pero sí la 

de la primera. Es decir, si /: A -»B y g : B-»C son tales q u e g o / : A - » C es 1 -1 , 

entonces/es inyectiva. 

Sean x' y x" en A tales q u e / O ' ) = /(x"). Hallando la imagen de este elemento de 

B por g, se tiene 

g\f(x')\=g[f(x")\ 

ya que cada elemento del dominio B tiene imagen única en C, por definición de 

«tinción. Pot definición de composición 

< f f ° / ) ( - 0 = L?*/)(•*"'> 

y, por serg o / inyectiva, resultax'~x". 
En consecuencia,/es inyectiva. 
De modo análogo el lector puede demoitrar que si la composición de dos 

aplicaciones es sobreyectiva, entonces la segunda es sobreyectiva. 

4.7. FUNCIONES INVERSAS 

Toda función / : A -» B es una relación; cabe preguntarse si la relación inversa es 

una función. En general, la respuesta es negativa, como se ve a través del ejemplo 4-2, 

donde A = {- 1 , 0 , 1 , 2} , B ={o , 1 , 2 , 3 , 4} y / : A - * B es tal q u e / ( x ) = x 2 , 

es decir 

/ = { ( - 1 . 1 ) , ( 0 , 0 ) , ( 1 , 1 ) . ( 2 . 4 ) } 

La inversa de esta relación es el subconjunto de B X A: 

{ ( 1 , - 1 ) , ( 0 , 0 ) , ( 1 , 1 ) , ( 4 , 2 ) } 

Se ve claramente que esta relación no es una función de B en A, pues los elementos 

2 y 3 del eventual dominio carecen de imágenes en A, y además no se cumple la 

condición de unicidad, ya que 1 tiene dos correspondientes en A. 

Sea en cambio el siguiente caso A = i i . 2 . 3j , B & »*•">' V 

/ = { ( ! . f l ) ,<2 , c ) .(3 , 6 ) | una función de A en B. La relación inversa es 

g={(a, l ) , ( i , 3 ) , ( c , 2 ) } 

es claramente una función de B en A, llamada función inversa d e / La composición 

* . / = { ( ! , 0 , ( 2 , 2 ) , ( 3 , 3 ) } = ¿ A 



Definición ,\ 

La f u n c i ó n / : A -* B admite inversa si y sólo si existeg : B -> A tal que g ° /= /A 

>' / = £ = ¡ B 

Ejemplo 4-19. 

La función / : R ->R definida p o r / ( x ) = x + 2 admite inversa £ : R -*R tal que 
£ (x) = x - 2, pues 

(g°f)(x) = glf(x)] = g(x + 2) = x + 2 -2 = x = in(x) 

( f-. ?\(y\— f\v(x\\~ fív — T>\ — *• — "I ; 1 ; , , 
"' - / J ta v - j i t v- -'• - • - • - < K <A; 

seaún las definiciones de composición, de / de g y de identidad Por igualdad de 
Junciones resulta 

, « ° / = Í R y / » f = ¡ a 

La representación cartesiana de dos funciones inversas conduce a gráficos simétricos 
respecto de ¡a primera bisectriz: 

La función / es biyectiva, como puede probarse fácilmente, y este hecho es 
necesario y suficiente para que admita inversa. 

4.7.2. Propiedad 

Una función admite inversa si y sólo si es biyectiva. 

I) Si una función admite inversa, entonces es biyectiva. 

Hipótes is ) / : A ~> B es tal que existe g : B -> A siendog°'f ~iA y f » g = /„ 

Tesis) /es biyectiva. 

Demostración) 

a) Vemos primero la inyectividad de / 

Sean x' y x " en A tales que / (x') = / (x " ). La imagen de este elemento de B por g es 

* [ / < * ' ) ] = * [ / ( * " ) l 

Por definición de composición, esto se traduce en 

(gof)(x')=(gof)(X") 

y siendo por hipótesis g o / = J a , se tiene 

Es decir: x' - x ", lo que demuestra que /es 1 - 1. 

b) Demostramos ahora que /es sobreyectiva'. 

De acuerdo con la definición, debemos probar la verdad de la proposición siguiente 

V y e B , 3 xek!f(x)=y 

Sea entonces cualquier elemento y e B; por definición de identidad en B se tiene 

>' — ' B (>') » y como por hipótesis í'B =f°g 

se tiene 

y = (fog)(y) 

Por definición de composición 

y=f\g(y)) 

Es decir, a expensas de y e B, hemos determinado x = g (y) en A, tal que/(jc) = y, 
Siendo /inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva. 

I I ) Si una función esfciyectiva, entonces admite inversa. 

Hipótesis) /: A -»B es biyectiva. 

Tesis) 3 g: B-»-A tal que £ « / = í A y / ° g = f B . 

Demostración) Necesitamos proceder en tres etapas. 

a) Primero se trata de definir una función g : B -*A, de modo que se verifiquen las 

restantes proposiciones de la tesis. 

En este sentido, definimos 

g: B - * A mediante g(y)~x si ftx) = y ( I ) 

Tenemos que ver que (1) satisface la definición de función. En efecto: 

i ) Todo elemento y del dominio B tiene un correspondiente x en A, ya que, por 

ser/sobreyectiva, todo y e B proviene de algún x e A. 
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ii ) El correspondiente x asociado a y es único, por ser/inyectiva. 
En efecto, si x y x' fueran antecedentes distintos de y por / se tendría 

x-tx' A / ( x ) - / ( x ' ) = y, lo que es absurdo por la inyectividad d e / 
b) Hay que probar queg o / = iA . 
Cualquiera que sea x en A se tiene, por definición de composición, por (1), y por 

definición de identidad en A 

(g-f)M = g 1/(-v)l-g(y) = v = iA (x) 

Entonces por definición de funciones iguales 

c) Finalmente, demostramos que fe g - /B. 
Como f o g : B -*• B. para todo y € B, tenemos, por definición de composición, por 

(1) y por identidad en B 

{f'g)(y) = f\giy)] = f (*) = y - íB <>' > 

Es decir 

/ » í = 'B 

4.7.3. Consecuencia 

Si /: A ->• B es biyectiva, entonces la función g : B - > A a que se refiere el teorema 
anterior es únic3 y, además, biyectiva. 

Si existieran dos funciones g y g' que cumplieran las condiciones de 4.7.2. I I ) se 
tendría 

g'=g'° í B = Í ' « ( / » Í ) = ( ? ' ° / ) ^ = Í A ' > ? = « 

por ser ¡B neutro a derecha e igual a /o £, por asociatividad de la composición, por ser 
g'- /= i\. y porque iA es neutro a izquierda. En consecuencia.g es única. 

l'or otra pane,, de acuerdo con 4.7.2. 1) se tiene esta situación: g : B —A es tal que 
ntsvtf: A -*B. áendofog - íB yg-/= / A . En consecuencia, g es biyectiva. 

La función .5 se llama b inversa d e / y se denota con el s í m b o l o / " ' . 

Ejemplo 4-20. 

Se trata de probar que 

/; R -+(— i . 1) definida por 

x 
f (X) - , ••••• admite inversa. y ' 1 + |x| 

De acuerdo c jr el teorema anterior es suficiente probar que fes biyectiva. 
Previamente, necesitamos precisar algunos conceptos relativos a la función valor 

absoluto, y su conexión con la función signo. 
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i ) Función valor absoluto es la aplicación 

1 | : R - * R ¿ ( siendo R¿ = R+ U {o}) 

definida por 
f x si x>0 

—x si x < 0 

Su representación cartesiana consiste en el par de bisectrices del primero y segundo 

* R . 

\ J 

/ 

R 
—»• 

i i ) Función "signo de x" es ía aplicación 

sg: R -*Z definida por 

f 1 si x > 0 ' / 1 

sg(x) = < 0 si x = 0 
| - 1 si v < 0 

Esta función ya fue graikaüa en el ejemplo -i-3. 

i i i ) Cualquiera que sea el número real x, se cumple 

¡x! = x. sg (x) 

lo que es fácil de verificar teniendo en cuenta las definiciones de valor 

absoluto y de signo dex. 

Retomamos nuestro propósito inicial: 

a) /es inyectiva. 



Seanx' y x" en A, tales que 

/ • ( * ' ) = / ( * " ) 

x' * X " 

TTÜ7Í = TTÍPT C O N *CO = «(*") 

x - + x * l x " ! = x" + x " | x ' | y s?(x ' ) = * £ ( * " ) 

* 

x t x ' . x " s # ( x j = x" - r . r , \ jc'^g (x*) p 0 r ni) 

I 
J C ' = . t " 

O sea: /es l — i . 
b) /es sobreyectiva. 
Sea >• e (- 1 ,1). Si 3 x e R / / ( x ) = y. entonces debe ser 

i . " ^ i = y con sg(x) = sg(y) 

Operando 

x=y+y\x\ Por (1) 

x=y+yxsg(x) Por i i i ) 

x=y + xy sg(y) P o r ( l ) 

4 

x — xysg(y)=y Por trasposición 

4 
x(l — \y\)=y Por distributividad y i i i) 

x= t P u e s l - | y | > O y a q u e | y j < l 

Es decir 

F U N C I O N E S I N V E R S A S 127 

tal que 

1 + 
Ivl 

1 - | > I 

1 - L v l 

.y 

i - \y\ + !.vl 
= 7 

1 - W 

Esto prueba que / es sobreyectiva. 

Por a) y b) resulta que / es biyectiva y en consecuencia admite inversa. La inversa 

es 
f~l • ( - 1 , 1)-*R tal que 

/-'(*)= T 4 T 

c) Verificamos que//<>/=ÍR 

En efecto 

V x e R : ( £ o / ) ( x ) = > j [ / ( x ) ] = 

x 

g ( 1 + \x\ ) l _ 
l + | x | 

I + M ! 

= X = Í R ( X ) 

d) Además , ' / o / i = i ( - 1 , i ) 

Pues 

x e i ' ( - i , t )=» (/og){x)=f[g(x)]= 

x 

= ' ( - i , i ) w 

1 - W 

1 + 
l - l x | 

: X = 

Ejemplo 4-21. 

La func ión / : A -*> B es inyectiva si y sólo si existeg: B -> A tal.que£ ° / = 'A 

I) Hipótesis) /: A -> B es 1-1. 

Tesis) 3 Jj: B - * A t a l q u e j / o / = / A . 

Demostración) La función / no es necesariamente sobreyectiva, de modo que 

eventualmente existen elementos del codominio sin preimagen en el dominio. Nos 

ayudamos con el siguiente diagrama 
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Definimos una función g • B A mediante la siguiente asignación 

! x si fix) = i-
i 

g{ v ) ~ \ 
| x' (Cualquier elemento fijo de A) si no 
[ existe x € A tal que f(x) = y. 

De este modo, todo elemento de B tiene un correspondiente en A, y además es 
único, por ser /invectiva. 

Ahora bien, utilizando las definiciones de composición, de g. y de identidad en 
A, se tiene, cualquiera que sea x e A 

(g « f) {x) = g [f(x)l =g(y) = x = ¿A í.x) 

y por definición de funciones iguales resulta 

I I ) Hipótesis) / : A -* B es tal que existe g : B A de modo que g o / = iA 

Tesis) / « s inyectiva. 
Demostración) Sean x' y x" en A tales que fix') = fix"). 
Entonces: g[f(x')] = g[f(x")] 
Por definición de composición: (g o / ) (* ' ) = (g => /) (x"). 
Por hipótesis: /A (* ' ) = Í'A (x"). 
Esto implica x' — x". y en consecuencia /es 1—1. 

4.8. IMAGENES DE SUBCONJUNTOS DEL DOMINIO 

4.8. í. Sean / ; X -* Y y A un subconjunto de X. Las tir.ágenes de todos ios 
elementos de A determinan un subconjunto de Y, llamado imagen de A por / 
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Definición 

Imagen del subconjunto A C X es el conjunto cuyos elementos son las 

imágenes de los elementos de A. 

En símbolos 

/ ( A ) = { / ( * ) / * e A } 

O bien 

/ ( A ) * { > • e Y / 3 x e A A f(x) = y \ -

El símbolo / (A) se lee ""imagen de A " . 

De acuerdo con la definición 
y e/(A) 3 x e A¡y =f(x) 

En particular, si A = X, entonces / (X) se «llama imagen del dominio por / o 
directamente imagen de / Además , / (# ) = <j>. 

Se tiene obviamente que fes sobreyectiva si y sólo s i / ( X ) = Y. 

4.8.2. Propiedades de la imagen 

Sean /: X -+Y y A y B subconjuntos del dominio. 

a) Si un subconjunto del dominio es parte de otro, entonces la misma relación vale 

para sus imágenes. 

Es decir, s i / : X ->-Y , A C X , B C X y A C B, entonces e s / ( A ) C / ( B ) . 

En efecto, sea 

zef(A) 
<1 

* 3 x e A / fix) — z Por definición de imagen 

3xeQ ! f(x) - z Por ser A L B 

- e f i B» Por definición de imagen 

b) La imagen de ¡a unión de dos subconjuntos del dominio, es igual a la unión de 

sus imágenes. 

Hipótesis) / : X - * Y 

A C X y B . C X 

Tesis) / ( A U B ) = / ( A ) U / ( B ) 

Demostración) 
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'""robamos la doble inclusión. 
r \ ) Sea 

z e / ( A U B ) 

3 x e A UB ; ' / { * ) = z 

3 x i (x e A v xeB) A fíx)-z 

% 

* í.3.v ' .ve A - f(x)=z) v ( 3 x / x e B A / ( X ) = Z) 

41 

zef(A) v z e / ( B ) 

z e / ( A ) U / ( B ) 

Es decir 

/ ( A U B) C / ( A ) U / ( B ) (1) 

2 o ) Usando propiedades de la inclusión y a) 

A C A U B =>/ (A)C/(AUB) 1 
B C A U B = » / ( B ) C / ( A U B ) J ^ 

= » / ( A ) U / ( B ) C / ( A U B ) (2) 

De (1) y (2) resulta 

/ ( A U B W ( A ) U / ( B ) 

c) La imagen de la intersección de dos subconjuntos del dominio está incluida en la 
¡intersección de sus imágenes. 

Se trata de ver que si /: X -» Y, A C X y B C X, entonces 

• / ( A n B ) c / ( A ) n / ( B ) 

P R E I M A G E N E S 

En efecto, sea 

z e / ( A n B ) 

• 

^ 3 x e A n B / / ( x ) = z 

I 

( 3 x e A / / ( x ) = z) A ( 3 x e B / / ( x ) = z) 

z e / ( A ) A z e / ( B ) 

11 

2 e / ( A ) n / ( B ) 

Entonces 

/ ( A n B ) C / ( A ) n / ( B ) 

El siguiente ejemplo prueba que no es válida la inclusión en el otro sentido. 
Sean /: Z -+N definida por 

/ ( x ) = x J 

y los subconjuntos de Z 

A = ( - 2 . - 3 .4 } y B = Í 2 . 3 , 4 , s ) 

Se tiene A n B = {•»} y 

/ < A O B ) = { l 6 } 

/ ( A ) n / ( B ) = { 4 , 9 , 1 6 ) n ( 4 , 9 , 16 ,25} = { 4 , 9 , 1 6 } 

Resulta 

/ ( A n B ) c / ( A ) n / ( B j 

4.9. IMAGENES INVERSAS DE SUBCONJUNTOS DEL CODOMINIO 

4.9.1. Concepto 

Sean / : X -> Y y A una parte del codominio Y. Un problema de interés consiste en 
determinar los elementos del dominio cuyas imágenes pertenecen a A. Tales elementos 
forman un subconjunto dé X, llamado imagen inversa o preimagen de A por /. 
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X 

\ 

Definición 

Imagen üversa o preimagen del subconjunto A C Y, es el conjunto de los 
elemento;del dominio cuyas imágenes pertenecen a A. 

La notación para indicar la preimagen de A por/ , e s / - 1 (A) y no debe entenderse 

que se indica la función inversa, la cual puede no existir, ya que nada se prefija acerca 

d e / 

En símbolos 

/•' (A) = {xeX!f(x)e\) 

Es claro que 

xef'1 (A) < * / £ * ) € A 

Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A si y soto si su 

imagen pertenete a A. 

Ejemplo 4-22. 

Sea /: R -*R definida por / ( x ) = x2. 
Determinamos las preimágenes de los siguientes subconjuntos del codominio 

í ~ , • i ! . : 1 , 1!.í— 1 s * í1* 91 

Se tiene 

« ) f'1 < - < » , - l ) = { x e R ¡ f(x)e(-~, 

Ahora bien 

# / ( x ) e ( - - , 7 11 ~x2 < 

- i } 

— 1 •*>x e<¡> 

Resulta 
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i i ) En el segundo caso 

* € / " 1 ( " 1 . 1 ] 

/ ( x ) e ( - l . l ] 

x» e ( - l , 1 ] 

* 
- - j < x 2 < i 

# 

x 2 « 1 

M a < 1 

- 1 < x < 1 

x e l - l . l ' j 

Entonces ( - 1 , 1 ] 

iii) Se tiene 

Por definición de preimagen 

Por definición de / 

Por definición de intervalo 

Pues x2 > - l , V x 

Porque x 2 = j x i 2 

Por ser |x| < 1 

Por definición de intervalo cerrado 

h 1 , 1) 

xef'1 ( - 1 . 1 ) 

/<*) e (- 1 ,1 ) 

x 2 e ( - l , D 

x* < 1 

* 

ixl <- 1 

í 
- i < x < 1 

* 
x e ( - l , l ) 

Luego r l ( - 1 , 1 ) = ( - 1 , 1 ) 
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•') Finalmente xef1
 [ 4 , 9 ] 

f(x)e[4,9] 

x2 e [4 , 9 ] 

* 

4 < x 2 < 9 

x2 > 4 A x 2 < 9 

Entonces 

•x\>2 A lx| < 3 

xe[-3,-2] v x e [ 2 , 3 ] 

x e [ - 3 , - 2 ] U [ 2 , 3 ] 

[ 4 , 9 ] = [ - 3 , - 2 } U [ 2 , 3 ] 

4.9.2 Propiedades de la preimagen 

Sean /: X — Y y los subconjuntos A C Y. B C Y 

a) La preimagen de la unión es igual a la unión de las preimágenes. 

Se ¡rata de probar q u e / 1 (A U B) =/ (A) U / ~ ' (B) 

L tilizamos sucesivamente las definiciones de preimagen, de unión y de preimagen 

¿ . x ef'x ( A U B ) * / ( x ) E A U B # 

*•/(*)<? A v f(x) e B *> 

<*xef-1 (A) v . r e / ' 1 (B) ~ 

« n . f ( A ) u / - * 
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b) La preimagen de la intersección es igual a la intersección de las preimágenes, es 

decir 

/ - ' ( A n B ) = / _ 1 ( A ) n / - 1 (B) 

Razonando análogamente, se tiene 

x ef~l (A n B) <*• f(x) 4A n B <* 
i. 

# / ( x ) e A A / ( x ) e B « • 

(A) A x e / _ I (B) «> 

«*• x e/"*1 (A) O / " 1 (B) 

c) La imagen inversa del complemento de un subconjunto del codominio e» igual al 

complemento de su preimagen 

(Ac) = lTl ( A ) f 

En efecto ' * ' 

xef'1 ( A e ) - / ( x ) e A c « / ( x ) é A «* /> 4 

~ ~ [ / ( x ) e A ] o - [ x e / " 1 (A)] . 

o x f / " « ( A ) <* x e t / " ! ( A ) f 

Ejemplo 4-23. 

El conjunto Í2 consiste en los posibles resultados que se obtienen al lanzar una 

moneda, es decir 

Í2 = <¡ c, s } 

Se define /: Í2-+ R mediante 

/(<-) = 1 

/ ( í ) = 0 

En un diagrama, la situación es 

SI 



Determinar / " " ( - » , x ] , V x e R 
Por definición de preimagen 

( - « - . J r ] = { w e í 2 / / ( w ) < * } 

Entonces 

( 4> si x < 0 

( ^• ••<] = <j {s} si 0 « . v < 1 
:

v (<•, ?} si i < x 

Ejemplo 4-24. 

Sea una aplicación 

/ : A-fR 

Demostrar 

V x € R : U / ~ : (- « , x ~ 2 ~ n ] = fl ( - <*, , jt) 

Para cada x e R, el primer miembro denota la unión de una sucesión de conjuntos 
del dominio A. cuya identificación con la preimagen de (-<» , X) debemos probar. 

i )Sea »e U /"* ( — , x-2'"] 
n = 1 

Por definición de unión, 3 m e N tal que 

wef'1 ( - o o . x — 2 " m j 

Por definición de preimagen 

f(w)<x-2~m (1) 

Y como 

Sumando (1 ¡ y ¡2> 

/ i i', i < X 

es decir: /'(>•)e (— <» , x ) , 

y por definición de preimagen resulta 

wef'1 ( - « , x ) 

Luego 

U r l ( - < - . * - 2 - J C / " 1 ( — . * ) (3) 
n = J 
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i i ) Sea ahora 
wef'1 (— 0 0 , x) 

Por definición de preimagen 
/ ( w ) < x 

Es decir: x—f(w)>0 
Y siendo x — / (w) un número real positivo existe m e N tal que 

x-f(w)>2"m 

Por trasposición de términos 

/ ( w ) « x - 2 " m 

O sea 

3 m e N ¡ f ( w ) € ( - « , x - 2 " m ] 

Y por definición de preimagen 

J f f l e N / w e f 1 ( ~ * , x ™ 2 " M j 

Por definición de unión resulta 

w e U / " ' ( - ° ° , x - 2 " n ] 
n = 1 

Es decir 

f-1(—,x)C U f 1 ( - < * > , x - 2 ~ n ] ( 4 ) 
n = 1 

Las inclusiones (3) y (4) demuestran la igualdad propuesta, 

4.10. RESTRICCION Y EXTENSION DE UNA FUNCION 

Sean f : X ~» Y y A un subconjunto de X- Definimos la función g : A -* Y mediante 
ia asignación g ix) - fix) cualquiera que sea x e A. Decimos que g es la restricción de la 
aplicación/al subconjunto A. y la denotamosf = / i A. 

Si g es la restricción de / al subconjunto A, entonces/: X - * Y es una extensión de 
la función g sobre el conjunto X. Es claro que la restricción de /: X - * Y al 
subconjunto A es única; mientras que, dada una función g: A - * Y , ésta admite más de 
una extensión sobre el conjunto X que contiene a A. En efecto, sig: A Y y A C X, 
entonces podemos definir una extensión de g al conjunto X, de la siguiente manera, sea 
jo un elemento cualquiera de Y; definimos: 

fg(x) si x e A 
/ : X - * - Y mediante / ( * ) = < 

y 0 si x e X — A 
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4-25. Dados A = <j 1 , 2 . 3} y B = { 0 . i , 2 , 3 , g} definir por extensión la 

función / : A - * B , que asigna a cada elemento del dominio su cuadrado 
disminuido en 1. Representar y clasificar / 

4-26. Siendo A = { - 2 , — 1 , 1 , 3 } representar y clasificar la apl icación/ : A -* Z. 

tal que la imagen de cada elemento de A es el resto de su división por 3. 

4-27. Por definición, parte entera de un número real x es el mayor entero que no 
supera a x. Si e es la parte entera de x se verifica 

e<x<e+1 
Para denotar la parte entera del número real x, se usan las notaciones ent (x) o 
[*] • 

Estudiar, representar y clasificar la función /: R -* Z, definida por 

/(•*•) = ent(x) 

4-28. Representar y clasificar la función mantisa, que se denota por 
mant: R -*R 

y se define mediante mant (x) = x — ent (x) 

4-29. Representar y clasificar las siguientes funciones: 

> ) / : R -»-R tal que f(x) = x - 1 

ü ) /: R-»-[l ,~>) tal que f(x)=x2 + 1 

i i i ) /: Z->-Q definida por / ( * ) = ~ 1 

4-30. Sean A = { 1 , 2 , 3 } y B = { ? , 3 } 

Representar y clasificar/: A X B -*Z definida por 

f(a.b)=3a-b 

4-JJ. Dados A = { 1 , 2 , 3} y B= ( 1 , 2 , 3 , 4 } definir por una tabla y clasificar 

/ : / * ( A ) - > / » ( B ) tai que / ( X ) = B - X 

T R A B A J O P R A C T I C O I V 139 

4-32. Definir aplicaciones no constantes, con los dominios y codoniinios que se 
indican: 

i ) / : Q-*Z 

ii ) g : Z - v N (que sea biyectiva) 

i i i) h : R -»{o, l} 

4-33. Sean / : Z -*• N definida por / (x) = x2, y los subconjuntos del dominio 

A = { - 1 . - 2 , - 3 , 4 } y B = { l , 2 , 3 , 4 } . 

Verificar las propiedades de la imagen. 

4-34. Se considera la f u n c i ó n / : R5 -»R tal que f(x,y) = y . 

Dar des subconjuntos A y B del dominio, tales que B C A y / ( A - B) = 

* / ( A ) - / ( B ) 

4-35. Proponer dos conjuntos X e Y, una parte A C X y una función /: X - * Y tales 

que 

i ) / ( X - A ) C Y - / ( A ) 

i i ) Y - / ( A ) C / ( X ~ A ) 

ii i) / ( X - A ) O [ Y - / ( A ) ] = 0 

4-36. Sea / : R R definida por / (x) = x2 + 1. Determinar las preimágenes de Sos 
siguientes subconjuntos del codominio: 

[ - 1 , 1 ) , ( - - , 4 - U 0 . 3 ] . [ 0 . 3 ) . [ 1 ,10 j 

4-37. Sea/: X -* Y. Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones: 

a) /es inyectiva. 

b ) V A , A C X - » / - ' r / ( A ) ] = A 

4-38. Las funciones / : Z - + Q y £ : Q-*Zson tales que 

• f(x)=~+l y g(x)=em(x) 
¿ 1 

Definir g ° /. / ° g, y determinar ig°f)[—2),{f = g)( - y )• 

4-39. Las funciones/: A - > - B y £ : B - » C s o n tales queg =>/es sobreyectiva. Demostrar 
que g es sobreyectiva. 

4-40. Las funciones /: A B, g : B -* C y h : C -* D son tales que g ° /y h ° g son 
biyectivas. Demostrar que/, g y h son biyectivas. 

4-41. Las funciones/: A-*B,g : B-*Cyh : G A son tales que hogvf y f» h° g 
son sobreyectivas, mientras que g o / o A e s inyectiva. Demostrar que f,g y h son 
biyectivas. 
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4-42. Sean /: X -> Y una función, y los subconjuntos A C X y B C Y. Demostrar las 
siguientes relaciones: 

a ) A C / - 1 [ / ( A ) ] C ) / ( X ) - / ( A ) C / ( X - A ) 

b) flf'1 (B)] C B d) (Y - B) = X - - / - ' (B) 

e ) / ( A n / " 1 ( B ) ) = / ( A ) n B 

4-4 J. Dado el subconjunto A C X definimos la aplicación 

XA : X -* R mediante 

í 1 si x e A 

XA (x) = <! 
! 0 si x e X — A 

X A

 s e llama función característica de! subconjunto A C X . 

Verificar que para todo elemento x de un conjunto X se cumplen las siguientes 

relaciones entre las funciones características de los subconjuntos de X: 

' ) X A O B W = X A M X B W 

ü ) X A U B Í * ) = X A (X) + x B <*> - x A ú ) . X B (•*) 

4-44. Se considera la función / : X2 - X2 definida p o r / ( a , b) = (b ,a) 

Demostrar que /« d = d, siendo d : X - X2 la función diagonal. 

4-45. La función/ : R -*R 2 está definida por f(x) = (x , - x ) . Demostrar: 

i ) f(x+y)=f(x)+f(y) 

ii) f{k.x) = k.f(x), dondefceR 

Nota: las condiciones i ) y i i ) confieren a / e l carácter de función lineal. 

4-46. Sea / una función arbitraria de un conjunto A en R. Demostrar que para todo 
número real x se verifica 

0 r 1 ( - ~ , x + 2-") = / - 1 ( — . * ] 
n = 1 

4-47. Sea A es un álgebra de Boole de subconjuntos de íl y P es una función de A en 
R que satisface: 

¡1 P IA) > 0 cualquiera que sea A 

u ) P íü) = 1 

i i i) P( 2 Ai ) = 2 P(A,) 
\¡=1 J i-i 

La aplicación P, que verifica las condiciones anteriores, se llama función de 
probabilidad; los elementos del dominio son sucesos, y .a imagen de cada uno de 
ellos es su probabilidad. 
Demostrar: 

a) La probabilidad del vacío es igual a 0. 
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b) La probabilidad de la unión de dos sucesos es igual a la suma de sus 

probabilidades menos la probabilidad de su intersección. 

c) La probabilidad del complemento de un suceso es igual a 1 menos la 

probabilidad de dicho suceso. 

i-48. Sean un álgebra de sucesos de O y X una función de fien R. Demostrar que para 

todo x e R 
X " 1 (-°".x)eA * > X " 1 ( - ° ° , x l e A 

4-49. En las mismas condiciones del ejercicio anterior demostrar 

X - 1 {— oo ( x i e A •» X " l [x, « ) e A 

4-5(1. F n el mismo caso, demostrar 
X " 1 (-°°.x]eA X " ' (x . •» )£ .4 

4-51. Sea /: X - + Y , Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones cuales­

quiera que sean A C X y B C X 

i ) / - ' [ / ( A ) l = A 

i i ) / ( A C l B ) = / ( A ) n / ( B ) 

iii) A n B - $ =*• / ( A ) n / ( B ) = 4> 

iv) B C A =* / ( A - B) = / ( A ) —/(B) 



Capítulo 5 

LEYES DE COMPOSICION 

5.1. INTRODUCCION 

En este capítulo definimos, desde e! pumo de vista funcional, el concepto de ley de 
composición interna en un conjunto no vacío. Luego de proponer algunos ejemplos, se 
estudian las posibles propiedades que pueden presentarse y la eventual existencia de 
elementos distinguidos. Se introduce aquí el tema de homomorfismo entre conjuntos, 
y su culminación en el teorema fundamental de compatibilidad de una relación 
de equivalencia con una ley interna. Con vistas a su utilización en la estructura de 
espacio vectorial, se definen las leyes de composición externa. 

5.2. LEYES DE COMPOSICION INTERNA 

Una ley de composición interna, definida en un conjunto no vacío A, consiste en 
una operación que asigna a cada par ordenado de elementos de A un único elemento 
de A. Esto significa que a cada objeto de A X A le corresponde un único elemento de 
A. 

Definición 

Ley de composición interna definida en un conjunto no vacío A, es toda función 
de A X Á en A. 

En símbolos 

* es una ley interna en A <* * : A2 -*• A 

Es decir 

a e A A beA*>a*beA 

La unicidad de a * b está dada por la definición de función. La imagen a * b, del 
par (a; b), es el compuesto de a con b. 

Son ejemplos de leyes de composición interna, la adición y multiplicación en N,Z, 

Q . R y C . 

Ejemplo 5-7. 

Las siguientes tablas de doble entrada definen leyes de composición interna en el 

conjunto A = {a , b , 

i ) 
a b e ü) 
a b e 
t. . ~ 
V C i* 
c a b 

a b e 

a b b 
r a e 
b c a 

En i ) es b * c = a, pero en i i ) se tiene b *,c = c. ¿Cuántas leyes de composición 
interna es .posible definir en este conjunto A? Es obvio que tantas como funciones 
existan de A2 en A; como A2 tiene 9 elementos, se trata de todas las variaciones con 
repetición de 3 elementos de orden 9, es decir, 3 9 . 

Ejemplo 5-2. 

En R2 se define * mediante 

(a , b) * (c , d) = (a + c , b + d) 

Esta ley interna es llamada suma ordinaria de pares y se efectúa sumando en R. 
componente a componente. Como cada par ordenado de números reales caracteriza un 
vector del plano aplicado en el origen de un sistema cartesiano, resulta que el 
significado geométrico de esta ley de composición interna en R2 consiste en la 
diagonal del paralelogramo cuyos lados son los vectores dados. 

i 
" R -S*( f l ' f c ) * 

/ / jf\a,b) 

ir 
R 
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Sjemplo 5-3. 

Dado A = ( E 2, 3} se considera el conjunto T(A) cuyos elementos son todas las 
•unciones biyectivas de A en A, es decir 

T (A) = { / j : A -* A i f¡ es biyectiva j 

Nos interesa ce finir en T(A) la composición de aplicaciones, que es obviamente una 
*Y de composición internad puesto que la composición de aplicaciones biyectivas de A 
ÍO A conduce a aplicaciones biyectivas de A en A. 

El conjunto TIA) tiene 6 elementos, que caracterizamos a través Je K.-s correspon­
dentes conjuntes imágenes de las aplicaciones 

/ , = { ( ! , 1) , ( 2 , 2 ) , (3 , 3)} = iA h « { ( 1 , 2 ) , (2 . 3 ) , (3 , 1)} 

/ i - í - ( l . l ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 2 ) } f s = { ( 1 , 3 ) , ( 2 , ! ) , ( 3 , 2)} 

/ 3 « { ( i , 2 ) , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 3 ) } / . = { ( « , 3 ) , ( 2 , 2 ) , ( 3 , 1 ) } 

Para componer f2 c o n / 3 determinamos/3 o / 2 mediante: 

( f 3 » / S ) ( l ) = / 3 [ / i ( l ) ] * / j ( D = 2 

í / 3 ° / 2 ) ( 2 l = / 3 [ / 2 ( 2 ) ] = / 3 ( 3 ) - 3 

(fj c / 2 ) ( 3 ) = 1 

Resulta a s í / 3 o / 2 = / 4 . 
El lector puede completar la tabla de la composición de las funciones biyectivas de 

A en A. come en el caso del ejemplo 5-1. 

S.3. PROPIEDADES Y ELEMENTOS DISTINGUIDOS 
DE LAS LEYES DE COMPOSICION INTERNA 

Sea * una ley de composición interna en A, es decir, * : A1 — A 

5.3.1. Asociatividad 

* : A' A es asociativa <* (a * b) * c = a * (b * c) cualesquiera que sean a. 5 y c 
en A. 

5.3.2. Conmutatividad 

* : A3 -»A es conmutativa oa*b = b*a para todo par de elementos a y b de A. 
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5.3.3. Existencia de elemento neutro 

Cabe preguntarse si existe en el conjunto A un elemento e, que compuesto a 
izquierda y a derecha con cualquiera otro no lo altere. Si un elemento tal existe se lo 
llama neutro o identidad respecto de la ley * de acuerdo con la siguiente definición 

e e A es neutro respecto de* -» \/aeA:a*e = e*a=c¡ 

5.3.4. Existencia de inversos en una ley con neutro 

Sea * una ley interna en A, con elemento neutro e. Dado ae A interesa investigar si 
existe á' € A, tal que compuesto a izquierda y a derecha con a dé por resultado &, El 
neutro es un elemento del conjunto relativo a todos. El inverso, si existe, es relativo a 
cada elemento. Proponemos la siguiente definición 

a' e A es inverso de a e A respecto de* oa*a~a'*a — e 

Los elementos dé A que admiten inversos respecto de * se llaman inversibles. 

Ejemplo 5-4. 

i ) La adición es una ley interna en N, conmutativa y asociativa. 

i i ) La adición es ley interna en Z, asociativa, conmutativa, con neutro 0, y con 
inverso aditivo para cada entero. 

i i i) En R la multiplicación es ley interna, asociativa, conmutativa, con neutro 1, 
y con inverso multiplicativo para cada elemento no nulo. 

iv) En el conjunto T( A) del ejemplo 5-3, la composición de aplicaciones es ley 
interna, asociativa (la composición de funciones es asociativa), con neutro 
f\ ~ 'A» y c o n inverso para cada elemento. Estas propiedades son verificables 
sencillamente mediante la tabla de la composición. 

5.3.5. Unicidad del neutro 

Si existe neutro en A respecto de *. entonces es único. 
Supongamos que ? y e' son neutros respecto de *; entonces, por ser e neutro y por 

serlo <?*, se tiene 

e' — e' * e e * e' ~ e 

5.3.6. Unicidad del inverso respecto de una ley asociativa 

Si un elemento a € A admite inverso respecto de la ley asociativa *, entonces dicho 
inverso es único. 

Supongamos que a' y a" son inversos de a. Aplicando consecutivamente la definí-



cien de neutro, el hecho de que a' es inverso de a, la asociatividad, el supuesto de 
que a" es inverso de a, y la definición de neutro se tiene 

a" — a" * e = a" * (a * a') — (a" * a) * a' — e * a' = a' 

5.3.7. Regularidad de un elemento respecto de una ley interna 

La regularidad de un elemento respecto de una ley de composición interna consiste 
en que es cancelable o simplificable a izquierda y a derecha en los dos miembros de 
una igualdad. 

Definición 

( a * b =a *c => b = c 

• c *a b = c 
u t .1 ¿s reguiar i especio üe » < 

{ b * a = i 

La regularidad bilateral se llama regularidad a secas; si es preciso distinguir, habrá 
que especificar si lo es a izquierda o a derecha. 

La regularidad es relativa a la ley de composición, y, lo mismo que la inversión, 
depende de cada elemento. Así como existen elementos que admiten inverso, y otros 
que no, aquí puede ocurrir que un elemento sea regular o no. Si todos los elementos de 
un conjunto son regulares respecto de cierta ley de composición interna, se dice que 
vale la ley cancelativa o de simplificación. 

Ejemplo 5-5. 

i ) En (Z, +) todos los enteros son regulares. 

ii ) En (N, .} todos los naturales son regulares. • 

i i i ) En (R. I todos los reales, salvo el cero, son regulares. 

iv) En ( R : , +) todos los elementos son regulares. En este ejemplo de ley de 

composición interna valen la asociatividad, conmutatividad, existe neutro 

(0 , 0 ) y el inverso aditivo u opuesto de todo par {a , b) es (— a , — b). 

Ejemplo 5-6. 

Se define * 0" ~y Q mediante a*b = a + b+ a.b(l) 
Se entiende que 4- y. son la sunia y el producto ordinarios de racionales,.de modo 

que (1) caracteriza una ley de composición interna en Q. 

El problema consiste en analizar las propiedades de * en Q. 

i ) Asociatividad. Aplicando reiteradamente la definición (1) 

(a*b)*c=(a+b+a.b)*c = a+ b+ a.b+c + (a + b+ a.b).c = 

= a + b +c + ab+ac + bc+abc (2) 

a*(b*e) = a*{b+c + b.c) = a + b + c+ b.c+a.(b + c + b. c) = 

= a-hb+c+ab+ac + bc+ abe (3) 

De (2) y (3) resulta (a * b) * c - a * (b * c) y la ley es asociativa. 

ii ) Conmutatividad. Se verifica aplicando (1) y la conmutatividad de la adición 

y multiplicación en Q 

a*b=a+b+a.b-b+a+b.a = b*a 

i i i) Existencia de neutro. Si existe e, para todo a £ Q debe cumplirse 

a * e = a 

Por ( l ) a +e + a. e =a ,esdecir: e +a. e = 0 . 

Luego (1 + a) . e = 0 y cualquiera que sea a — 1, resulta e = 0. 

! . . s e t i c n c á * e - í ~ l > * 0 - - i 1 0 * (• I) - 0 = -1 

Resulta entonces que existe e = 0. Por la conmutatividad. sólo hemos analizado con 

e a derecha. 

iv) Elementos de Q que admiten inverso respecto de *. Si a e Q admite inverso, 

debe existir a' e Q, tal que 
a *a'-e 

es decir a +a' + a. s ' = 0 =» a'. (1 +a) = -a. 
-a 

Luego, si a =± — 1. existe a = 

Es decir, todos los racionales, salvo - 1. admiten inverso respecto de *. 

v ) Elementos regulares. Investigamos qué racionales a son regulares a izquierda. 

Sea entonces 
a * b — a * c 

Por (1) 
a + b+ a.b=a+c + a.c 

Cancelando a en (Q , +) tenemos 
b+a.b=c + a.c 

Por distributividad 
b (1 + a ) = c ( l +a ) 

S i a T ¿ - 1 , entonces 
b = c 

Luego, todos los racionales, salvo - 1 , son regulares respecto de *. O bien, vale 

la ley cancelativa de * para todo racional distinto de - 1 . 

Ejemplo 5-7. 

Se considera el par (A , .) siendo 'V el producto ordinario de números reales, y A 

el subconjunto de números reales del tipo a + b V T c o n a y b racionales. Estamos 

interesados en caracterizar las propiedades de esta ley de composición en A. 
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i ) El producto es ley interna en A, o equivalentemente, A es cerrado para el 
producio. En efecto, sean 

a = a f ¿ > V 7 e A r> 0-c + dy/2e A =*• 

=*• a .3 = (a + bsfl). (c + dy/2) = (ac + Ibd) f (ad + bc)yfl 

y comea, b, c, deQ, resulta ce. pe A. 

ñ ) El producto en A es asociativo, por ser A un subconjunto de R, donde se sabe 

que la multiplicación es ley asociativa. Debe quedar claro que las igualdades 

que se verifican para todos los elementos de un conjunto se siguen 

cumpliendo en cualquier subconjunto de él Sólo es preciso probar las 

propiedades relativas a ¡a existencia. 

i i i ) Por las razones expuestas en i i ) , el producto en A es conmutativo 

V a V 0 e A : a . 0 = 0 . a 

iv) Neutro es e = 1 + 0 . y/2, pues 

O bien, si existe neutro en A debe ser del tipo e — x + yyj 2, tai que para todo 

a — a + b \/Tdebe cumplirse 

(a+b sj~2).(x+yyf2) = a + by/~2 ( i ) 

con x ey a determinar. Efectuando operaciones: 

(ax + 2 by) +• (bx + ay)y/2 =a+b y/1 

n . (ax + 2by = a 
w | bx + ay = b 

Sia = b = 0 (1 ) se cumple obviamente. Supongamos entonces que a y b no son 

simultáneamente nulos y utilicemos el método de Crámer para resolver (2) 

A — i ¡ ~ ¡i" ~2 b~ & 0 ouesa y b 

son «nteros no simultáneamente nulos por lo supuesto. 

¡ a 2b\ '• - -

A x = j j = a 2 - 2b2 

¡ b a l 

¡ a a 
A y = . 

I 6 6 

= ab-ab = 0 
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Entonces A Ay „ 
x = 1 , v = — — = 0 

A A 

Es decir, existe e = 1 + 0 yfl 

v ) Todo real no nulo admite inverso multiplicativo. Se trata de ver aquí que si 

a ~ a + b yJT^ 0 + 0... s/2, entonces su recíproco pertenece a A. Si existe será 

del tipo x +y tal que 

(x + v y/l). (a + b y/2)- 1 + 0y/2 

[ax + 2 bv> + (6x + av i V - - ' "** 0 V 2 

,-a.v + = i 

\ b.x r av = 0 
* 

1 1 2 6! j a l ! 
A, = Í T 2 - 2 6 2 ¥=0 , Av = ; U a , A y = ! = -£ , 

i 0 a ! I o U i 

Es decir ib2 a 2 - 2 b 2 

y resulta <*> = - ¿ ¿ ^ ~ 7 ~ 2 62" ^ 

vi) En cuanto a la ley de simplificación, todo elemento no nulo de A es regular, 

pues s i a : 7 t 0 y a ^ = 0 ! 7 , entonces 

a/3 — « 7 = 0 

= » a ( ¡ J - T ) = 0 

=>/5-~7 = 0 => 0= 7 

Ejemplo 5-8. 

Sea R N X M el conjunto de las matrices reales de n filas y m columnas. 

Definimos la adición de matrices en R " x m mediante 

A + B = {üifl + - C tal que c,7 - atJ + 6¡.¡ Vi V/ 

Es decir, dos matrices n X « se suman elemento a elemento. Resulta claro que es­

ta definición caracteriza una ley de composición interna en R " A M . que verifica las 

siguientes propiedades: 

i ) Asociatividad. Basándonos en la asociatividad de la adición en R 

(A + B) + C = ( K j + I M ) + [cu] = 

= [«;, + b¡j] + [cu] = [(«„ + bti) + c, 7] = 

= [ffy + (*y + *«)] = [«wl + L6¿/ + c*>] = 

= [**/] + (Í6«l + M) = A + (B + C) 



ii ),Conmutatividad. Con el mismo criterio anterior. 

A + B = [íy] + [6 l / ]= S [ f l y+6y] = 

= [*«+«üJ = [&«] + [««] = B +A 

Hemos utilizado, sucesivamente, la definición de adición de matrices, la conmutati­
vidad de la suma en R, y nuevamente la definición de adición de matrices. 

i i i ) Elemento neutro es la matriz nula N e R " x m definida por nu = 0, Vi V/, 

pues cualquiera que sea A en dicho conjunto 

A + N = N + A = A 

iv) Inversa aditiva de toda matriz A e R " * m es la matriz B £ R n x m definida por 
btí - — au V (/ ; /") , pues 

A + B = B + A = N 

La matriz B, inversa aditiva de A, se llama opuesta de A, y se denota por — A 

v ) Toda matriz nX mes regular respecto de la adición. En efecto 

A + B = A + C , y sumando —A 

- A 4- (A 4- B) = - A + (A 4- C) 

asociando < -A + A) + B = ( - A + A) + C 

por iv) N 4- B = N 4- C 

y por iü) B = C 

5.3.8. Distributividad de una ley de composición 
interna respecto de otra 

Consideremos el caso de dos leyes de composición interna " * " y "o", definidas en 
un mismo conjunto A. Interesa caracterizar el comportamiento relativo de dichas leyes 
internas en el sentido de obtener elementos del tipo (a * b) ° c, o bien (a o b) * c. 

Definición 

"o" es distributiva a derecha respecto de " * " si y sólo si 

(a*b)° c = (a°c)*(b° c} 

para toda terna de elementos a, b y c en A. 

La distributividad a izquierda de "o" respecto de "*'* queda definida por 

a, b , c e A => c o (a * b) = (c o a) * (c o b) 

Se dice que "o" es distributiva respecto de * si y sólo si lo es a izquierda y a 
derecha. 

Análogamente se define la distributividad de " * " respecto de "o". 

Ejemplo 5-9. 

i ) La adición y multiplicación son leyes de composición interna en R, y la 
segunda es distributiva respecto de la primera. Pero la adición no lo es 
respecto de la multiplicación. 

i i ) En el conjunto N la potenciación no es distributiva respecto de la adición. 
Aquí se define 

a*b=an ysetiem(a + b)"*an +b". 

Tampoco existe distributividad a izquierda, pues 

ir ' ~h- n -r n 

i i i ) Pero la potenciación en N es distributiva a derecha, respecto de la 
multiplicación, ya que 

(a. b'f =an'.bn 

Sin embargo, no lo es a izquierda, pues 

n(a.b) ± na nb 

iv) En P (U) la unión e intersección son leyes de composición interna, y cada una 

es distributiva respecto de la otra. 

v ) En P (U) se consideran la diferencia simétrica y la intersección. En el ejemplo 
2-28 se ha probado la distributividad de la intersección respecto de aquélla. 

5.4. HOMOMORFISMOS ENTRE CONJUNTOS 

Sean (R, 4-) y (R* . ), donde R es el conjunto de los reales, R+ el conjunto de los 

reales positivos y las operaciones indicadas son la suma y el producto usuales. 

Consideremos ahora'la función 

/ : R - * R + 

definida por f(x) = 2* (1). 
Se tiene entonces 

/ (x +y).= 2 x + y = 2*., 2 y =f(x) . /O) 

Basándonos en la definición ( 1 ) , el producto de potencias de igual base, y utilizando 
de nuevo la definición (1), hemos probado que la imagen de la suma en R es igual al 
producto de las imágenes en R\ 

Una aplicación/, que satisface esta propiedad, se dice un homomorfismo de R en R 
respecto de las correspondientes leyes de composición interna. 



5.4.1. Homcimorfismo entre dos conjuntos respecto de una ley interna en cada uno 

Sean los conjuntos no vacíos A, A ' , y las leyes de composición interna 

* : A 2 ->• A 

**: A ' 2 -> A ' 

Definición 

La fijación / : A -* A' es un homomorfismo respecto de <• y *' si y sólo si la 
imagen de la composición en A es igual a la composición de las imágenes en A'. 

En símbolo? 

/: A-*A" es homomorfismo respecto de * y *' •» fia * *) = fia) *" f(b) 

cualesquiera que sean a y b en A. 

El concepto de homomorfismo es fundamental en álgebra, y su interpretación es la 
siguiente: 

i ) Hímos definido homomorfismo entre dos conjuntos respecto de sendas leyes 
de composición interna. Las leyes internas y los conjuntos no son 
necesariamente distintos. Además, el concepto de homomorfismo es aplicable 
también respecto de relaciones que no son necesariamente operaciones. Se 
tienen, por ejemplo, los homomorfismos de orden. 

i i ) Un homomorfismo, como objeto, es una función que respecta la propiedad 
que lo define. 

i i i) El homomorfismo / : A -* A' proporciona una alternativa para obtener la 
imagen de la composición en A, a saber: 

A , * A ' , ** 

f tft * h) =¡ t tal * / (Oí / 
V ' - - * / 

/ 

a) ae A A b e A = > ú * i e A => 

=> f(a * 5) e A' 

b) c e A A beA=>f(a)eA' A / ( ¿ ) e A ' 

- / ( « ) * ' / ( * ) e A ' 

El homomorfismo establece la igualdad de los objetos/(a * b) yf (a) * ' / (£• ) , y las 
dos posibilidades son: componer en A y hallar la imagen, o bien, hallar cada imagen y 
componer éstas en A ' . Como sinónimo suele utilizarse el vocablo morfismo. 

5.4.2. Homomorfismos especiales 

Sea/: A ->A' un homomorfismo respecto de * y *'. 

i ) /es un monomorfismo si y sólo si/es inyectiva. 

i i ) /es un epimorfismo si y sólo si/es sobreyectiva, 

iii) /es un isomorfismo si y sólo si/es biyectiva. 

iv) / es un endomorfismo si y sólo si A ~ A'. 

v ) /es un a uto morfismo si y sólo s i / es un endomorfismo biyectivo. 

Ejemplo 5-10. 

Sean (R 3 , + ) , ( R 2 X 2 , + ) y / : R 3 ,2X2 tal que 

/ ( x , , x : , x 3 ) = 

Las operaciones consideradas son la suma de ternas ordenadas de números reales 

definida por 

(x, ,x 2 ,x 3 ) +0>i , y 2 , y 3 ) = (x, +yx ,x 2 + y 2 ,x3 + y3) 

y la adición en R 2 * 2 es la definida en el ejemplo 5-8. Vamos a probar que / 
caracteriza un homomorfismo. 

Sea 

/ [ ( x , , x 2 , x 3 ) + ( y , ,y2 , v 3 ) | = / ( X i 4-y, , x 2 + y 2 , . r 3 + y 3 ) = 

f x , + y x 0 ] _ | * x , 0 rv, o í 
, , , + ! ' =/(xi ,x 2 ,x 3 ) + /Cv, , y 2 - y 3 ) 

[ X 2 + K 2 x 3 + y 3 J [x 2 x 3 J | y 2 y 3 

Ademas /es un monomorfismo, es decir, invectiva. En efecto, sean 

I. 1 > 

:x, 0 1 ii-, 0 i 
• i ¡ = ! i =»X, =.V, . X; = y : . x 3 = y3 

>*i x 3 1 y 2 y 3 j 
L J L J 

(x, ,x 2 ,x3) = (yt , y 2 , y 3 ) 

1 2"1 

En cambio/no es sobreyectiva, pues A ^ j carece de preimagen. 
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mplo 5-11. 

Sea/: R ->R tal que / ( x ) = - 3 x 

Resulta/un automorfismo de R en sí mismo, respecto de la adición, pues 

i ) f(a + b) =•= -3 . {a + b) = -3a -3b = / ( a ) + / ( / > ) 

i i ) fes biyectiva, lo que se prueba siguiendo el esquema del ejemplo 4-9. 

El lector podrá comprobar fácilmente que / : R -*• R definida por / ( x ) = x + 1, no 
es un homomorfismo respecto de la adición. 

5.5. C O M P A T I B I L Í D A D D E U N A R E L A C I O N D E E Q U I V A L E N C I A 

C O N U N A L E Y I N T E R N A 

Sean A 4= <b , ~ una relación de equivalencia definida en A, y * una ley de 
composición interna en A. Cabe preguntarse si la composición de pares de elementos 
respectivamente equivalentes conduce a resultados equivalentes. Si la respuesta es 
afirmativa, se dice que la relación de equivalencia es compatible con la ley de 
composición interna. 

Definición 

~~ es compatible con * o a " a' - b — b' =» a * b — a' * b' cualesquiera que 
sean a. b, a' y b' en A. 

Ejemplo 5-12. 

Investigamos ¡a compatibilidad de la congruencia módulo n, respecto de la adición 
en Z. 

Sean a -a' A b ~b' =*• n |a — a' A n \ t — b' =» n | (a — a1) + (b — b') =» 

=» n ¡ (a + b) — (a' + b') => a + b~a' + b' 

Hemos utilizado sucesivamente la definición de la congruencia módulo n, el hecho 
de que si un número es divisor de otros dos es divisor de su suma, suma de dos 
diferencias, y finalmente la definición de la misma relación de equivalencia. 

Ejemplo 5-13. 

De manera semejante comprobamos la compatibilidad de la congruencia módulo n, 
respecto de ;a multiplicación en Z. 

•j~-a A b ~b' « | a — a' A n\b — b' =* a = a' + nk' A b = b'+nk"=> 

=> ab=a'b' + a'nk" + nk'b' + nk'nk" => ab - a'b' + n (a'k" +'k'b' + k'nk") 

=» ab - a'b' +nk => ab —a'b'^nk =* n \ ab — a'b' =* ab ~ a'b' 

C O M P A T I B I L I D A D 

Ejemplo 5-14. 

En el conjunto N2 de todos los pares ordenados de números naturales se considera 
la relación de equivalencia estudiada en el ejercicio 3-25, y la suma ordinaria de pares, 
definida por 

(a,b)+(c,d) = (a + c, b+ el) (1) 

Sean (a, b) ~(a', b') A (C , d) ~(c', d') => a + b' = b +a' A c+d' = d+c'=* 

=> (a+c) + (b'+d') = (b +d) + (a' + c') =» (a + c ,b +d)~(a'4- c , b' +d') 

=» (a. ¿ > ) J - ( c , c f ) ~ ( a ' ¿ ' ) + (c ' .£f ' ) 

De este modo resulta que la relación de equivalencia definida en N2 es compatible 

con ía adición definida en (1). 

5.5.1. Teorema fundamental de compatibilidad 

El hecho de que una relación de equivalencia sea compatible con una ley de 

composición interna definida en un conjunto es de notable importancia, porque induce 

una ley de composición interna en el conjunto cociente, es decir, permite operar con 

clases de equivalencia. 

Teorema 

Si ~ es una relación de equivalencia compatible con la ley de composición interna * 

en el conjunto no vacío A. entonces existe en el conjunto cociente una única ley 

de composición interna *\ tal que la aplicación canónica <p: A es un homomorfis-

mo. Además, las propiedades de * en A se transfieren a *' en —. 

Para demostrar este enunciado consideramos las siguientes etapas: 

A , * , ~ 

i) Sean K„ y K„ dos elementos de — , es decir, dos clases de equivalencia. 

Como la aplicación canónica <f : A -* ~~- es sobreyectiva existen x e A. y e A tales 

que if (x) = Ku y tp{ y) = K,. (1). Con esto hemos logrado pasar del conjunto cociente 

al conjunto A, donde * es una ley de composición interna, y por lo tanto x *y e A. 



Ahora bien, por definición de aplicación canónica, ¡p (x * y) e — , es'decir, 

<p(x*y) = Kw&). 

De este modo, a partir de dos clases Ku y K„ hemos obtenido una clase resultante 

Ku,. Para que esta asignación sea una ley de composición interna en — hay que 

demostrar que K„ depende exclusivamente de Ku y K c , y no de la elección de sus 

preimágenes en A. En efecto, sean x ' e y ' e n A, tales que «/> ( x ' ) = Ku y<fi(y') = Kí.(3). 
Entonces, por (!) y (3) se tiene 

if(x') - f(x) y <fi (y')-<p(y) — x'~-x .v*~>> x'* y' ~cc * y 

por la hipótesis de !a compatibilidad; y por la definición de aplicación canónica resulta 
<p (x' * y ' ) = sp (x * y) = Ku,, con lo que nuestro propósito queda satisfecho. 

Definimos ahora 

. , . A A A 
* ~ X ~ —— mediante 

Ku *' K„ = <¿s(x) »- <p(y) = >p(x * y) = K„, 

Esta definición es la traducción de lo anterior, y además queda establecido el hecho 

de que la aplicación canónica es un homomorfismo de A en respecto de * y *'. 

i i ) Veamos ahora que esta ley de composición interna *' es única, con la 
condición de que la aplicación canónica sea un homomorfismo. Para ello, 

supongamos que además existe *" en—, con dicha condición. Entonces 

KB *"K„ = <¿>(x) *" ip{y) = <p(x * y ) = >p(x) >p(y) = K„ *' K„ 

Es decir: *" = ** por definición de igualdad de funciones. 

iii) Además de la existencia y unicidad de la ley *', inducida en A por la relación 
de equivalencia compatible con *, veamos que las propiedades de * en A se 

verifican para * en — . 

a) Asociatividad. Supongamos que * sea asociativa et< A. Entones: 

{Ku *• K t . ) *' K„, = (<¿>(x) *' «¿><y)3 *' <p(z) - fix * y) *• <nz) = 

= <p[(x *y)*z] = <p[x * (y *z) ] = f(x)*'>P(y *z)-

= ¥>(*) *' {f (y) *' <p{z)] = Ku *' (K„ *' Km) 

b) Conmutatividad. Si * es,conmutativa, *' también lo es. En efecto 

Ku *• Kv = >p(x) *' tp(y) = <p(x *y) = <¿>(y * x) = ^ ( y ) *' <p(x) = 

= K „ * ' K U 

c) Existencia de neutro. Si e e A es neutro, entonces y?(e) = Ke es neutro en 

A 

Sea Ku *' Ke = #(x) *' <p(e) = ip(x * é) = <(>(x) = Ku 

Y análogamente se verifica Ke *' Ku = K u , 

d) Existencia de inversos. Supongamos que x' sea inverso de x respecto de *. 
Entonces las correspondientes clases K„- y K„ son inversas respecto de » ' . 
pues Ku *' K u - =• i> (x) *' <p ix') = f (x • x' ) = ~p (e) = Ke 

Análogamente se tiene Ku *' K„ = K,.. 

Ejemplo 5-15. 

Consideremos en Z la adición y la multiplicación. Sabemos que la congruencia 

módulo n es compatible con estas leyes internas, de acuerdo con los ejemplos 5-12 y 

5-13. Fijemos en particular n = 3; el conjunto cociente es ahora el de las clases de 

restos módulo 3. es decir, Z3 = { 0, 1. 2 } 

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad, existen en Z, sendas 

leyes de composición interna, únicas, tales que la aplicación canónica \p:Z-+Z3 es un 

homomorfismo. Las leyes inducidas se llaman, respectivamente, suma y producto de 

clases, que simbolizamos con ©y ©. Las tablas de estas leyes internas en el conjunto de 

las clases son 

9 0 1 2 

0 0 l 2_ 

1 I I ® 
2 2 0 1 

© 0 1 2 

0 Ó' 0 0 

1 0 1 2 
2 0 2 1 

La construcción de éstas se basa en el teorema fundamental; por ejemplo 

í ^ ' V d ) * ^ : ) = t f í i + 2 ) * ^(3)• ip(0) = o 

En la practica, dadas dos clases, se suman sus preimágenes en Z (o bien se 
multiplican, según sea el caso); la suma obtenida se divide por 3, y se propone como 
resultado en Z3 la clase correspondiente al resto de la división. El esquema que 
proporciona la validez de este mecanismo consiste en la aplicación del teorema 
anterior. 

Ejemplo 5-16. 

Con análogo criterio construimos las tablas de adición y multiplicación de las clases 

de restos módulo 4, y obtenemos 



+ 0 1 2 3 0 1 2 3 

0 Ó I 2 3 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 0 í 0 í 2 3 
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2 
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1 

Nos decidimos por denotar con los símbolos + y . la suma y el producto de clases, y 
nos interesa caracterizar las propiedades de estas operaciones en Z3 y en Z 4 . De 
acuerdo con el teorema fundamental, toda propiedad de la suma en Z se trasfiere a la 
suma en Zs y Z4 y lo mismo acune con el producto. Sabiendo entonces que la adición 

-Orünuíutíva y asociativa en Z también lo es 1^ ^nm^ - Í P .»i*c*»<> T Í ^ Q ^mr* 

demostrar. Además, corto 0 es neutro para la adición en Z. resulta 0 neutro para la 
suma en Z3 y Z 4 . Por otra parte, como todo entero tiene inverso aditivo, la misma 
situación se presenta con toda clase de Z3 y de Z„. La multiplicación en Z es 
conmutativa, asociativa y con neutro igual a 1; en consecuencia, lo mismo ocurre para 
la multiplicación en Z3 y Z 4 , siendo el neutro 1. Avanzando un poco más en la 
interpretación del teorema fundamental, se dice que toda propiedad de * en A, se 
trisfiere a *' en A; pero el teorema no establece que si una propiedad no se cumple en 

A 
A entonces no se cumple en—. Veamos esto a la luz de los dos ejemplos 5-15 y 5-16. 

Se sabe que, en Z, elementos no nulos dan producto no nulo, o lo que es lo mismo: si 
el producto de dos factores es cero, entonces alguno de los dos es cero. Esto se traduce 
diciendo que en Z no existen divisores de cero. Pero, por lo anterior, si en Z no existen 
divisores de cero no se deduce que no existan en el cociente. En efecto, basta analizar 
la tabla de h multiplicación de clases para ver la existencia de divisores de cero en Z 4 , 
ya que 2 . 2 = 0. Es decir, existen elementos no nulos que dan producto nulo. En 
cambio es fácil constatar que en Z3 no existen divisores de cero. Más adelante 
demostraremos que para la no existencia de divisores de cero es condición necesaria y 
suficiente que el módulo de la congruencia sea primo. 

5.Ó. LEY DE COMPOSICION EXTERNA 

Se presenta a menudo la necesidad de operar con elementos de dos conjuntos, de 
modo que la composición sea un elemento de uno de ellos. Esta situación es una de 
las características de la estructura de espacio vectorial. 

Sean dos conjuntos A y este último llamado de operadores. 

Definición 

Una ley de composición externa definida en A, con operadores de Í2, es toda 
función de íí X A en A. 

Usualmente, una ley de composición externa en A con operadores en £2 se denota 
mediante y suele llamarse producto de operadores de í í p o r elementos de A. 

En símbolos se tiene 

" ." es ley externa en A con operadores en Í2 «• . : Í2 X A -»A 

Mediante esta función, la imagen del par (a; a) se escribe a. a. 

Ejemplo 5-17. 

Si A es el conjunto de los segmentos contenidos en un plano y N es el conjunto de 

los números naturales, una ley de composición externa en A con operadores o escalares 

en N es el producto de números naturales por segmentos del plano. 

Ejemplo 5-18. 

Sean R2 y Q. Definimos producto de números racionales por pares ordenados de 

números reales, mediante 

a . (a , f>) = ( a . « , a . b) 

La igualdad anterior determina una ley de composición externa en R2 con 
operadores en Q. Notamos aquí que el mismo signo " . " aparece en la definición 
anterior con dos significados distintos: en el primer miembro se trata del producto de 
racionales por pares ordenados de reales, y en el segundo miembro consiste en el 
producto de racionales por reales. 

En particular, si el conjunto A se identifica con íi la ley externa se vuelve interna. 

Ejemplo 5-19. 

Consideremos ahora R n x m y R. Vamos a definir una ley de composición extema en 

R " x m con escalares u operadores reales, mediante 

a. A = a . [a¡¡] = [a «,-/] cualesquiera que sean a e R y A e R " x m 

Se tiene así el producto de números reales por matrices nXm, y se realiza 

multiplicando cada elemento de la matriz por el número real. 

Ejemplo 5-20. 

Si R [X] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, y el 

conjunto de operadores es R, entonces el producto usual de números reales por 

polinomios es una ley de composición externa en R [X] con escalares en R. 

Pero si el conjunto de operadores es el de los números complejos, el producto usual 

de complejos por polinomios de R [ X ] no es una ley de composición externa, pues 

dicho producto no es siempre un polinomio real. 



TRABAJO PRACTICO V 

5-21. En Z se define * por medio de a * b - 2 [a 4- b). Estudiar ias propiedades v la 
existencia de elementos distinguidos. 

V 
5-22. Demostrar que si existe elemento neutro respecto de una ley de composición 

interna, entonces es único. 

5-23. Formar la tabla de la composición de aplicaciones biyectivas de A = (l , 2 , 3 } 
en sí mismo. 

5-24. Demostrar que el inverso del inverso de un elemento, si existe, se identifica con 
dicho elemento. 

5-25. Demostrar que si a y b admiten inversos respecto de una ley asociativa, entonces 
se verifica 

(a * bY = b'*a' 

5-26. Estudiar las propiedades de * : Z2 -* Z tal que a * b=a + b +4 

5-27. Determinar si la congruencia módulo 2 es compatible con *, en el caso del 
ejercicio anterior. 

5-28. Analizar las propiedades y elementos distinguidos de * : R: - v R definida por 
3 * 6 = 0 . 

y 29. Realizar «>l mismo análisis con relación a i: 0* X Q*-M}*. ta l que .Y iv - X *• ~~ . 

siendo Q* --• Q--~0} 

5-30. En R se considera la ley de composición interna * que asigna a cada par 
ordenado de reales el mínimo de ios dos. Estudiar sus propiedades. 

5-31. El conjunto R 1 , donde I es el intervalo cerrado [ 0 , 1 ] , consiste en todas las 

funciones de I en R, es decir 

R 1 = { / / / • • I - R> 

En R1 se define la suma de funciones mediante (f+g) (x) = f{x) +g (x) 
para todo x el. Estudiar las propiedades de esta ley interna. 
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5-32. Confeccionar la tabla de la composición de funciones del conjunto Ss, donde 
S = { a , b). 

5-33. La f u n c i ó n / : R2 ->R es una ley interna en R definida p o r / ( a , b) - a + tí1. 
Verificar que no es asociativa ni conmutativa, ni admite neutro. 

5-34. Se sabe que * es una ley de composición interna en A, que satisface 
V a ,V b ,V c tV d : (a * b) * (c * d)~ (a * c) * (b * d) 

Demostrar que * es asociativa y conmutativa, si existe neutro. 

5-35. tn Q* se define * tal que a * b - 3 a b. Verificar que * es asociativa, con neutro, 
conmutativa, y además iodos ios elementos son ínversibles. 

5-36, En R1 se define el producto de funciones por medio de (/ ' . g)íx) =f{x) -gix) 
cualquiera que sea x el. Demostrar la asociatividad, conmutatividad, existencia 
de neutro, y la distributividad respecto de la suma de funciones definida en el 
ejercicio 5-31. t 

5-37. * es una ley de composición extema en C con escalares reales, es decir: 

* : R X C -» C tal que a * : = a . z. Verificar las siguientes propiedades: 

i ) a * (b * :) - (a. b) * z 

i i ) (a + b) * z = (a * z) + (b * z) 

i i i ) a * (z +• w) — (a * z) + (a * w) 

5-38. Se consideran R+ con el producto y R con la suma. Probar que la función 
/: R* -*• R, tal que/(x) = log 2 x, es un morfismo biyectivo. 

5-39. Demostrar que la aplicación /: Z < — 1 , 0 , 1 \ es un morfismo respecto del 

producto en ambos conjuntos, siendo f(x) — sg(x). 

5-40. En N se definen las leyes de composición interna * y o mediante 
x * y = x 

x » >• —X + V 

Investigar las disiributividades de * respecto de •>. 



Capítulo 6 

COORDINABIUDAD. INDUCCION COMPLETA. 

COMBINATORIA 

6.1. INTRODUCCION 

En esta sección se propone al lector el estudio de ¡a relación de coordinandidad o 
equipolencia entre conjuntos, sobre la base de un tratamiento funcional, y se 
introduce como derivación natural el concepto de número cardinal de un conjunto. 
Por esta vía se define el número natural, pero el estudio de las operaciones y 
propiedades se desarrollará sobre la base del sistema axiomático de Peano, en el 
capítulo siguiente. En conexión con N, se da el principio de inducción completa con 
vistas a la demostración de propiedades en las que todo estudiante de un curso básico 
cebe ejercitarse. Asimismo, se trata un tema de vastas aplicaciones en matemática 
dementa! y en Probabilidades; tal es el caso de la combinatoria simple y con 
repetición, lo que se reduce, en última instancia, a la no fácil tarea de saber contar los 
Cementos de un conjunto. 

6.2. CONJUNTOS COORDINABLES 0 EQUJPOTENTES 

6.2.1. Concepto 

Sea U un conjunto. En P (U) definimos la siguiente relación: "dos elementos de 
P[U), es decir, dos subconjuntos de U, son coordinables si y sólo si existe una 
b¡veceion del primero en el segundo". 

Simbólicamente 

A ~ B « 3 / : A H > B / / es biyectiva (1) 

Esta relación satisface 

i > Reflexividad Todo conjunto es coordinabie a sí mismo. 

Sea AeP (U). Como existe 

i A : A -» A , y es biyectiva," por (1) resulta A ~ A . 

ii ) Simetría. Si un conjunto es coordinabie a otro, entonces éste es coordinabie 

al primero. 

Sea A ~ B . Entonces 3 / : A -* B ¡fes biyectiva. 
Por 4.7.2. I I ) , sabemos que/admite inversa, es decir 

3 / " ' : B - > A / / - 1 esbiyectiva, 

lo que significa, p o r ( l ) , que B~A. 

iii) Transitividad. Si un conjunto es coordinabie a otro, y éste es coordinabie 

con un tercero, entonces el primero es coordinabie con el tercero. 

Se trata de probar 

A ~ b y B ~C =» A —C 

Demostración) 

A ~ B A B ~ C Por hipótesis 

3 /: A -* B A g : B -* C / fy g son biyectivas. Por (1) 

I 

3 g o / ' : A -* C .' g o / es biyectiva. Porque la composición de funciones 
bivectivas es biyectiva. según 4.6.5. 

ü 

A ~ C P o r ( l ) 

Ahora bien, de acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones de 
equivalencia, existe una partición de P (U) en clases de equivalencia, las cuales reciben 
el nombre de números cardinales de los subconjuntos de U. 

Definición 

Número cardinal del subconjunto A C U, es la totalidad de los subconjuntos de 

U que son coordinables a A. 

En símbolos 

c ( A ) = { X e P ( U ) / X - A } 

Se tiene 

c ( A ) = c (B) A ~ B 

En particular c (0) = 0. es decir, denotamos con 0 el número cardinal del conjunto 

vacío. 

S i a e U , entonces c{{ a}) = 1. 

Si a y b e U, entonces c ({a . bj) = 2. 



Es decir, los números cardinales de las partes finitas y no vacías de U son números 
naturales. 

ConN 0 denotamos el conjunto N u ( o } . 

Ejemplo 6-1. 

Se trata de probar que N y Z son conjuntos coordinables. 
De acuerdo con la definición, es suficiente proponer una función biyectiva deN en 

Z, o lo que es lo mismo, de Z en N, por la simetría de la relación. Para ello definimos 

/ : Z ->N medíame 

í'z.v s; x>0 

\-2.x 4-1 si .v < 0 

La representación cartesiana de / es 

y el lector puede eompi ota: que f 
coordinables o equ¡potentes. 

¿Í hiyecwa. ka consecuencia. Z y N son 

6.3. CONJUNTOS FINITOS Y NUMERABLES 

6.3.1. Conjunto finito 

i ) Definición 

Intervalo natural inicial I„ es el conjunto de los n primeros números naturales. 

i i ) Definición 

Un conjunto es finito si y sólo si es vacío, o coordinabie a un intervalo natural 
inicial 

A es finito o A~ <j> V 3 n e N / A ~1„. 

iii) Definición 

Un conjunto es infinito si y sólo si no es finito. 

Los números cardinales asociados a los conjuntos finitos son el 0 o los números 
naturales. Los números cardinales correspondientes a los conjuntos infinitos se llaman 
trasrinitos, E¡ número cardinal de un conjunto especifica la "numerosidad" de los 
elementos del conjunto, o lo que es lo mismo, su potencia. En el caso de ios conjuntos 
infinitos existe una jerarquización relativa a sus números cardinales, como veremos más 
adelante. 

* 

6.3.2. Conjunto numerable y sucesión 

i ) Definición 

Un conjunto es numerable si y sólo si es coordinabie a N. 

A es numerable <*• A ~N «> 3 / : A - » - N / / e s biyectiva. 

Un conjunto infinito no coordinabie a N se llama no numerable. Para indicar que un 
conjunto puede ser finito o coordinabie a N, suele decirse que es "a lo sumo 
numerable". 

ii 1 Propiedad. Un conjunto es numerable si y sólo si sus elementos constituyen 
la imagen de una sucesión. 

Si A es numerable es coordinabie a N, y esto significa que existe una función 
biyectiva de N en A, es decir, una sucesión de elementos de A cuyo conjunto imagen es 
exactamente A. 

La representación de A es entonces 

A « ( * i . a i . . . \ U ) 
i 

Recíprocamente, a A es del tipo < I í, entonces es coordinabie a N* mediante la 
asignación/(n) — an. y en consecuencia es numerable. 

Ejemplo 6-2, 

j 2 3 1 

i ) El conjunto A= < - j , —- , — , . . .> es numerable, por ser la imagen de 

la sucesión 
/ : N -* A definida por / ( n ) = " j -

file:///-2.x


¡i ) La unión de dos conjuntos disjuntos, uno finito y el otro numerable, es nu­
merable. 

Sean A finito, y B numerable, tales que A n B = <p. 
a) Si A es vacío, A U B = B, y por lo tanto la unión es numerable. 

b) Consideremos el caso en que A es finito y no vacío. Entonces es coordinable a un 
intervalo natural inicial I„, y puede denotarse 

. A = { a , . a 5 an\ 

B =/¿> , . &, b„, . X 

Se tiene 

A U B = ( a „ f l , , a„, bi,b7., . .) 
v J 

Definimos 

/ : A U B - ^ N por medio de 

(i si x = a¡ 

/ ( * ) = < 
n + i si x — b¡ 

E-; fácil ver que/es biyectiva y, en consecuencia, AU B *~N, con lo que la propiedad 
queda demostrada. 

El mismo N es numerable, teniendo en cuenta la reflexividad de la relación de 
coordinabilidad. De acuerdo con el ejemplo 6-1, también Z es numerable, es decir, 
ambos tienen el mismo número cardinal trasfinito, o sea, tienen "el mismo 
número de elementos". El número cardinal de N, introducido por George Cantor, es 
"̂c aleph cero, lo denotaremos con a. y escribimos 

c(N) = c ( Z ) = a 

n el ejemplo 4-10 se demostró la biyectividad entre N y P, siendo P el conjunto de 
los números pares positivos, es decir: P ~ N , y por consiguiente tienen el mismo 
número cardinal. Puede escribirse c (P) = a. y se dice que el conjunto de los números 
naturales pares es equipotente a N, a pesar de ser una parte propia de N. 

Esta propiedad es característica de todo conjunto infinito, en el sentido siguiente: 
"un conjunto es infinito si y sólo si es coordinable a una parte propia del mismo". 

A es infinito *» 3 X Si A / X -A 

6.4. INDUCCION COMPLETA 

6.4.1. Concepto. 

El principio de inducción completa proporciona un método de demostración por 
recurrencia, de vastas aplicaciones en matemática. No es constructivo, en el sentido de 
generar propiedades; pero hace posible la demostración de éstas cuando son relativas al 
conjunto de los números naturales. 

A fin de tener una idea intuitiva de dicho principio, consideremos el siguiente caso: 
supongamos alineado el conjunto de todos los alumnos de una escuela; se sabe además 
que. si un alumno habla, entonces habla el siguiente. Interesa determinar cuál es la 
condición para asegurar 4 u c en un momento dado, estén hablando todos los alumnos. 
Es obvio que para que se dé esa situación es suficiente ver que el primero está hablando. 
En este caso se trata de investigar la propiedad que podemos enunciar así: "todos los 
alumnos están hablando", y para asegurar su verdad se requieren las siguientes 
condiciones: t 

i )'El primer alumno habla. 

i i ) Si un alumno habla, entonces habla el siguiente. 

Extendiendo el caso a una propiedad P, relativa al conjunto de los números 

naturales, queda asegurada la verdad de P para todo n í N , si se verifican las dos 

condiciones anteriores, que se traducen en 

i ) P ( l ) e s V . 

i i ) Si P (h) es V, entonces P (h + 1} es V, 
Llegaremos a la demostración de este principio, llamado de inducción completa, 

sobre la base del principio de buena ordenación, que según 3.9.7. admite el siguiente 
enunciado: "todo subconjunto no vacío de N tiene primer elemento" 

6.4.2. Teorema de inducción completa 

Si S es un subconjunto de N que satisface 

i ) l e S 

i i ) heS =» h + l ' e N 

entonces S — N. 

En otras palabras: "todo subconjunto de N que incluya al 1, y al siguiente de h 

siempre que incluya al h, es igual a N " . 

Hipótesis) S C N 

i ) 1 e S 

i i ) 6 e S = * f t + l e S 

Tesis) S = N. 
Demostración) Es suficiente ver que N C S, y para esto basta probar que el 
subconjunto S' de números naturales no pertenecientes a S es vacío; o sea, de acuerdo 
con la definición de inclusión es falso que haya algún natural que no pertenezca a S. 
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Suponemos que S' ¥= i>. Por tratarse de un subconjunto no vacío de N, de acuerdo 
con el principio de buena ordenación, existe el elemento mínimo m e S' (1) 

Por hipótesis, 1 e S, y como los elementos de S' no pertenecen a S, esm ^ 1. Por 
otra parte, siendo m natural y distinto de 1, se tiene 

m> 1 

y. en consecuencia m — 1 > 0. 

Como m — 1 < m, por ser m el mínimo de S', resulta >n ~ \ cS 
Ahora bien, de acuerdo con la hipótesis i i ) 

i e S =» (w — !) -r 1 ¿" S 

Esta proposición e s contradictoria con t i ) . Luego N , . s . v M m Q h i ó t e s i s 

S c: N, resultas - N. 

6.4.3. Principio de inducción completa 

Sea P («) «na función preposicional, donde n e N. s, , v u r r e que P ( 1 ) es verdadera 
y. además, de la verdad de P (h) se deduce la verdad do 1» {/, +. ^ e n t o n c e s p („) es 

verdadera para todo n. 
Hipótesis) P ( l ) e s V 

Vh :P(A) =» P(A + 1) 

Tesis) V n : F (n) es V. 

Demostracióri) 

El subconjunto S de números naturales pan» los cuales P («) es verdadera, 

contiene al 1, y al siguiente de A siempre q ! l c , o r u e t a ¿ L ( J e g 0 

el teorema 6.4.2., S = N. Es decir, P (n) es V p a r : ! todo neN ' 
Xota: 

La demostración de una propiedad relativa a N p o r inducción completa se realiza 
probando la verdad de las dos proposiciones de la hipótesis del teorema anterior 
Ejemplo 6-3. 

Demostrarnos por inducción completa: 

a) La suma de losn primeros números naturales es ' * ! f ! 

Es decir. V n e N se verifica 

sH = i + : + . . . + «= ^ J ^ L L 

i ) Debemos probar que la propiedad se verifica para n- 1. En este caso la 
suma se reduce al primer término, y se tiene 
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i i ) Demostramos la verdad de la implicación de la hipótesis del principio de 

inducción completa, es decir, el siguiente teorema 

Hipótesis) S h = , + 2 + . . . + A - A _ J L ± i L 

Tesis> Sh + l = 1 + 2 + . .. + A + (A + l ) = J £ ± l \ * + ? L ' 

Demostración) Teniendo en cuenta la hipótesis inductiva, el primer miembro de la tesis 

se trasforma en 

h (h + 1 ) 

s h M = ! + : + . . . + /! + (/t +• 1 1 - sft +(ft + 1 ) = — V + ¡ / | +1> 

Reduciendo a común denominador, y por distributividad 

_ h (h + l) + 1 (h + 1) (A + 1) (A + 2) 
Sh-rj =j 2 

t 
Resulta entonces la fórmula anterior, válida para todo número natural n. 

De acuerdo con ella, la suma de los 10 primeros números naturales es 

_ _ 1 0 . 1 1 _ 
oin ^ - ->-*, 

b) Probaremos ahora 

1

 + - J L _ + - ^ + - - - + 1 

s " ~ 1 . 2 2 . 3 3 . 4 n(n + 1) n + 1 

. > _ , c L _ 1 _ 1 

¡ ) „ _ 1 - - j - y - - y - , + , 

i i ) P(/i)es V =» PIA + Des V 

Hipótesis) S h = y ^ - j -

A + 1 

Tesis) S, l 4.¡ = - ^ T T 
Demostración) Procediendo como en el caso anterior 

_ J _ _ 1 ^ í ^ \ . 
Sj,-¡ - j " % ~2."T * « | / I T 1 ! i / ; + • í)«ft + 2 ) 

1 _ A J 
~ S " + (A + l ) (A + 2) " A + l (A + l ) (A + 2) "-

_ A(A + 2 ) + l = h1 + 2A + 1 = 

_ (A + l ) ( A + 2) (A + l ) (A + 2) 

_ ( A - f l f A + l 
~ 4A-4-t)r(A + 2) A + 2 
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6.5. EL SIMBOLO DE SUMATORIA 

6.5.1. Concepto. 

En muchas situaciones se presenta la conveniencia de abreviar la notación de una 
suma cuyos términos admiten cierta ley de formación. En este sentido es útil la 
introducción del símbolo de sumatoria: 2. 

Si a¡ es un número real que depende del índice i, para indicar la suma ax + a2 + a3 

s 
+ a4 +a¡ escribimos 2 a¡. 

1=1 
n 

Si el índice es variable desde 1 a n, la notación 2 a¡ significa la suma abreviada de 

les n términos ix + a2 + a„ , y se lee: "sumatoria de a¡ con / variando desde 1 a 
n". 

El desarrollo de una sumatoria se obtiene asignando a i, cada uno de los sucesivos 
valores de su rango de variación, y sumando los términos así obtenidos. Por ejemplo 

í i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 

«=1 

Ejemplo 6-4. 

Desarrollar las siguientes sumatorias: 

i = l / 
f (-

1 
i l l + i z i l l Í - D 4 

= ~ 1 4-
3 4 

b) f 
= i i + l 

2 . 1 
1 4-1 

4 

+ -
+ 1 

= 14-~ 

2 . 3 
3 4- 1 

2n 
' n 4- 1 

2 » 
n 4- 1 

c) Í 0 - 1 ) = (1 - i ) + ( 2 - I ) + (3 - 1 ) = 

= 04 -14-2 = 3 

Aquí se tiene a¡ — a V i . 

1 

706 
ioo - , , , 

e ) 2 1 = L ± ! f -¿^-±1= 1 0 0 

0 | dí±L = i + o - 4 - - 4 
T } H=0 k + 2 2 4 5 

Ejemplo 6-5. 

Expresar como sumatorias las siguientes sumas indicadas: 
5 

b ) ! - 3 + 5 + 7 4 - ^ 4 - n = I i ( 2 i - l ) = t o C . ; + n 

c) 1 + 8 + 27 4 -64= 2 i i 3 

4 5 , 6 _ J. i f 1 
d ) 2 + - T + T + T + -5 = t i 

6.5.2. Propiedades de la sumatoria 

i ) Z [a¡ + bl) = í a , + 2 b¡ 
í'=l i = l i = l 

En efecto, por definición de sumatoria, conmutatividad y asociatividad de la suma 

en R, se tiene 

2 (a, + b¡) = (a, 4-6,) + («, + 6 2) + . . . + («„ + 6 n ) = 
¿- i 

n n 
= 2 a¡ + 2 b¡ 

i * - l ¡ = 1 

n n 

i i ) 2 (a a.) = a 2 a,- donde a es constante. 
¡=i • 1=1 " 

Por definición de sumatoria y distributividad resulta 
2 (aa¡) = a ax+a a-¡ + + aa„ = 

= a(at +a2 + . . . 4 - a „ ) = a I a¡ 
i - i 
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Ejemplo 6-6. 

Reducir 

2 -x, + l ) 2 = £ (x2 + 2x,+ l) = £ x2 + f, 2x, 4 - 2 1 = 
f=l 1=1 i = I 1 = 1 i = l 

11 n 
= 2 JC¡ + 2 2 x¡ + u 

i=l i= l 

Ejemplo 6-7. 

Dados « mmeros reales X j . , t : x„.se define el promedio X ix rava) mediante 

í i ^ l . (1) 
i i 

Comprobai que 

2 {.v, - X ) 2 = 2 * ; - » X ! 

!=! ¡ - I 

Se tiene 

2 (*,• - X ) 2 = 2 (xj - 2 X x , + X 2 ) = 
i= l ¡ = I 

= 2 x 2 - 2 2 Xx¡ 4- 2 X 2 = 
i=l i=l 1=1 

1=1 i= i 

Hemos aplcado el desarrollo de un binomio, las propiedades i ) y i i ) , y el ejemplo 
6-4 d). 

Ahora bier, por ( 1 ) 

Z x¡ ~ n X 

que sustituidc en (2) conduce a 

2 (x, -X)1 =2 x f - 2 X « S + « X : = 
¡= i ¡= i 

= 2 x}-nX2 

Esta fórmila es de aplicación frecuente en Estadística. 

Ti + v-. + 
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Nota: 

En términos de sumatorias, las fórmulas demostradas en el ejemplo 6-3 se traducen 

en 

a ) 2 í = i ^ 4 i L 
i = l 2 

" 1 n 
b ) ü i 7 ( f + T r = ~ T + T 

Ejemplo 6-8. 

Demostrar por inducción completa 

. 3 _ n 2 <n + 1 r 
i t / ' 4 

1 - - 1.4 l 2 . ( 1 4- l ) 2 

i ) n = 1 =* 2 / 3 = l 3 = 1 
Í = I 4 

y la fórmula es válida para n = 1. 

n ) Hipótesis) 2 r = ^ '— 

Tesis) 2 í -. 
1=1 ^ 

Demostración) 

* + 1 h h2 (h + í i2 

i= l ¡=1 4 

_ A 2 (/i + l ) 2 + 4 (« + l ) 3 _ _ 2 h2 + 4 ( A + 1) = 

4 V« 4 

^ Jr 4 4 6 4 - 4 m (h 4 l ) 2 (Jt 4 2f 

Ejemplo b-9. 

Demostrar que la suma de los n primeros números naturales impares, es n2. 
La expresión de un número natural impar es del tipo (2 i — 1) con í e N. 
Entonces 

S „ = 2 ( 2 í - l ) = l 43 4 5 + . . . 4 ( 2 K - 1 ) 
«=i 

siendo (2 n — 1) el «-simo número impar. 



i) M = 1 => Si = 2 ^ 2 / - 1 ) = 1 = 1 2 

i i ) Demostramos 

S h = A 2 = > S h + , = (A + 1) 2 

En efecto 

Sh+1 = Sh + (2 A + 1), donde (2 A + 1) es el número impar de lugar (A + 
Aplicando la hipótesis y efectuando operaciones 

S h - , = A 2 + (2 A + 1) = (A + l ) 2 

Ejemplo 6-10. 

Demostrar 

5 _ y 2' = 2"* 1 — 2 
" i=t 

i ) K = 1 =* S, = ¿ 2 ¿ = 2 ' = 2 = 4 - 2 = 2 ' * ! - 2 
f=t 

Es decir, P ( l ) es V. 

i i ) Se trata de probar que 

ah - - ^ ¿"h-i-l — -
Demostración) 

S h T , = Z 2 ' = 2 + 2 2 + . . . + 2 * + 2 * T l = 
i = i 

= S„ + 2 * + 1 = 2 A + 1 - 2 + 2 * + 1 

= » S h + i = 2 A + 1 + 2 * + ! -2 

La reducción de los dos primeros términos conduce a 

S h + 1 = 2 . 2 ^ 1 - 2 

y por producto de potencias de igual base resulta 

como queríamos. 

Ejemplo 6-11. 

Demostrar que 

1 V 
n > ( 1 + — 1 V n > 3 

v n 

Debemos probar que P (n) es V, cualquiera que sea n, a partir de 3. En este caso, es 
posible aplicar el principio de inducción, demostrando 

i ) P ( 3 ) e s V 

i i ) P (¡0 => P (A + 1) 

a) Sea n — 3. 

b) Hipótesis) h >(l + ~ 
-s h 

) 

tesis» n + \ >•( 1 . -,- , ~ ! 

Demostración) 

-\ h*l 
\ 

Por otra parte 

J _ I — < _ L => 1 + - i < ¡ + — =* 
A + 1 A A + l A 

De ( 1 ) y (2) 

í 1 + r r r <l i + -f- > ( i + i n r r 
V A + l - ^ A y v A + 1 j 

Por hipótesis 

Multiplicando las dos últimas desigualdades, después de cancelar, nos queda 

i -\ h +1 /• 1 \ -

( 1 + T + T J < H 1 + T T T J 

Por distributividad fc+J 

Como A < A + 1 - * - r ~ < l " * h + " T X T < h + 1 í 4 ) 

A + l A + l 
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Por transitividad, de (3) y ( 4 ) resulta 

. h + l 

( 1 + T + T ) < H + 1 

6.6. LA FUNCION FACTORIAL 

6.6.1, Definición 

Función faitorial es la aplicación 

/ : N'o — N detinida por 

C f <0) = i 

^ / (6 + 1) = (6 + 1 ) . / (6) úh> 1 

El símbolo característico de la función factorial es !, en lugar de /, y se escribe 6 ! 
para indicar/i6) De este modo.lo anterior se traduce en 

( 0 ! = 1 , 

1! = 1 

(6 + 1)! = ( 6 + 1 ) . 6 ! 

La expresión 6! se lee "factorial de 6" o "6 factorial". 
La función factorial, es no inyectiva, pues 0 ̂  1 y 0! = 1! 

o.é.2. Propiedad 

El factorial del número natural n> 2 es igual al producto de los n primeros 
números naturales. 

n\ = 1 . 2 . 3 n = «. (n - 1).(n - 2) 3 . 2 . 1 

Lo demostramos por inducción completa 

i ) Si n - 2, entonces por definición se tiene 

i i ) Hipótesis) 6! = 1 . 2 . 3 (6 - 1 ) . 6 

Tesis) (6 + í ) ! = 1 . 2 . 3 6. (6 + 1) 
Demostradóri) 
Aplicando al primer miembro de la tesis la definición de factorial, y la hipótesis 
inductiva, se tiene 

(ft + 1)! = ( 6 + 1 ) . 6 ! = ( 6 + 1 ) . 6 . ( 6 - 1 ) 3 . 2 . 1 

con lo que el teorema queda demostrado. 

N U M E R O S C O M I I I N A T O R I O S 

Nota: .i 

Es claro que la función factorial no es sobreyectiva, pues existen naturales que no se 
identifican con el factorial de ninguno; tal es el caso de 7, que carees de preimagen en 
N 0 . 

Por otra parte, para el cálculo, es muy útil tener en cuenta, de acuerdo con la 
definición, que el factorial de un número es igual al producto de dicho número por el 
factorial del anterior. 

Así, 7! = 7 . 6 ! = 7 .6 . 5! 

Ejemplo 6-12. 

Verificar la igualdad 
n i _ í 

(n +1)' ~ H ! ~ in + í)' 

En efecto 

J _ _ 1 = n + 1 1 = 

«! (n + 1)! ( « + l ) n ! ' ( n + 1 ) ! 

n + i 1 _ n + 1 — ! _ n 

6.7. NUMEROS COMBINATORIOS 

6.7.1. Definición 

Sean los enteros no negativos ny k, tales que n>k. Llamamos número combina­

torio "n sobre k", al símbolo definido por 
'v & J 

V kJ k\ (n-kY. 

Los elementos de un número combinatorio se llaman numerador y denominador. 

> • ''" 7 \ _ 7 : _ J7 6 . S . 4 ! 1 . 6Jj_ _ 
\.iJ ' i ! 4 T " T r 4 ! 3 7 5 . 1 

Se presentan los siguientes casos especiales. 

/" 0 "\ _ 0! fn^i = n' _ n ( » - I ) ! 

L o / ~ 0 ! 0* ~ \ l j 1 ! ( n - l ) ! ( « - ! ) ! " " 

CoJ = "oTTTT = 1 

V n J n \ 1! 

c:) n'. 
n\ 0! 

(« + ! ) « ! 
~n + l 



6.7.2. Propiedades de los números combinatorios 

Si dos números combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus 
denominadores coincide con aquél, se llaman números combinatorios de órdenes 

complementarios. Por e j en ip lo f^ l v (1 ). 

i ) Dos números combinatorios de órdenes complementarios son iguales 

\ k ) ~ h\ (n-k)'. " (n-k)\ k'. ~ {.n-kJ 

i i ) La suma de dos números combinatorios no es, en general, un número 
combinatorio; pero si tienen igual numerador y denominadores consecutivo* 
vale !a fórmula 

'n - 1 (n - 1 \ f n \ 
k 1 /

 + l k J~ U J 
En efecto 

fn-l \ + r„ -r = (n - I)! ( « - ! ) ! 
•k - 1 J v k J (k - 1)! [in - 1 ) - <A - 1)]! -kl (n - \ - k)\ 

= ( » ~ D ! + (n - 1)! 
ik - 1>! ( « - £ ) ! /fc! ( „ - * - ! ) ! 

= * < r t ~ DI + (n-k) ( » - l j ! 
(k-\y. (n-k)! k\ (n - k) (n - k - 1)! ~ 

= i — + <" ~ * ) ( f l ~ 1 )•' _ 
* ' ( « - * ) ! * ! ( « - * ) ! 

= * i í L z • ) •_+_(«-*) . ( ' . ' ~_l)J = (» - 1 y. (k + n-H\ 

_ n (n -\)\ _ n\ . fn\ 
k\ (n-k)l *! («-*:)! l.fcy 

Ejemplo 6-13. 

i ) Formamos el "triángulo" de Pascal 

. 0 / 0 
( i ) ' C 

Ci) CD 
Cu) CD 'G) O». 

Los elementos extremos de cada fila valen 1, y cada número combinatorio restante 

de acuerdo con la propiedad ii ), es la suma de los dos que figuran sobre él. 

i i ) Probar 

y.nj l n - i / U - 1 / Vn - \ J v i l - 1 / 

Es decir 

fm ^ _m-n.*i fm • (" 

Aplicando reiteradamente la propiedad i i ) se tiene 

U J = U — L* - n J " , « - 1.- U - 1- ' ' « 

, (7 - l y \ « — L n - 1- « 

v f i - l . ; \ n - 1 V « - l . ' ••»-' 

.. « — 1 J .. « — 1 J . n —
 1.- ' n - \ . ] U - l . 

iii) Demostrar 

ín\- « </t - 1) (n ~ 2 ) . . . Qt - k + 1) 

U J " 
Aplicando la definición y la nota que figura en 6 . 6 . 1 , tenemos 

fn' jtü n in — \ ){n - 2).. An - k 4- \\(n-k)<. 
KkJ~~k1.{n-ky. "' k'.(n-k)'. 

Después de simplificar queda 

r n \ n <H - 1) (/i - 2 ) . . . Di - * + 1) 

6.8. POTENCIA DE UN BINOMIO 

6.8.1. Binomio de Newton 

Una aplicación inmediata de los números combinatorios se presenta en el desarrollo 
de la potencia de un binomio, con exponente natural, conocido como fórmula del 
binomio de Newton, y está dada por 
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Utilizando el símbolo de sumatoria, se reduce a 

y la demostramos por inducción completa. 

i ) H = i «* (flr + 6) 1 *¿r ¿>* -r<z° ¿>! = 

i i ) Hipótesis h fh\ h-k ,n 

T e S ¡ S ! « t + = I l ^ ' l ^ - n * 

Demostración) Aplicando la definición de potenciación y la hipótesis inductiva, 
tiene 

(a + b)h + í =(a+b).{a + b)h = 

Por distributividad 

je = 0 v * y 

l\>¡ O,5,2 ii ; introducimos 2 y í* «n cada sumatoria 

U + o f M = í ih')ah~^ibk+ 2 í , 

Efectuando operaciones 

POTENCIA DE UN BINOMIO . 1 si 

Teniendo en cuenta que el índice de la sumatoria puede tomar cualquier nombre, 

en la segunda cambiamos k por/ 

Para reducir ambas sumatorias hacemos j~k- i => A =/" + 1. y sustituyendo en 

la misma sumatoria 

ia+h^> = í ' 7 Í V " * ° + Í ( y ¡ a h - ^ ! b* + 

después de sustituir y aplicar 6.5.2 i ), nos queda 

Como \ 0 H 0 J-y[,hHjt + i J 

Kh + i 

Teniendo en cuenta por 6.7.2 i i ) que 

f" l + r * W * * 1 ) resulta 
\kJ \.k-Ü V k J 

(a + by 

' • i j .4. r 
+1 " i 

h T I 

Es decir 
/ i - 1 

fc = 0 ' - *• -

como se quería. 

Ejemplo 6-14. 

Desarrollar (~x +2 y)5. 



Aplicamos la fórmula demostrada 

<-.v + 2y)* = Q j ) ( - * ) 5 (2 v)° + ( j ) ( - * ) 4 (2 y)1 + ( j ) ( - * ) 3 (2}f + 

f ÍJ) C~.x)2 ( 2 v ) 3 + Q ) ( - * ) ' (2y)* + Q ) ilyf = 

= - x 5 + 1 0 x 4 , v - 4 0 x 3 > - 2 + 8 0 x 2 ^ 3 - 8 0 x > ' 4 + 3 2 / 

6.S 2. Observaciones 

Sea 
«/+£>)" = f ("la""* ¿>* 

*=ov kj 
i ) El desarrollo de la potencia «-sima de un binomio tiene n + 1 términos, según 

lo indica la variación de k, desde 0 hasta n. 

i i ) Cada término del desarrollo tiene como coeficiente un número combinatorio 
de numerador igual al exponente del binomio, y el denominador es variable 
desde 0 hasta n. 

iii) El exponente de a es la diferencia entre el numerador y denominador, y el de 
b es igual al denominador. Es decir, la suma de ambos exponentes es igual a 
«, para todos los términos. 

iv) El término de lugar h en el desarrollo, es 

v ) Los términos equidistantes de los extremos tienen igual coeficiente, por ser 

números combinatorios de órdenes complementarios. 

Ejemplo 6-15. 

Determinar la suma del 49 y 6? términos del desarrollo de 

{la~a2f 

Como 

T 4 ^ ) ( 2 ^ ( ^ 2 ) 3 = - g ) . 3 2 , " 

T 6 = ( « ) ( 2 . ) 3 ( ^ ) ^ - Q ) . 8 . -

Ejemplo 6-16. 

á)Demostrar " fn\_ <,» 

Trasformamos la sumatoria en el desarrollo de la potencia de un binomio 

íuC ¡~i LC 

n n 

2 ( - ' H " í ^ i " i 5 = 0 = 0 
¡ --• o - ' y 1=0 

Ejemplo 6-17. 

Determinar el término central del desarrollo de 

j ? Í J . 1 con .v =?= 0 

V" ' 

El número de términos es 

2 w + l = n + n + l = « + ! + « 

El término central esta precedido por n términos, y en consecuencia ocupa el lugar 

(n + ! ) . Se tiene 

Es decir 

En cuanto al coeficiente 

r2 n \ , " f 1 

T = r 2 « V " - L 
n +1 V /í J n 

^ *5 17 V' 1 

n + l s. « ^ 

( 2 « ) ! _ (2n)'. _ 

1 n J ~ ni ( 2 n - « ) ! ~ («! V 

2 n ( 2 « - l ) ( 2 n - 2 ) . . . [ 2 n ~ ( « - _ l ) ] : _ n ! _ = 

= " ó T i ? 

2 n <2 n - l ) ( 2 / i - 2) . ._jU<L±- l ) 

= — n . 
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Ejemplo 6-18. 

Obtener el término de grado 14 del desarrollo de' 

(x3-3x)10 

El desarrollo admite 11 términos y se trata de ubicar aquel en el cual el exponente 

de x sea 14, Este término ocupa un lugar h, a determinar basándose en la condición 

anterior 

f 10 \ 33-3 h h-1 ni 

Debe ser:32 - 2 6 = 14 => 2A = 18 => 6 = 9 

Es decir, el 99 término tiene grado 14. 

Lo calculamos 

T 9 = (Y) x 3 ( - 3 x ) 9 = ~ 3 9 . 1 0 x 1 4 

Ejemplo 6-19 

r i \ " 
Desarrollar ( 1 + --J 

Llegaremos a una expresión que se utiliza en la determinación del número c, en los 

cursos básicos de análisis. 

3 
4-

+ . . . . + • ( , I f —" > +1 Si — J 
\ n - i: n .•• nj'-. n J 

Después de haber omitido las potencias de l. Operando y utilizando ia fórmula deí 

ejemplo 6-13 i i i ) , tenemos 

M 2! H? 
( 1 + — ) = l+jr. 

l ) ( n - 2 ) 1 , , « ( « - l ) ( n - 2 ) . . . [ i i - ( i t - 2 ) ] 1 . . 

3! "' " Í F + * • • + (n - 1)! n-i 

+ n ( w - l ) ( / i - 2 ) . . . f n - ( f i - 1)1 1 
«! n 

n 
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A partir del tercer término dividimos cada factor del numerador por el factor n que 

figura en cada denominador 

r H . i V = i + i + J - — - 1 " 2 + 

+ J_ - 1 « - 2 n - (/? - 2) + 

( K - 1)! « n ' ' " H 

>i' « ' « * ' ' /? 

Resulta 

• • • • • ^ ( ' - f K ' - f M 1 - ^ * 

Ejemplo 6-20. 

Determinar .Y e R de modo que la suma de los términos 32 y 85 del desarrollo de 
r ¡ • 9 

I 2 x3 I sea igual a 0. 
x, ~ 

Debe verificarse 

T 3 4- T 8 = O 

O sea 

\ Q U 2 x J + i - I <2x 3 1"! - — " I = 0 
.: ' .v -' ' x . ' 

Los números combinatorios son iguales y pueden cancelarse 

2 7 - x : i . — 2 a J C * -V = 0 
X X 

2" . x ' 9 - 2 l . — = 0 
x 

X 
Multiplicando por -^T 

2 5 . x J 0 - 1 = 0 



k csulta 

Es decir 
enR 

Por distributividad y simplificación 

Racionalizando 

Y = + — i -
- 2 

Ambos valores de x satisfacen la condición dada. 

6.9. FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES INICIALES 

A fin de tratar el tema de la Combinatoria simple y con repetición desde un punto 
le vista funcional, proponemos algunos conceptos y propiedades relativos a funciones 
rayos dominio y codominio son conjuntos finitos, no vacíos y por consiguiente 
dentificables, en cuanto a su cardinalidad, con intervalos naturales iniciales I„ e I m . 

6.9.1. Aplicaciones inyectivas de l„ en \m (n <m) 

Sea el conjunto cuyos elementos son todas las aplicaciones inyectivas de I„ en I m , y 
que denotamos con 

In (I„ , I m ) = { ? : I„ "* I * , //es inyectiva) 

Se necesita !a restricción n < m, ya que en caso contrario habría dos elementos del 
iominio con la misma imagen en el codominio, y ninguna aplicación sería 1-1. 

El elemento 1 de I„ puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del 
codominio I m , es decir, existen m posibilidades para el 1 e l „ . Una vez asignada la 
;magen, para construir una función inyectiva, el 2 e l n admite (m — 1) imágenes 
posibles en I m . Seleccionadas sendas imágenes para el 1 y el 2, se presentan (m — 2) 
posibilidades para la imagen de 3 e I„. Suponiendo hecha la selección de imágenes para 
1, 2 . . . . , « — I , el elemento neln puede proyectarse sobre cualquiera de los 
'?i — ¡n — 1) elementos restantes del codominio, y en consecuencia el número total de 
-iplioiciones inyectivas de I„ en I m es 

m . (m - 1). (m - 2) . . . [m - (n - 1)] 

FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES 18' 

Es decir, el cardinal de Ira (1„ , I m ) es igual al producto de « factores decrecientes en 

una unidad, a partir de m. 
Denotando tal número cardinal con el símbolo Vm „, se tiene 

V m , „ = m . (m - l ) . ( m - 2 ) . . . (m - n + 1) (1) 

Multiplicamos y dividimos el segundo miembro de esta expresión por 

(m - n) (m - n - 1) 2 . 1 = (m - n)\ 

- m.(m-l).(m-2) .. . (m - n + 1) . (m - n)\ 
m - n ' ~~ {m-n)\ 

v resulta 

(2) 
(m - n) 

Demostraremos ahora esta fórmula por inducción sobre n. 

i )Si n- 1, entonces el número de funciones inyectivas de I, en lm es 

exactamente m. y se tiene 

v - - m - ( m ~~ ^ ! _ m ' 
v m , i - m- { m .„ j j , ( m _ iy 

ii ) Probaremos que si la fórmula (2) vale para h, también es válida parah + 1. 

Hipótesis) v _ m\ 
V m - h (m - h)\ 

mi 
Tesis) v m > h + 1 - [ m _ ( h + i ) ] . 

Demostración) Supongamos definida una función inyectiva de lh en I M . Si 
extendemos el dominio a I * , * , , el elemento agregado, h + l, puede hacerse 
corresponder con cualquiera de los (m — h) elementos restantes del codominio. Es 
decir, cada función inyectiva de lh en Im origina (m - h) funciones inyectivas de U - i 
en I M , y en consecuencia se tiene 

V m . „ + i = V m , h .(m-h) 

Usando la hipótesis inductiva llegamos a 

mi (tn - h) - _ mi V m - h + í~17n-hy. , ( m k ) (m- h). (m-h - 1)1 [ m - ( A + l ) J ! 

Ejemplo 6-21. 

¿Cuántos números de tres cifras distintas pueden formarse con 1, 2, 3,4? 

Cada número pedido corresponde al conjunto imagen de una aplicación inyectiva 

(ya que no pueden repetirse) de I3 en l 4 . Es decir, existen tantos números de tres 



cifras distinto elegidas entre 1, 2, 3 y 4 como funciones inyectivas de f3 en I 4 , y 
resulta 

V 4 3 = 4 . 3 . 2 = 24 según la fórmula (1) 

6.9.2. Relacón de equivalencia en bt (l,¡, I m ) {n < m) 

Definición 

Dos tinciones inyectivas de 1„ en lm son equivalentes si y sólo si admiten el 
rnismcconjunto imagen 

/ - g <*• ! = l(g) 

Esta defirición caracteriza una relación de equivalencia en ht {\n,lm). como puede 
verificarse ccn facilidad. 

De acuerco con el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una 
partición del conjunto de las aplicaciones inyectivas de I n en I m , en clases de 
equivalencia 

En el case del ejemplo 6-21. las funciones 

/ = { l , l ) . ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 ) } y s = { < 1 . 3 ) , < 2 , l M 3 . 4 ) } 

son equivalentes, ya que ambos conjuntos imágenes se identifican. A manera de ejem­
plo nos proponemos exhibir la partición de I« (I„, I m ) c o n la siguiente simplificación: 

Como tedas las funciones inyectivas admiten el mismo dominio I3 es suficiente, 
para caracterizarlas, dar el conjunto ordenado de sus imágenes. Así 

134 corresponde a/ 

314 corresponde ag 

Si consid;ramos como imagen a 213, se trata de la función inyectiva 

í ( l , 2 ) . ( 2 . 1 1 . ( 3 . 3 ) 1 

Con este cnteric. la partición de i« i1,; . U í es 

J 34 234 
143 243 
314 324 
341 342 
413 423 
431 432 

En cada clase de equivalencia hay tantas funciones como aplicaciones inyectivas de 
I 3 e n I 3 , e s decir, 3 . 2 . 1 = 3 ! elementos. 

El número de clases de equivalencia es naturalmente igual al número total de 

123 !24 
132 142 
213 214 
231 241 
312 412 
321 421 

funciones inyectivas de 13 en ! 4 , dividido porel número de elementos de cads clase, es 

decir ., 
4! 

J i z 3 > L = 4! = ( 4 ^ 
3'f" 3 ! ( 4 - 3 ) ! V 3 j 

Si denotamos con C 4 i 3 el número de clases de equivalencia se tiene 

' 4 ' ' . 

c 4 . 3 = i ; ) = 4 

V 3 

En general, el número de clases de equivalencia determinado por la relación t n en 
el conjunío Je las funciones invectivas de l„ en l„, , está dado por 

- i I 
n, 

En efecto, sea V m . „ el número de funciones inyectivas de l„ en \ m , donde está 
definida la relación de equivalencia (1). En'cada clase de equivalencia hay tantas 
funciones como aplicaciones inyectivas de I„ en I „ . lasque son. además, sobreyectivas. 
es decir, biyectivas. Este número es. precisamente 

El número de clases es, entonces 

_ V m , n m\ ím ' 
C m , n - n , ~ n \ ~{m- n)\ ~ V.;¡ 

6.9.3. Funciones estrictamente crecientes de 1„ en l m ! » < ) 

Definición 

f:\n->\mes estrictamente creciente si y sólo si 

x < y = > / ( x ) < / ( > ' ) 

La t'uiiciñn / de! párrafo anterior es estrictamente creciente, pt'vg n<» lo es. 
Volviendo ai «templo propuesto en 6.9.2., •>> elegimos un uraco elemento en cada 

clase de equivalencia, se lo puede lomar como representante de dicha clase. La eiección 
natural está dada por la función estrictamente creciente que figura en cada clase, y se 
tiene 

123 124 134 234 

El número de clases de equivalencia está dado por el número de funciones 
estrictamente crecientes de 13 en I 4 . Realizando esta identificación de clases de 
equivalencia con funciones estrictamente crecientes, podemos decir que existen tantas 
clases como subconjuntos de 3 elementos pueden extraerse de I 4 . 
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Kjonirtlo 6-22. 

¿Cuántas comisiones de 3 personas pueden formarse con 4 personas? Rotulando a 

las cuatro personas con 1, 2,3 y 4, las selecciones 

123 132 213 231 312 321 

corresponden a la misma comisión (se supone que no hay distinción de jerarquías), y la 

«elección natural es 123, Esta corresponde a una función estrictamente creciente de I3 

en I 4 , y en consecuencia el número total de comisiones es 

r - - _ 4 . 3 . 2 
C 4 ' 3 ~ K3J ' 3! ~ 3 . 2 . 1 - 4 

/ vmplo 6-23. 

.Cuántos números de tres cifras jistintas pueden formarse con las cifras 1, 2 y 31? 
A lu luz de lo que hemos visto en el ejemplo 6-21, se tienen tantos números como 

•artesones inyectivas de 1 3 en I 3 , las cuales son, además, biyectivas. 
Entonces dicho número es 

V 3 i 3 = 3 ! = 6 

6.9.4. Funciones de I„ en lm 

Sean n y m números naturales cualesquiera. Se presenta el problema de determinar 

c i número de funciones de I , en I M . 
Es Jaro que, elegida una de las m posibilidades para la elección de la imagen de 

1 e l n . para el 2 también se presentan m, ya que no hay restricciones de inyectividad. 

" n-irr.ero total de tales funciones, que denotamos con V ' m „, es m . m. .. m = mn. 
* ss • 

n 

Demostramos, por inducción sobre n , la fórmula V)„^ n = mn. 

i ) Si n = 1, entonces se tienen m funciones de I, en ! m , es decir 

Vln, i =m=mi, con lo que la fórmula es válida en este caso. 

i i ) Supongamos que se verifica para n — h, es decir VJ,,^ = mH. Debemos 
probar que V * m f t + 1 = m h + 1 . 

¿ea una función de I H en I M ; si el dominio es ahora I J H - I , entonces ei elemento 

h + 1 puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del codominio. Podemos 

decir que cada aplicación de lh en lm caracteriza m funciones de l h + ¡ en !„, , y el 

¡n-ñero de éstas es 

Aplicando la hipótesis y la definición de potenciación, se tiene 

VJn, h+i = m. mh = mh + 1 

FUNCIONI-S CRI ( I ! NTI'S 191 

Ejemplo 6-24. 

¿Cuántos números de tres cifras pueden formarse con 1, 2, 3 y 4? 

Como no hay restricciones en cuanto_a que las cifras deban ser diferentes, los 
números 134, 143, 112, 222, etc., figuran entre los pedidos. Cada uno de ellos puede 
considerarse como el conjunto ordenado de las imágenes de una función de l 3 en I 4 . 
En consecuencia existen tantos números de tres cifras formados con 1, 2, 3 y 4 como 
funciones de I 3 en I 4 , e s decir 

V 4 > 3 = 4 3 = 6 4 . 

6.9.5. FunciGr.cs crecientes de !„ en lm 

Sean n y m números naturales cualesquiera. 

Definición 

La función /: l„ - + \ m es creciente si y sólo sí 

x<y - / • ( * ) < / O ' ) 

Ejemplo 6-25. 

i ) Las imágenes de todas las funciones crecientes de 13 en I4 son 

111 122 133 144 222 233 244 333 344 444 
112 123 134 223 234 334 
113 124 224 
114 

Hemos seguido una ley de formación a partir de 11, 12,13, 14, 22, etcétera, 

i i ) Las funciones crecientes de I3 en l2 tienen las imágenes 

111 122 222 
112 

Llamando C"m,„ al número de funciones crecientes de l„ en I M , se tiene, para los 

casos anteriores 
Q j 3 = 2 0 C ' 2 i 3 = 4 

Observamos que el número de funciones crecientes de Im en I„ se identifica con el 

número de funciones estrictamente crecientes de I m + n _ i en I „ , ya que 

C*4 i3 = C 4 + 3 . 1 ? 3 = C 6 i 3 = j ¡ — = 2 0 

C'2,3 = ^2+3-1,3 = C 4 i 3 = jr~ = 4 

http://FunciGr.cs
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Teorema El número de funciones crecientes de In en lm es igual al de funciones 

estrictamente crecientes de I„ en l m + „ _ i . 

Tesis) C m n = C m + r t l 

Demostración) Sean A el conjunto de todas las funciones crecientes de I„ en I m , y B el 
conjunto de las funciones estrictamente crecientes de I„ en l m + n - . j . Nuestro 
propósito es probar que c (A) = c (B), es decir, que A y 3 son coordinables. Para esto 
es suficiente ver que existe una aplicación biyectiva de A en B. 

Para definí! tal aplicación hay que asignar a cada función de A una única función en 
B. 

Sea / 6 A. La imagen Je / es 

/( i h / í - ) , • . - . / < « ) 

tal que paro todo / = 1 , 2 ,. . . , n se verifica 1 < / ' ( / ) < m (1). 

A expensasde/, definimosg : I „ - * I m + n — j mediante las asignaciones 

[ ' g ( i ) = / ( I ) 

i g{2)=}{2)+\ 

(2)1 g ( 3 ) = / ( 3 ) + 2 

^ ( « ) » / ( « ) + ( « - O 

De este mcdo, los valores extremos que puede tomarg son. de acuerdo con ( i ) í y 

m + n - 1. Además, teniendo en cuenta (1) y la definición de g, se verifica 

fe A => / ( l ) < / ( 2 ) , y como 0 < I, sumando resulta 

/ ( l ) + 0 < / ( 2 ) + l . 

Es decir 

A i ) < / " ( - ) + t -

L uego 

gil)<g(2). 

Procediendo análogamente vale la proposición 

K / ( l ) < / ( 2 ) + I < / ( 3 ) + 2 < . . . < / ( « ) + ( « - l)<m+n~ 1 

Es decir 

1 <gO)<g(2)<g(3)< . . . <g(n)<m + H - 1 
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La asignación propuesta en (2) permite definir la aplicación 

F : A -> B tal que F ( / ) = g 

Falta probar que F es biyectiva. Para ello estudiamos 

i ) Inyectividad de F. Sean/y /"en A, tales que F (f) = F (/"),es decir, tales que 

g — g'. Esto significa que los conjuntos 

( / ( l ) . / ( 2 ) + 1 , . . , / ( » ) + • ( « - 1)} 

{ . f ( D • / ' < - ) + i , • • • J'M +(n - I ) } 

son iguales, y en consecuencia/(i) ~ / * ( / ) cualquiera que sea / = !. ,;, 

Resulta entonces/ - f; y por lo tanto, F es inyectiva, 

i i ) Sobreyectividad de F. Seag e B. 

Entoncesg : l„ -*lm + n—i es estrictamente creciente, y se tiene 

1 <gQ)<g{2)<gU)<...'<g(n)<m+n-l 

.Ahora bien, £ ( 2 ) > f ( l ) =» g(2)-g (1 )> 0 => g ( 2 ) - g ( l )> i. ya que todo 

número natural es mayor o igual que 1. Resulta gij)<g(2) — l, y procediendo 

análogamente tenemos 

Kg(\)<g(2)- I <g(3)-2<...<g(n)-{n-l)<m 

Esta situación permite definir la función /: I„ - » T m , creciente, con la asignación 

/ ( 0 = * ( 0 - ( ' ' - i ) 
Entonces, cualquiera que seag e B. existe/e A tal que F ( / ) = g. 
Las partes i ) y ii ) prueban que F es biyectiva, es decir, A ~B, y en términos de 

números cardinales vale la fórmula 

^-m.n *-m+n—1 1 ^ y 

Ejemplo 6-26. * 

„De cuántas maneras pueden entrar -» alumnos en 3 aulas», ú m se hace distinción 

de personas"1 

Rotulemos a los alumnos con: 1, 2, 3, y 4, y las aulas con: i, 2 y 3. Es claro que 

una distribución de las cuatro personas en las tres aulas está asociada a una función de 

l4 en I 3 ; por no haber distinción de personas, el hecho de que entren dos personas en 

el aula 1, una en el aula 2 y otra en el aula 3 está dado por una función cuya imagen es 

cualquiera de las siguientes: 

1123 
3121 

3211, etc. 
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1 2 3 

1 2 3 4 

Al no haber distinción, estas distribuciones de cuatro alumnos en tres aulas son la 
ir.¡ iv.d. De ellas elegimos naturalmente la que define a una función creciente de 14 en 
I , i ¿.-ir 1123. 

<:.a distribución distinta e», pot ejemplo, 1113, que significa: tres alumnos 
raron en el aula 1 y el cuarto en el aula 3. 

De modo que existen tantas distribuciones posibles de 4 personas en 3 aulas, sin 
i: v tc ión de las personas, como funciones crecientes de 14 en 1 3 , es decir 

C 3 - 4 = C 3 + 4 _ 1 > 4 = C 6 > 4 = ( J | )= 4 ] 3 ' 2 t ~ = 1 5 

6.9.6. Aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de í m en l m 

Sean los números naturales m, m¡, m2,.... mn, tales que 

m- m% + m2 + . .. + mn = Z mé (1) 
i- 1 

Asociada a la descomposición (1), queda especificada la siguiente partición de Im en 
intervalos naturales cerrados 

Im = í 1 - «i j + [ml + 1 , m l + m2 ] + [m¡ + m2 + 1 , ¡ítj + m2 + m3 ] + . .. + 
ffe-1 ] 

+ ¡ 2 m¡ + 1 , m\ (2) 

donde el signo + denota una unión disjunta, 

i ) Definición 

La función / - : \m - * f m es estrictamente creciente por trazos, respecto de la 
' partición (2), si y sólo si es estrictamente creciente su restricción a cada 

subconjunto de la partición. 

' "empio 6-2 7. 

En correspondencia con la descomposición 9 = 2 + 4 + 3 ve tiene la siguiente 
¡nción estrictamente creciente por trazos de I 9 en I 9 . 
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: t 

4 ' 

3< 

11 

t 

i 

Se tiene aquí la partición I 9 = [I , 2] + [3 , 6 ] + [7 , 9 ] , es decir 

I , = { l . 2 } + { 3 , 4 . 5 , 6 } + { 7 , 8 , 9 ) 

Y la restricción de/'a cada elemento de la partición es estrictamente creciente. 

Ejemplo 6-28. 

Determinamos el número de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de I-
en I 7 . respecto de la partición de I 7 asociada a la descomposición 7 = 3 + 4 . De 
acuerdo con la definición, la restricción de cada una de las funciones a los 
subconjuntos í 3 e I 4 debe ser estrictamente creciente. 

Se sabe que el número de aplicaciones estrictamente crecientes de I, en I7 es 

Además, es claro que cada función estrictamente creciente de I 3 eff I 7 define 
unívocamente una función estrictamente creciente de 4, 5. 6, 7 en I 7 . Por ejemplo, si 
g : 13 -*T 7 está definida por 

f ( l ) = 2 * ( 2 ) = 5 * (3 ) = 7 

queda detenninada h : ( 4 , 5 . 6 , 7 } ->- I 7 estrictamente creciente y única, a saber 

h (4) = 1 h (5) = 3 h (6) = 4 h (7) = 6 
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Hn consecuencia, el número de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de 
I? en 1 7 es el de funciones estrictamente crecie'ntes de I 3 en I 7 , que denotamos 
mediante 

1 \3J 3! 4! D 
En el caso del ejemplo 6-27, tai número es 

. 2 .3 ,4 9' 

ú ) Propiedad. El número de aplicaciones estrictamente crecientes por tra/os 
de lm

 e« im. respecto de la partición (2). está dado por 

Para cada m fijo hacemos inducción sobre el número n de elementos de la partición 
de I „ . 

a) Si n = i, entonces la partición tiene como único elemento l m , y la única función 
estrictamente creciente de \m en IM lo es estrictamente creciente por trazos, es decir 

p/n, _ , mi mi 
«\_ -1 = —- = 7 yaque m = m¡ 

mi m 

b) Suponemos que la fórmula es válida para n = h, y demostramos su validez para 
n ~h + \. 

Cada función estrictamente creciente por trazos de l m . W ( ¡ i en sí mismo 

determina C m m h + Í funciones estrictamente crecientes por trazos de lm en í m , 

respecto de la partición asociada a la descomposición 

m=m, + m2 + ... +mh+l 

Entonces 
pin, .m ......mh„, m «m, .m t mh ... 

*** m-mt,^ 5 >•>. >r,h,, 

Aplicando la hipótesis inductiva, se nene 

/ " i - m . mh + l (m ffth + i)' m'. 

"' >»,<. m2l. . . mh< mh + v (m -mh\x)l 

Es decir 

p«|.»»l + > _ 

m,'. m2l •.. mh + íl 
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Ejemplo 6-29. 

¿Cuántos números distintos pueden formarse permutando las cifras del número 
112223333? 

Cada número que resulte de intercambiar las cifras de 112223333 define una 
aplicación estrictamente creciente por trazos de I 9 en l 9 , y recíprocamente. Así, por 
ejemplo, el número 133221323 determina la aplicación de 19 en I 9 , asociada a la 
partición correspondiente a la descomposición 9 = 2 + 3 + 4 : 

f{\)={ / ( 2 ) = 6 /<3) = 4 / { 4 ) = 5 / ( 5 ) = 8 

/<r>>= 2 / ( 7 ) = 3 / ( 8 ) = 7 / ( 9 ) = 9 

La manera de determinarla es la siguiente: a cada elemento del dominio le 
asignamos como imagen, respecto de la partición dada, el lugar que ocupa en el 
número propuesto. 

Recíprocamente, a toda función estrictamente creciente por trazos respecto de la 
partición, le corresponde un número que se deduce del dado, intercambiando las cifras. 
Así. si / : l9 -*l9 es tal que 

/ <1) = 2 A 2 ) = 9 /<3) = S / ( 4 ) = 6 / ( 5 ) = 7 

/ ( 6 ) = I / ( 7 ) = 3 / ' (8) = 4 / { 9 ) = 8 

y el número resultante es 313322231. 
Entonces el número total de números pedidos es igual al de funciones estrictamen­

te crecientes por trazos de 19 en I», respecto de la partición dada, es decir 

= _ _ 9 ! _ _ = 9 . 8 . 7 . 6 , 1 ^ 4 L = 1 2 6 Q 

« 2! 3! 4Í 1 . 2 . 1 . 2 . 3 . 4 ! 

6.10. COMBINATORIA SIMPLE Y CON REPETICION 

6.10.1. Concepto 

Identificando un conjunto finito y no vacío con un intervalo natural inicial, 
respecto de la coordmab ilidad. la respuesta a la de terminación del número cardinal de 
ciertos subconjuntos del mismo puede lograrse a la lux de cierto tipo de funciones 
entre intervalos naturales iniciales, ya estudiadas en o.9 Los problemas que se 
presentan dependen del tipo de función que pueda diagnosticarse en relación con ¿i 
problema, y son los seis que se traían a continuación. 

6.10.2. Variaciones simples de m elementos de orden n.{n<m) 

Definición *• 

Variaciones simples de m elementos de orden n, o variaciones n-arias de m 
elementos, son todas las funciones inyectivas de I„ en I,„. 
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í -uno todas las funciones inyectivas de I„ en IM tienen el mismo dominio I„, 
cthil.iuicr variación simple queda determinada por las segundas componentes de los 
r •» o: denados correspondientes a la función. Desde este punto de vista, toda 
v i . . ion «-aria de m elementos es un subconjunto ordenado de n elementos de I m , Es 
claro que la inyectividad exige que no se repitan elementos en la imagen, es decir, dos 
variaciones simples son distintas si difieren en algún elemento, o bien, si constan de los 
mismos, deben diferir en el orden. 

De acuerdo con 6.9.1., su número está dado por la fórmula 

m! 
m" (m -«)! v" •'•>••• • >, 

b '0.3. Permutaciones de n elementos -

/•*•• ''•'••lición « 

Permutaciones de n elementos son todas las funciones biyectivas de I„ en í„ . 

! 5 1 1 1 0 E o d a ¡unción biyectiva de 1„ en I„ es inyectiva. se tiene un caso particular de 
"•a- .¡dones simples, donde m = n. 

Teniendo en cuenta el conjunto imagen, cada permutación de n elementos es un 
comunto estrictamente ordenado de I„ . Su número, de acuerdo con 6.9.1., está dado 
por :'a fórmula 

^ n V " - " ( « - « ) ! " 0! 

\\ decir permutaciones de n elementos se debe entender que son simples, en el 
>tíi:.¡do de que no hay repetición, por la inyectividad. 

6.10.4. Combinaciones simples de m elementos de orden n. (n<m) 

Definición ¡ 

Combinaciones simples de m elementos de orden n. o combinaciones «-arias de 
m elementos, son tedas las aplicaciones estrictamente crecientes de I„ en I m . 

Una tal aplicación estrictamente creciente identifica un subconjunto de n elementos 
de 1,.,, de modo único. Al mismo concepto puede llegarse en virtud de la relación de 
equivalencia definida en el conjunto de las funciones inyectivas de I„ en \ m , de 
acuerdo con 6.9.2. 

El número de combinaciones simples está dado por 
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6.10.5. Variaciones con repetición de m elementos de orden n 

Definición X 

Variaciones con repetición de m elementos de orden n son todas las funciones de 

l „ e n l m . 

En este caso no existen restricciones d.> n respecto de m. Identificando cada 

variación con repetición con el correspondiente conjunto ordenado de las imágenes, 

ocurre que cada una es una n-upla de elementos de !,„. Su número está dado, de acuer­

do con 6.9.4., pot 

V = m" 

6.10.6. Combinaciones con repetición de m elementos de orden n. 

Definición 

Combinaciones con repetición de m elementos de orden n, son todas las funcio­

nes crecientes de l„ en I M . 

En este caso, m y n son números naturales cualesquiera. 

De acuerdo con 6.9.5.. su número está dado por la fórmula 1 

6.10.7. Permutaciones con repetición 

En muchas situaciones. los elementos de un conjunto están clasificados en tipos: 
digamos, por ejemplo, un conjunto de 9 libros, entre los cuales hay 2 de álgebra. 3 de 
geometría y 4 de filosofía. En cada caso se supone que son del mismo autor, edición, 
etc., es decir, indistinguibles. Un problema de interés consiste en la determinación de 
las distintas maneras según las cuales pueden ordenarse dichos libros en un estante. 

Una ordenación posible es GAFAFGFFG. Es claro que si se permutan entre sí 
dos libros de filosofía, el ordenamiento es el mismo. Una distribución distinta de los 9 
libros en el estante puede lograrse si se permutan libros de distinto tipo. Ahora bien, si 
rotulamos los libros asignando el 1 a los de álgebra, el 2 a los de geometría y el 3 a los 
de filosofía, la ordenación propuesta es 

213132332 

El problema consiste en determinar cuántos números pueden obtenerse intercam­
biando las cifras del propuesto, lo que se identifica con el número de aplicaciones 
estrictamente crecientes por trazos de I9 en 19, respecto de la partición asociada a la 
descomposición 9 = 2 + 3 + 4 , Tales aplicaciones se llaman permutaciones con 
repetición de 9 elementos, entre los cuales hay 2 del tipo A. 3 del tipo G y 4 del tipo 
F. 
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Definición X 

Permutadones con repetición de m elementos, entre los cuales hay m¡ del tipo 
A,- (i = 1 , 2 , . . . , « ) . siendo ra^m, + m2 +... +mn ( 1 ) son todas las aplica­
ciones estrictamente crecientes por trazos de Im en I,„. asociadas a la partición 
de I m correspondiente a la descomposición (1). 

Según 6.9.6. i i ) , su número es 

p W , . m a . . , « „ m \ 

Ejemplo 6-30 

Seis persoias viajan en un vehículo que tiene 10 paradas. t De cuántas maneras 
pueden bajars! en los siguientes casos? 

i ) Si a o sumo baja una persona por parada, 

i i ) Sin estricciones. 

En ambos :asos. considerar la situación con distinción y sin distinción de personas. 

Obsérvame? que cada distribución de las 6 personas en las 10 paradas define una 

función de I s e n 1,0. Así, 122279 indica esta situación: una persona desciende en ¡a 

primera paraca, tres en la segunda, una en la séptima y una en la novena, 

i ) A lcsumo baja una persona por parada. 

Significa cue personas distintas bajan en paradas distintas, y, si se hace distinción 
de personas, iístribuciones como 134679 y 371496 son diferentes. Cada distribución 
de las 6 personas en las 10 paradas, con distinción de personas, define una función 
inyectiva de 6 en í , 0 y, en consecuencia, el número total.es el de variaciones simples 
de 10 elementos de orden 6 

V 1 0 i í = 1 0 . 9 . 8 . 7 . 6 . 5 

Si no se hace distinción de personas, las distribuciones 134679 y 371496 
corresponder a la misma situación y se selecciona la que está asociada a una función 
estrii-tnmentt creciente de 1^ en I , 0 En consecuencia, si no se hace distinción de 
personas ha;* tantas distribuciones como combinaciones simples de 10 elementos de 
orden 6. es d;cir 

Cío,6 ~ 6! 

i i ) Sin restricciones. 

En este ciso puede bajarse más de una persona por parada, y, si se hace distinción 
de personas, cada distribución define una función de I6 en I ¡ 0: es claro que se trata de 
las variaciones con repetición de 10 elementos de orden í>, y su número es 

Vío,6 =f I 0 6 

COMBINATORIA CON REPETICION 

Si hay distinción de personas, 122279 y 721229 corresponden a situaciones 
diferentes. Pero si no se hace distinción de personas definen la misma distribución, y se 
elige la que corresponde a una función creciente de I6 en I] 0. El número total, en este 
caso, es el de combinaciones con repetición de 10 elementos de orden 6, es decir 

, _ _ r V i s ,6 
C í o , 6 - C i o + 6 - i , 6 - C I S . Ó ~ 6! 

Ejemplo 6-31. 

^Cuántas diagonales tiene un polígono convexo de n lados? 

El número Je vértices es n. y, por definición, tres cualesquiera no están alineados. 

En consecuencia, cada par de vértices determina una recta. 

El número total de rectas distintas está dado por el número de funciones 

estrictamente crecientes de I2 en I„. ya que. por ejemplo, las rectas 13 y 3! son la 

misma. Entre estas rectas figuran los lados y las diagonales. En consecuencia, el 

número de diagonales está dado por 

« ( « - 1 ) n 2 - 3 n 
C „ . 2~n= - i ~ 2 — • ! - - n = ^ 

Ejemplo 6-32. 

JDe cuántas maneras pueden alinearse Mí personas, si tres a* ellas tsar, de* <t%W 

juntas? 
Una posible formación de las 10 personas es 

^T^r^a a* as • • • aio 
Si no se especificaran condiciones, el número total sería el de funciones biyectivas 

de l i o en I 1 0 , es decir, P ! 0 = 10! 
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las tres primeras permanecen 
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juntas, y en primera instancia pueden considerarse como un solo objeto, con lo que el 
número total se reduce a 8, y se tienen P8 arreglos distintos. Ahora bien, en cada uno 
de éstos, las tres personas que están juntas pueden permutarse entre sí, originando P3 

alineaciones diferentes. Entonces el número total es 

P 8 • P 3 = 8! 3! 

Ejemplo 6-33. 

En una urna hay 5 bolillas blancas y 6 bolillas negras numeradas. Se extraen 

muestras de tamaño 7. ¿Cuántas de tales muestras pueden extraerse'.' ¿En cuántas de 

eU.¡> figuran exactamente 3 bolillas blancas'' 

- H . 7
 _ C n . 4 ~ . r - — a ~ ^ ; — 330 

i ) El experimento consiste en extraer al azar 7 bolillas de la urna, sin reposición. 
Es decir, se extraen una por una y no se reintegran hasta completar las siete. 
Dos muestras como 

b¡ b~ n-. n¡ /?4 ns nb b¡ n3 b3 n6 n$ ns b2 b\ 

son la misma, y existen tantas como subconjuntos de 7 elementos pueden 
formarse con 11 dados, es decir 

V J I , ) = 11 . 10 . 9 . 8 

4! " 4 . 3 . 2 . 1 

ii i Consideremos ahora las 330 muestras aleatorias de tamaño 7 que pueden 

obtenerse. Estamos interesados en saber cuántas de tales muestras contienen 

exactamente 3 bolillas blancas. 

Hay C S . 3 maneras de elegir 3 bolillas blancas entre las 5 que existen. Por cada una 

de estas posibilidades se presentan C 6 4 maneras de seleccionar 4 bolillas negras entre 

tas 6 que hay. En consecuencia, el número total de muestras que tienen exactamente 3 
bonitas blancas as 

5 , 3 " • 4 3 . 2 . 1 4 . 3 . 2 . 1 

C O M B I N A ! O R I A 2i? 

Ejemplo 6-34. 

Hay tres tipos de medallas: 3 de oro, 2 de plata y 4 de cobre. ¿De cuántas maneas 

pueden distribuirse entre 9 personas, si a cada persona le corresponde una y sólo una? 

Cada distribución de las 9 medallas entre las 9 personas define una aplicación 

estrictamente creciente por trazos de I 9 en I 9 , respecto de la partición asociada a la 

descomposición 9 = 3 + 2 + 4. Se trata, entonces, de las permutaciones con repetición 

de 9 elementos, entre los cuales hay 3 del tipo 0. 2 del tipo P y 4 del tipo C, y su 

número es 

= 1260 

Ejemplo 6-35. 

¿Cuántos términos tiene un polinomio completo y homogéneo de grado 2 cor 3 

variables.' 

Sean éstas x¡. x2 y v 3 . Como el polinomio es homogéneo, todos los términos son 

de grado 2. Ahora bien, cada función creciente de 1: en l r , determina uno de los 

términos dei polinomio. >a que las imágenes xtx3 y x3x¡ corresponden al misaio 

término, y se considera la que es creciente. 
El número total es el de combinaciones con repetición de 3 elementos de orden 2. 

es decir 

C ; . 2 = W . . : = r 4 . 2 = - 2 - - = b 

El polinomio puede escribirse 

Pl.V,. -V; , * ! , ) = « / „ X~ + a 2 2 X * + rf.sj V* -*-'Jl2 X, X2 + « |3 .Vi . V i + i í ; 3 X¡ X . 
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6*36. Demostra: por inducción completa 

1=0 I " X 

2. £ - L = , - J L ± A _ 
¿=i 2' 

3. £ / s " ( " + l ) ( 2 n + l ) 
i=t 6 

4 . £ i ( « - 0 = 4 ( « 2 - i ) 

5 . £ 3'' = 4 (3" ~ O 

6. ¿ m ' ^ - ^ 1 

í ~ i V 3 y * 3" 

7. cr"- 1 > « ( a - 1) si o¡> 1 

8. (1 V x ) n > l + « x si x > 0 

0 
1 

. . i . = ¡ ... _ L 

10. 3! 10"* 1 + I0n + i 

11. 2 ¡ « 2 +« 

12. 3 8 " - 5 " 

13. a" - 6 " = a ( a - 6 ) 

14. t i". ¡"! = (« + 1)! 
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15. 2 /» = ( 2 0 
¡=1 Ví=l J 

6-37. Seanxj, x 2 , . . . ,xn números reales. 
Demostrar que la suma de sus desvíos respecto del promedio es 0, es decir 

6-38. Demostrar que 

2 ( x , - x ) = 0 

(t xJ~Í *? + £** 
\ i-1 J i -1 i-*. 1 

6-39. Sabiendo que x,. x¡.. . , x i 0 son tales que 

ü x2 = 100 y x = - 2 0 . calcular 

t (xr-2? 

6-40. Demostrar 

i) 2n\-{n~ !)(«-!)! = «» +(«-!)! 

... n 1 1 _ 
' U (n + 1)! H ! (n + 1)! 

6-4/. Hallar x sabiendo que 

C
 7 V 7 i 

L x 2 - x y V 2 X - 2 - / 

<M2. Desarrollar las siguientes potencias 
¡ ) ( _ 2 a * + - i - V 

» ) ( v x " + V y ) 4 

Ó-/J. i ) Sabiendo que g + a = 1. calcular 

i i) Calcular 2 rk\ u ) ~ZÜ I ~r ) 
*=o Vfcy 3 f e V 3 y 

6~tf. Hallar la suma de los términos 59 y 72 del desarrollo de (~ 2 x + x1)'° 

6-45. Determinar x sabiendo que el término central del desarrollo d e f * + -j-^j vale 



6-46. Sea(v— 2.Y + J • Determinar JC sabiendo que T3 + T6 = 0. 

f-47 Hallar el término de grado 5 del desarrollo de I . X ' 2 j 

6-48 Hallar los términos de grado natural del desarrollo de yx + J 

6-49, ¿De cuántas maneras se pueden colocar 12 libros en un estante, si tres de ellos 
deben estar juntos?" 

'-."0. ¿De cuántas maneras se pueden alinear 10 personas, sabiendo que dos de ellas no 
pueden estar juntas'' 

•'> 5 / . Calcular la suma de todos los números de 4 cifras no repetidos que pueden 
formarse con 1, 2. 3 y 4. 

í -52 „ Cu antas distribuciones circulares pueden formarse con 6 personas1 

*oJ. Ocho puntos del plano son tales que 3 cualesquiera no están alineados, salvo 4 de 
ellos que sí lo están. ¿Cuántas rectas determinan? 

f>-54. ..Cuántas comisiones de 6 personas pueden formarse con 8 varones y 9 mujeres, 
sabiendo que al menos un varón íntegra cada comisión' 1 

•v.\5. ¿De cuántas maneras se pueden distribuir 100 botellas de leche entre 10 
comercios? 

í-56. ^Cuántos números de tres cifras distintas pueden formarse con 0. 1, 2, 3. 4 y 5'' 

i-i7. ..Cuántos números de tres cifras pueden formarse con 0, 1.2,3.4 y 5? 

6-58. De un mazo de naipes franceses (52 cartas) se extraen cinco cartas sin reposición. 
¿De cuántas maneras pueden obtenerse exactamente dos ases? 

6-59. Entre 36 cartas hay 4 ases. Se retiran tres cartas sin reposición. ¿Cuántas 
colecciones de tres cartas contienen exactamente 2 ases? 

O-60. ¿En cuántas números de k cifras elegidas al azar entre 1, 2, 3. . . . , 9. aparece 
exactamente 4 veces el número 1? (k > 4) 

6-6/. Se consideran « personas alineadas al azar. G En cuántos, de dichos arreglos, hay 
exactamente k personas entre dos determinadas? 

ft-62. ¿Cuántos polígonos determinan 10 puntos del plano, sabiendo que 3 cualesquie­
ra no están alineados? 

f)-f¡S. ¿De cuantas maneras pueden alinearse 5 varones y 5 mujeres de modo que 
aparezcan alternados? 

>-4-/. ¿Cuántas n-uplas pueden formarse con los números I, 2 y 3? 
¿En cuántas aparece exactamente k veces el 1? 
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6-65. Determinar el número de pronósticos posibles que corresponden a una fecha d« 
los 13 partidos del juego llamado Prode. En cada partido puede apostarse a local 
empate o visitante. ¿Cuántos de tales pronósticos tienen k aciertos? 

6-66. Demostrar que todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es nume­

rable. 

6-67. Demostrar que la unión de un número finito de conjuntos numerables y 

disjuntos dos a dos es numerable. 

6-68. Doce alumnos cursan una asignatura que se dicta en 4 horarios distintos. ¿De 
cuántas mineras pueden distribuirse los 12 alumnos en los 4 horarios? 
¿Cuántas distribuciones determinan el mismo número de estudiantes en los 4 

horarios? 

6-69. Una persona apuesta 10 S en una carrera en la que intervienen 5 caballos. 

¿Cuántas apuestas distintas puede hacer si cada vale cuesta 2 S ? 

6-70. Para formar un compuesto se dispone de 6 sustancias del tipo A y de 8 de! tipo 

B. El compuesto requiere 3 del primer tipo y 4 del segundo. ¿De cuántas mane­

ras puede realizarse la experiencia en los siguientes casos? 

i ) Sin restricciones. 
ii ) Una sustancia determinada del tipo A debe ser incluida, 
i i i ) Dos sustancias determinadas del tipo B no pueden incluirse. 



Capítulo 7 

SISTEMAS AXIOMATICOS 

7.1. INTRODUCCION 

E! desarrollo le la matemática actual es principalmente abstracto y se realiza, en 
gran parte, por i vía de los sistemas axiomáticos, cuyo concepto se expondrá en el 
presente capítul*. Este punto de vista representa el avance natural del desarrollo 
científico, entronca los casos particulares y concretos en situaciones generales de las 
cuales aquéllos s« derivan, y esencialmente permite conocer mejor lo que antes se sabía 
de un modo frumentario. Como ejemplo de sistema axiomático se desarrollan el 
álgebra de Book y una introducción al sistema axiomático de Peano que conduce al 
estudio del núnero natural. Finalmente se presentan las estructuras algebraicas de 
monoide y sem ¡grupo. 

7.2. SISTEMAS AXIOMATICOS 

7.2.1. Concepto 

Un sistema aiiomático, en matemática, consiste en los siguientes objetos: 

i )términts primitivos constituidos por elementos, conjuntos o relaciones, 

•-uva naturaleza no queda especificada de antemano, 

¡i iaxionus. que son funciones preposicionales cuamificadas, relativas a las 
variables que representan a ios términos primitivos; es decir, son propiedades 
a las cue deben satisfacer dichos términos primitivos. Los axiomas definen 
implícitamente a éstos. 

i i i ) definidones de todos los términos no primitivos. 

iv) teoremas, es decir, propiedades que se deducen de los axiomas. 

Anexada al sistema axiomático se admite la lógica bivalente, con cuyas leyes es 
posible demostiar los teoremasde la teoría. 

Cuando se sustituyen las variables o términos primitivos por significados concretos, 
se tiene una interpretación del sistema axiomático; si esta interpretación es tal que los 

axiomas se convierten en proposiciones verdaderas, entonces se tiene un modelo del 
sistema axiomático. En este caso, todo lo demostrado erí abstracto en el sistema es 
válido para el modelo, y nada hay que probar en particular. 

Ejemplo 7-1. 

Consideramos el siguiente sistema axiomático. 

i ) términos primitivos. Un conjunto A, y una relación R definida en A, es decir, 

R C A X A 
No se especifica aquí cuál es el conjunto ni se define la relación. 

ii i axiomas: 
A¡ R a rcfleniv:» en \ 
Aj : R es antisimé trica en A 
A3 : R es transitiva en A 

Los tres axiomas pueden resumirse en el siguiente: R es una relación de orden 

amplio en A. 

iü) definición: en A se considera la relación S, tal que 

ta. b)eS «M¿>, «) e K 

iv) teoremas. Demostramos la siguiente propiedad relativa a 5: 

S es reflexiva en A. 

V a : a e A => (a . a)eR por At 

(a, a) e R => (a ,a)eS por iii) 

Entonces, por la ley del silogismo hipotético, resulta 

V a : a e A =» (a , a) e S y en consecuencia, 5 es reflexiva en A. 
Con procedimiento análogo, se demuestra que S es antisimétrica y transitiva en A. 

Esto significa que la relación S. inversa de R, determina un orden amplio en A. 
Damos las siguientes interpretaciones para este sistema axiomático: 
a) Si A es el conjunto de los números reales, y R es la relación de "menor o 

igual" se verifican A¡ A : *y A, La relación Ses. en este caso, la de "mayor o igual". 
Se tiene un modelo del sistema axiomático. 

h>Si A a ¿1 conjunto de la? partes de un conjunto V. y R es la relación de 
inclusión, entonces valen Sos axiomas «. se tiene otro modelo de! •sistema, 

7.2.2. Propiedades de los sistemas axiomáticos 

No toda colección arbitraria de términos primitivos y de propiedades relativas a' 
éstos caracteriza un sistema axiomático. Es necesario que de los axiomas no se derive 
ninguna contradicción, es decir, debe cumplirse la propiedad de compatibilidad o no 
contradicción. Si esto no ocurre, o sea, si en el desarrollo del sistema aparecen dos 
axiomas o teoremas contradictorios, entonces el sistema es incompatible o inconsisten-
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te La compatibilidad es eventualmente imposible de probar, ya que habría que agotar 
todos los teoremas de la teoría y comprobar su no contradicción. La compatibilidad de 
un sistema axiomático puede probarse indirectamente exhibiendo un modelo. 

Otras propiedades son aconsejables en todo sistema axiomático, aunque no 
necesarias, Sin entrar en detalles, mencionamos las siguientes: independencia del 
sistema, en el sentido de que ningún axioma pueda probarse a expensas de los demás. 

La no independencia de un axioma no niega la consistencia del sistema. Sea un 
axioma A¡ de un sistema compatible. Diremos que A¡ es independiente si y sólo si el 
sistema que se deduce del dado sustituyendo a A,- por su negación, es compatible. 

Si un sistema axiomático compatible es tal, que de sus axiomas se deduce la 
verdad o la falsedad de todo enunciado relativo a la leona, entonces se dice que es 
completo o saturado. 

Por otra parte, si dos modelos cualesquiera de un sistema son isomorfos respecto 
Je bs relaciones y operaciones definidas en los mismos, entonces se dice que dicho 
sistema es categórico. Se demuestra que la categoricidad de un sistema implica la 
saturación del mismo. 

7.3. ALGEBRA PE BOOLE 

7 3.1. Concepto 

El sistema axiomático que conduce al álgebra de Boole consiste en 

i )términos primitivos son: un conjunto B # <b y dos funciones que se 
denotan con + y . 

ii ) axiomas 
B\ : + y . son dos leyes de composición interna en B. 
B2 : + y • son conmutativas. 
B3 : + y . son asociativas. 
B4 + y . son distributivas, cada una respecto de la otra. 

Bs : Existen neutros en B, respecto de + y de . que se denotan con 0 y 1, 
respectivamente. 

B6 : Todo elemento a e B admite un complementario a', tal que 

a + a' = 1 y a. a' = 0 

Ejemplo 7-2. 

Los siguientes son modelos del álgebra de Boole: 

a) Si U es un conjunto, entonces el conjuntoP ÍU), de las partes de U, con la unión 
e intersección, constituye un modelo de álgebra de Boole. siendo el conjunto <¡> y el 
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mismo U los neutros para dichas operaciones. Además, todo subconjunto de U admite 
un complementario que satisface B 6 . 

b) Si B = {' 1 , 2 . 3 , 5 , 6 , 10 , 15 , 3u} = | J C € N / x | 3o} , + = v denota el 

mínimo común múltiplo, y . = A significa el máximo común divisor, entonces resulta 

otro modelo de álgebra de Boole, donde los neutros son, respectivamente, 1 y 30. 

7.32. Dualidad en el álgebra de Boole 

Se llama proposición dual correspondiente a una proposición del álgebra de Boole, a 
la que se deduce de ella intercambiando los signos de las operaciones + y . , y sus 
elementos neutros 0 > 1. 

Así. los duales de los seis axiomas relativos a la operación + son los seis 
correspondientes de la segunda operación. 

El principio de dualidad establece que el dual de un teorema del álgebra de Boole es 
también un teorema del mismo sistema axiomático. » 

7.3.3. Propiedades del álgebra de Boole 

Sea (B . + , .} un álgebra de Boole. Demostramos los siguientes teoremas; 

I) Idempotencia 

E n efecto a € % ^ a a - a 

a e B => a. 1 = a por B 5 

=» a. (a -¡-¿O = a por B 6 

=*a.a+a.a'=a por B4 

=» a. a + 0 = a por B 6 

=* a. a = a por B s 

Por el principio de dualidad se tiene 

* I ') aeñ => a +a-a 

II) « + 1 = 1 

En efecto, por B 6 , B 3 , 1 ' y B 6 tenemos 

a + 1 = a + (a + a*) = (a + a) + a' -

= a+a'= 1 

Por dualidad resulta 
IF) a. 0 = 0 

II I ) Ley involutiva. 

a eB => (« • ) '= a 



aplicando sucesivamente B 5 , B 5 . B 2 , B 4 , B 2 , B 6 , B 6 , B 4 , B 6 y B 5 resulta 

(al = (a')' + 0 = (ai + (a . a') = 

= (a)" + ( a ' . a) = {(a)" + « ' ] . R a ' ) ' + a] = 

= [a' + (aÍ]-[a + (/)'] = !.[« + = 

= (a+a). [a + (a*)'] = « + [ « ' • = 

= o + 0 = f l 

l \ ' / Lev ie i>e Moi i in 

id + b)' — a'. b 

Consideremos 

(a + b) (a. b') = (a'.b').(a + b)--

= { ( a \ b').a] + [(a'. b'). b\ = 

= {(b'.a').a\ + [(a'.b').b} = 

= [b\ (a'.a)] + [a\ ib'. e ) j = 

= (b'.0)+(a'. 0) = 0 + 0 = 0 

O sea 
(a+b).(a'. b') = 0 (1) 

Análogamente, se llega a 

(a + b) + (a'.b')=\ (2) 

De (1 ) ! (2) resulta 

(a +b)'=a'. b' 

La 'orna dual es 

IV'v ia • 

7.4. SISTEMA AXIOMATICO DE PEANO 

7.4.1. Teoría de Peano 

El sistema axiomático de Peano es esencialmente ordinal, y define al conjunto de 

los números naturales algebrizado con las operaciones de adición y multiplicación, 

salvo isomorfismos. Consiste en 

i )términos primitivos: 

un objeto, que se denota con 1 
un conjunto N # <p 
una función, llamada "siguiente" o "sucesor"", que se simboliza con "s". 

i i ) axiomas 

A¡ : el objeto 1 es un elemento de N, es decir 

1 eN 

A; : la función "siguiente" es una aplicación inyectiva de N en N —«,' 1 '. 

s • N - N - • : i \ es 1-1 

Este axioma establece 
a) todo elemento de N tiene un sucesor y sólo uno. 
b) el 1 no es sucesor de ningún elemento de N. 
c) si dos elementos de N tienen el mismo sucesor, entonces son iguales. 
A3 : Principio de inducción completa. Si S es un subconjunto de N que 
contiene al 1, y al siguiente de h siempre que contenga a h, entonces S = N, 
Es decir, si S C N es tal que satisface 

1 eS 

heS =¡> s(h)e S , entonces S = N 

Coincide con 6.4.2., y puede expresarse, de acuerdo con 6.4.3. de la siguiente 

manera: si P es una propiedad relativa a los elementos de N que satisface 

i ) P l l ) e s V 

ü ) P íh) es V =» P (s {h)f es V, entonces P (n) es V para todo n e N. 

iii) definiciones 

I) de adición 

a) a + 1 = s (a) cualquiera que sea a e N. 

b) a + s (b) = s (a + b) cualesquiera que sean a y b en N. 
* 

líiJe multiplicación 
al a . ! * « para todo <j g N. 
b» a . s ib) - a . b a cualesquiera que sean ay b en N. 

El sistema axiomático se completa con otras definiciones y teoremas, de tes cuales 
demostraremos algunos a manera de ejemplos. 

Interesa ver que las definiciones propuestas en I) y i i ) caracterizan leyes de 
composición interna en N. Lo verificamos en el caso de la adición, para lo cual hay que 
prooar, de acuerdo con la definición de ley interna, que la suma de dos elementos 
cualésquieia de N es un único elemento de N, es decir 

aeN A « e N = * a + « está unívocamente 
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determinado en N, para todo « e N. 
En efecto, si S es el subconjunto de N formado por los elementos n para los cuales 

existe y es único a + n, se tiene 

i ) n = l = > a + l= s(a) por 1 a) y por A 2 , está unívocamente determinado, es 

decir, 1 e S. 

¡ i ) Hipótesis) heS. 

Tesis) s (Ii) e S. 

Demostración) 

he S => a + h está unívocamente determinado por la definición de S. 

Por A2 y por la definición I b l . s (a + h) - a + s ih\ está unívocamente 
determinado, y en consecuencia s (h) e S. 

Luego, S = N, y por consiguiente, la adición definida en 1) es una ley de 
composición interna en N. 

Con criterio análogo puede probarse que I I ) satisface la definición de ley de 
composición interna. 

De acuerdo con lo demostrado, si denotamos 

2 = s ( 1 ) 3 =s (2), etc., para efectuar 3 + 2 , procedemos así: 

3 + 2 = 3 + s ( l ) = s(3 + I) = s(s(3)) = s { 4 ) = 5 

teniendo en cuenta la definición de 2,1 b), 1 a), la definición de 4, y la definición de 5. 

Ejemplo 7-3. 

Si consideramos las sucesiones 

10,11 , 1 2 , 13 , 

1 , 1 / 3 , 1 / 9 , 1 / 2 7 , . . . 

vemos que satisfacen los axiomas de Peano, pero si los algebrizamos de acuerdo con su 
teoría, se tiene 

11 + 1 0 = 12 

1/3 + 1 = 1/9 

siendo estos resultados distintos de los de la aritmética ordinaria. Se tienen, así, dos 

modelos del sistema axiomático, los cuales son isomorfos a N = | l , 2 , 3 ,...j. En 

última instancia son dos representaciones distintas de N. 

7.4.2. Propiedades 

Demostramos los siguientes teoremas de la teoría de Peano. 

l.La Junción sucesor es sobreyectiva. En otras palabras, todo número natural 
distinto de 1 es el siguiente de otro. 

O P E R A C I O N E S EN N 

Hay que probar que la imagen de la función sucesor es el conjunto N -
Sea S el conjunto de las imágenes de los elementos de N. 

i) 2 = x (1) pertenece a S. 
ii) Si h e S, entonces s (Ii) e S. En efecto: 

heS = > / i c N = » i ( / i ) f S 

2. La adición es asociativa en N 

(a + b) + n = a + (b + n ) . 

Demostración) 

i ) n - 1 => [a + b) + 1 = s Ka + b) = 

-a + sib\ =a +<& + !) 

Por l b) y I a) 

i i ) (a + b) + h = a + (b + h) =* ia + b) + s (h) = a + [b + x (h)} 

En efecto 

(a + b) + s (A) = i [(a + b) + h] = 

= s {a + {b + h)\ = a + s (b + h) = 

= a +¡6 + s (/i) j 

Por I b ) , hipótesis y I b). 

3. La adición es conmutativa en N. 
Lo demostramos en dos situaciones: 
I ) n + 1 = 1 + n 

¡ ) w = 1 => 1 4- t = 1 + 1 

i i ) h + 1 = 1 + h => s Oí) + 1 = 1 + s (/») 
En efecto 

1 + s(/i) = l + ( / i + I ) = ( l + / i ) + 1= 

= Í ( ^ ) + 1 

Aplicando la definición I a), la asociatividad y l a). 

I I ) a + n = n +a 

i ) n = 1 = > a + l = l + a por i) 

i i ) a + h = h + a =» a + s (h) = s (h) + a 

Demostración) 

a + s ( / í ) = a + ( / i + l ) = ( a + / 0 + 1 = 

= (h+a)+ 1 = h +(a + 1) = 

= /! + (! +a ) = (7¡+ l ) + a = s ( n ) + a 



En virtud -le I a), asociatividad, hipótesis, asociatividad, i ), asociatividad y I a). 
4. El 1 es neutro para la multiplicación, es decir, n . 1 = 1 . n = n. 
En efecto. 

i ) » = 1 =» I . 1 = 1 . 1 = J 

i i ) / / . I = i . h => s ( A ) . 1 = i . s (A) 

Sea 

s(h),]=s (A) = A + 1 = 

= h. I +• 1 = ! . h + 1 = 

= i . i (A) 

Se han utilizado íl a), la hipótesis y 0 b). 

5. La mulíplicación es distribunva respecto de la adición. 

Se trata d¡ probar que cualquiera que sea n e N 

ia + b) . n = a. n + b . « 

i ) n - 1 =* (a + b), 1 = a + b — a. 1 + b . 1 

p o i l i a ) 

i i ) (a + b).h=a.h+b.h => (a + b) s (h) = a. s (A) + b. s (A) 

En efecto 

(a + é ) . s (A) = (a + b). h + (a + 6) = 

= (a. A + &. h) 4- (a + A) = (a . h 4- a) + (b. k + b) = 

= a. s (A) + b . s(h) 

donde hemos aplicado II b), la hipótesis, conmutatividad y asociatividad de 
la edición, y II b). 

6. La muMplicackón es asociativa. 

ia. b) n - a {b. fi) 

de (cuerdo con II a), 

i i ) (a b).h=a. (b . A ) =» {a. b), s (A) = a.[b. s(A)j 

Sea 

(a. A) . s (A) = (tf. A ) . A + (a. A) = 

= a. (A. h) + a. A = a. (b. A + A) = 

= a . [ A . s ( A ) ] 

poi aplicación de II b), la hipótesis, distributividad y II b). 

7.4.3. Otra forma equivalente de la teoría de Peano 

En el conjunto N no figura como elemento el 0. Peano mismo lo introdujo en otra 
versión de su sistema axioma'tico, y muchos autores prefieren incluirlo. En este caso no 
se modifican los axiomas esencialmente, salvo que el 1 se sustituye por el símbolo 0. 
Sin embargo, hay que cambiar las definiciones de adición y multiplicación, las cuales 
adoptan las siguientes expresiones: 

!) Adición 

a ) a + 0 = a 

b) a •*• s (b) - s ia + As 

II) Multiplicación 

a) a. 0 = 0 

b) a.s(b) = a.b+a 

En este caso se define 1 = s (0). 

Ejemplo 7-1. 

Demostrar 
a. N = a + « + . . . + a = 2 a 

_s <=1 

Hacemos inducción sobre n. 

i ) M = l = » a . l = a = 2 a 
t=i 

i i ) Hioótesis) a.h- 2 a 
i-1 

Tesis) a. (A + 1 ) = 2*' a 
í=i 

Demostración) ' 

Por -JefiniVión I! b> 

Por hipótesis 

a . (A + i ) - a . h -s- a 

a. (A + 1 ) = 2 a + a 
i - i 

Por propiedad de la sumatoria 

k + 1 

j . ( A + l ) = 2 a 
i— 1 
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i.)c este modo queda demostrada la expresión habitual de producto de un número 
na<ui';¡l a, por n e N, que se da como definición en la escuela secundaria. 

Ejemplo 7-5. 

Se define la potenciación en N, mediante 

a) a1 — a 

b) asib>=ab.a 

Demostramos las siguientes propiedades por inducción completa. 
11 Distributividad respecto del producto. 

ia.b)"=a".b" 

i ) n = 1 => {a . b)1 - a . b =ai . b1 

por la definición a) 

ii ) (a. b)h = ah . bh =» {a. bfm = a , ( h ) - bHHi 

Por definición b). hipótesis inductiva, conmutatividad y asociatividad del 
producto, y nuevamente por definición b). resulta: 

ia. bflh) = (a. bf . (a. b) = a" . bh . a. b = 

= ah .a. bh . b = a s t h ) . 6 s < h ) 

1! i Regla del producto Je potencias de igual base 

am . an =am~" 

Hacemos inducción sobre n 

, ) i => a

m . a" =am . a = a H m ) = a m " M 

por las definiciones a) y b). 

ii) a

m . ¡th =am*h => am . a'ih> = am^ih> 

En efecto, si aplicamos sucesivamente la definición b), asociatividad del 
producto, la hipótesis y las definiciones b) de potenciación > adición, resulta 

a

m . a

s<"> = a

m (ah . a) = (am . a">. a = 

Ejemplo 7-6. 

En N se define la relación de menor, mediante 

a<b « 3 .veN/ f J = a+x (1) 

Demostramos las siguientes propiedades: 

I) Todo número natural es menor que su sucesor, es decir 

n<s (n) 
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i ) II = 1 => s (1) = 1 + 1 1 < s ( l ) 

por las definiciones a) de adición, y (1). 

i i ) h<s(h) => /Í + K s < 7 ¡ + 1) 

En efecto 

s(/¡ + l ) = s ( l + / i ) = 1 +s(h) = 

= 1 +(/z + l ) = (/z + l ) + l 

Entonces, por ( l ) 

h + ]<s(h + )) 

1 1 4 / l—«¿ I V t U W t ^ ' i l V»V i ü n i " i - o IÍÚ.IJ.̂ .'V 

a < ¿ y b<c => a<e 

En efecto, por (1) 

a < b y b < c =» ' 

= » 3 X , > ' £ N | A = Í + X A c = í> + v =* 

=*• C - (fl + . V ) + ; > c = a + (x + v) =» 

=* a < c 

•IV) Leyes de monotonía 

a) a<b a +c<b +c 

b) a < 6 " t• < tí =*• a + í < b + d 

Demostramos a) 

a<b = » 3 x e N / i = s + .v => 

=» b + c — (a + x) + c =•> 

=»¿>+c = (a + c) 4- x = > ¿ ? - f - c < a + c 

La parte b) queda como ejercicio. 

7.5. ESTRUCTURA DE MONOIDE 

7.5.1. Concepto de estructura algebraica 

En "su forma más simple, una estructura algebraica es un objeto matemático 
consistente en un conjunto no vacío y una relación o ley de composición interna 
definidas en él. En situaciones más complicadas puede definirse más de una ley de 
composición interna en el conjunto, y también leyes de composición extemas. Según 
sean las propiedades que deban satisfacer dichas leyes de composición, se tienen lt>s 
distintos tipos de estructuras algebraicas, que son. exactamente, sistemas axiomáticos. 
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7.5.2. Estruciura de monoide 

No existe un criterio uniforme en cuanto a la definición de monoide. Claude 
Chevalley, er Fundamental Concepts of Algebra, lo introduce como un conjunto 
dotado de ma ley de composición interna, asociativa y con elemento neutro. 
Adoptamos h definición que expone Enzo R. Gen tile, en Estructuras algebraicas, 
monografía N° 3 de la O.E.A., en la que se exigen menos condiciones. 

Definición 

El par M , * ) . donde M y * es una función, es un monoide sí y sólo si * es 
una ley de composición interna en M. 

En este s.stema axiomático los términos primitivos son M y *, y el único axioma 
establece que * es una función de MJ en M. 

Son modelos de monoides los conjuntos N, Z, Q, R y C, con la adición ordinaria de 
números. 

En camb», el par (N, -) no es un monoide, ya que la sustracción no es ley de 
composieión¡interna en N. 

El par (N * ) , donde * está definida mediante 

a* b = fnáx tiene estructura de monoide. 

7.6. ESTRUCTURA DE SEM1GRUPO 

Definición 

El par(A, * ) , donde A ^ <¡> y * es una función, es un semigrupo si y sólo si * es 
ley interna y asociativa en A. 

En otras palabras, un semigrupo es un monoide asociativo. 
En partiiular. si la ley de composición es conmutativa, entonces el semigrupo se 

llama connutativo: y si existe elemento neutro, se dice que el semigrupo tiene unidad. 
El ¿¡ementeneutro suele llamarse identidad. 

ti par {ti , +j es un semigrupo conmutativo, sin neutro. En cambia (N,-, +' riene 
elemento mu tro 0. 

El objcM (N , .) es un semigrupo conmutativo, con elemento neutro o identidad 
igual a l . 

Ejemplo 7-7, 

Sea (M ,*) un monoide. Se definen los elementos identidad (o neutro) a izquierda o 
derecha, m«diante 

i ) e « M es identidad a izquierda V a : a e M => <? * a = a 

i i ) e • M es identidad a derecha * Va : s ' e M => a * <? = a 
Es chro que los elementos de identidad, si existen, lo son respecto de *. 
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Demostrar que si e' y e" son identidadesi a izquierda y a derecha del monoide, 

entonces e' = e". 

e" = e' * e" = e' 

Por ser e' neutro a izquierda, ye" neutro a derecha. 

Si un monoide tiene identidad a izquierda y a derecha, se dice que tiene 

identidad. 

El monoide (Z. -) tiene sólo identidad a derecha, y es 0. pues 

y x x el x — o - x 

Ejemplo 7-8. 

Sean A * 0. y AA e! conjunto de todas las funciones de A en A. es decir 
A A = { / • / / : A - A ' 

Entonces, si "o" denota la composición de funciones, el par ( A A . *) es un 
semigrupo con elemento neutro o identidad. En efecto 

A, :fe.\A A ge \* = » / : A - * A A g : A — A =• g •> f: A ~+\ 

Es decir, la composición es ley interna en A A . 

A 2 : asociatividad 

f , g , h e . \ A =>(hog)of=ho(gaf) 

ya que la composición de funciones es asociativa. 

A 3 : Neutro es iA e A A , ya que 

i A af-fo i A —f cualquiera que sea fe A A . 

Ejemplo 7-9. , 

Sea !M *» un monoide con neutro o identidad e € M 

Por definición 

i ) a, e M es inverso a izquierda de a e" M, respecto de *. si y solo si 

a¡ * a = e 

i i ) az e M es inverso a derecha de a e M, respecto de *, si y sólo si 

a * « 2 =e 

iii) a'es inverso de a respecto de *, si y sólo si lo es a izquierda y a derecha, es 

decir 
a'*a=a*a' — e 



in este caso, se dice que a e M es un elemento inversible del monoide. 
Sea el monoide definido por la siguiente tabla: 

* a b c d 

a a a a a 
b á b c d 
c b c d c 
d c d b b 

De la observación de la tabla surge que el neutro es b. 

Determinamos los inversos: 

clciiieiítus inversos a izquierda a derecha inversos 

a c _ 
b b b b 
c d a -d d c d 

TRABAJO PRACTICO VII 

7-10. Sea un sistema axiomático compatible, con los axiomas Ax, A a , . . . , A„. Por 
definición, el axioma A¡ es independiente si y sólo si el sistema cuyos axiomas 
son A , . A : . . . . , A¡_ i , ~A¿ , . . , , A n , e s compatible. 
Demostrar la independencia de los tres axiomas de! ejemplo 7-1. 

7-11. Se considera el siguiente sistema axiomático 

i ) términos primitivos: A ¥^ <t> y R C A2' 

i i ) axiomas 

A t -a^b =* (a, b)eR v (b ,a)eR 

Az'(s,b)eR =» 

A3 (a,b)eR A (b , c) € R => (a, c) e R 

A 4
 : c ( A ) = 4 

Demostrar 

I. (a.b)eR =>(b,a)¿R 

II. x*a \ x*b A (a , b) e R =» (a, x) € R * (x, b) e R 

7-12. Sea (B , + , . ) un álgebra de Boole. Demostrar 

I . r = o A o' = i 

II. El complementario de a e B, es único. 

III . a + (a. b) = a» A a. (a + b) = a 

7-13. Demostrar que en N no existe neutro para la adición, es decir 

a e N A p e N = » a + ÓTfcfl 

7-14. Demostrar en N 
a&b =>a + n¥=b+n 

7-15. Demostrar que la multiplicación es conmutativa en N en las siguientes etapas: 

i ) n. 1 = 1 . n 

i i ) s (b). n = b. n + n 

i i i) a. n = n . a 



7-/6. DemostarenN 

i ) i<b => a,c<h . c 

\\) ¿<b A c<d=*a.c<b.d 
iii) i. b~ 1 => a = 1 A 6 = 1 

7-/7, Vendar si (M , *) es un monoide en los siguientes casos 

i ) M = N 

a* b ~a b 

!l ) M = ¿ 

a* b — a~b 

iii) M = R 2 * 2 

A * B = A - 2 . B 

7-18. Demostrar que en todo semigrupo se verifica 

i ) (a * b) * c * d ~ a * (b * c) * d = ÍÍ * b * (c » d) 

i i ] am*an=am*n 

siendc am = a * a * . .. * a y m eN y n e N 

HJ 

7-/9. Sean (A , *) un semigrupo y <j> ^ S C A. Por definición (S , *) es un 
sub-senigrupa de (A , *) si y sólo si (S . «) es un semigrupo. 
Demcstrar que la intersección de toda familia de sub-semigrupos de A. es un 
sub-s«migrupo de A. 

7-20. Sean (A , *) un semigrupo y S una parte no vacía de A. La intersección de todos 
los sib-semigrupos que contienen a S se llama sub-semigrupo generado porS,y 
lo denotamos por _ 

ihmwt cada S< es un sub-semigrupo que cun tiene a >. 
Si 5= A, entonces se dice que \ esta generado por S. 
Verilear, para (N , +) y (Z , t j 

i ) S - < 1 V » S = ;V 

ii) S = í 1. - 1 =» S = ? 

Capítulo 8 

ESTRUCTURA DE GRUPO 

8.1. INTRODUCCION 

La estructura de grupo es un sistema axiomático básico y fundamental de la 
matemática y puede ser encarada imponiendo condiciones a las estructuras de monoide 
o de semigrupo, introducidas en el capítulo anterior. No obstante, como es habitual, la 
proponemos aquí independientemente de aquellos conceptos, ios cuales suelen 
obviarse en los cursos básicos. Después de encarar las propiedades generales y exponer 
ejemplos, se estudian los subgrupos, grupos finitos, grupos cíclicos, los homomorfis­
mos de grupos y el concepto de grupo cociente. 

8.2. EL CONCEPTO DE GRUPO 

8.2.1. Definición de grupo 

Sean un conjunto no vacío G, y una función *. El par (G , *) es un grupo si y sólo si 
* es una ley interna en G, asociativa, con neutro, y tal que todo elemento de G admite 
inverso respecto de * . . 

En forma simbólica, se tiene 

Definición 

(G , *) es un grupo si y sólo si se verifican los axiomas 

G | *:G"—*G 

G2 • Asociatividad 

VaVbVc:a,b,ceG =» (a * b) * c = a * (b * c) 

Gj . Existencia de elemento neutro o identidad 

3 e e G / V a :aeG =>a*e = e*a = a 



G. , . E x i s t e n c i a do inversos 

V a eG ,H a' eG I a * a' = a' * a = e 

Si además se verifica 
Cf . Conmutatividad 

VaVb.a.beG a * b =b * a 

entonces el grupo se llama conmutativo o abelíano. 

Ejemplo 8-1. 

En el conjunto Z de los enteros se define * mediante 

/ ! •*- / ,— T — X 3 I 1 \ 

- ~ • \L I 
El par íZ . *í es un grupo abeliano. En efecto, se verifican: 
G, . * es ley interna en Z. por ( 1 ) 
G; * es asociativa, pues 

{a * b) * c = (a + b + 3) * c = a + fe + 3 + c + 3 

= a+ ¿>4-c + 6 (2) 

a * < 6 * c ) = a * ( f > + r + 3) = a+ 6+ c + 3 + 3 

= a - ! - 6 + r + 6 (3) 

De (2) y ¡3) resulta 

(a * f>) * c = a * (b * c) 

G3 Existe neutro en Z respecto de * 

Si e> es neutro, entonces a * £• = a. 
Por (1) a +• e + 3 = a y resulta e = — 3. 

Análogamente se prueba que —3 es neutro a izquierda. 
G4 . Todo elemento de G es inversible respecto de * 

Si a'es inverso de a. entonces debe verificarse 

a * a' = e 

Teniendo en cuenta(I) y que e — — 3 

a + a' + 3"'= — 3 

Luego 

' a' = - 6 - a 

De modo análogo se prueba que es inverso a izquierda. 
Ci« . * es conmutativa, ya que 

a * b - a + b+3 = b + a + 3 = b * a 

de acuerdo con (1) y con la conmutatividad de la suma ordinaria en Z. 

Ejemplo 8-2. 

i ) las siguientes interpretaciones constituyen modelos de grupos abelianos: 

( Z , + ) . ( Q , + ) , ( R , + ) , ( C , + ) 

como la operación es la suma, se llaman grupos aditivos. 

ii ) En cambio no son modelos las interpretaciones 

(N, +) pues no existen neutro en N, ni inverso de cada elemento. 

( N 0 , +) ya que si bien existe neutro O, los demás elementos carecen de 
inverso aditivo. 

(Q . .) no verifica G 4 , porque O carece de inverso multiplicativo. 

(R ,. ) por la misma razón, 

iii) Son grupos 

( Q - ( o } . . ) y ( R - { o } , . ) 

Ejemplo .8-3. 

Sean A * í, y T (A) el conjunto de todas las funciones biyectivas de A en A, es 
decir 

T (A) = ( / : A -»• A // es biyectiva} 

Entonces (T ( A ) , o) es un grupo, donde "o" es la composición de aplicaciones. 

En efecto 
G, . La composición de aplicaciones es ley interna en T (A) , pues 

/ A gel (A) = > # o / e T ( A ) 

ya que la composición de aplicaciones biyectivas de A en A es una función biyectiva de 
A en A, según 4.6.5. 

G2 . La composición de funciones en T (A) es asociativa 

h, g.fel (A) =» h o (gaf) = (h o g) of 

por lo demostrado en 4.6.2. 
G3 . La función iA e T (A) es neutro para la composición. 

La función identidad en A, definida en 4.5.2. mediante 

'A (*) - X para todo x e A, 

es neutro a izquierda y a derecha, ya que es biyectiva de A en A, es decir, es un elemento 
de T (A), y satisface 

/ ° ' A = ' A ° / = / cualquiera que sea / E T ( A ) 



como es fácil verificar usando la definición de composición y de funciones iguales. 
G4 . Todo elemento de T (A) admite inverso respecto de la composición. 

Si / e T (A), entonces es una función biyectiva de A en A, y admite i n v e r s a , por 
4.7.2. I I , la cua es también biyectiva de A en A, es decir, un elemento de T (A) . 

El grupo ( T ( A ) , o) se llama grupo de las transformaciones de A. 

8.2.2. Cuestiones de notación 

Sea ÍG . *) un grupo. . 

i ) Si ia ey de composición es aditiva, suele denotarse con eJ signo +. y üaeC. 
entonces su inverso aditivo suele llamarse opuesto y se indica a - ~a, 

i i ) Si la ey * es multiplicativa se la indica con el inverso multiplicativo de 
cada elemento a se escribe a' — a1 y se dice que es el recíproco de a. 

iii) En ocasiones, al referirnos al grupo (G , * ) , cometiendo un abuso de lenguaje, 
diremos el grupo G, sobreentendiendo la referencia a la ley de composición 
interna. 

8.3. PROPIEDADES DE LOS GRUPOS 

8.3.1. Unicidad del neutro y del inverso 

De acuerdo con lo demostrado en 5.3.5. y 5.3.6., el elemento neutro es único y el 
inverso de cada elemento es único. 

8.3.2. Regularidad 

Los elementos de todo grupo son regulares. 
Hipótesis) (G, *) es grupo 

a «b — a * c 

i) * J " v" * -J 

Tesis) b - c 
Demostración) 

Por hipótesis 

a* b-a * c 

Componiendo a izquierda con a\ inverso de a 

a' * (a * b)-a' * (a* c) 

Por asociatividad 

(a'* a) * b = (a' * a) * c 

Por G 4 

e * b = e * c 

PorG 3 

b = c 

Análogamente se prueba la regularidad a derecha. 

La regularidad significa que la ley cancelativa es válida para todos los elementos de! 

grupo. 

8.3.3. Ecuaciones en un grupo 

Sea (G . *) un grupo. Entonces, cada una de las ecuaciones b * x - a y .v * b = a 

admite solución única. 
Componiendo los dos miembros de la primera ecuación a izquierda con b\ se tiene 

b' *{b *x) — b' * a 

Por G. 

(b'* b) *x~b'*a 

Por G a 

e * x — b' * a 

PorG, 
x = h' * a 

La unicidad de la solución se debe a la unicidad del inverso, y al hecho de que * es 

una función de G2 en G. 
El trabajo es análogo considerando la segunda ecuación. 

En particular, se presentan estos casos: 

i ) SI el grupo es aditivo, ¡a ecuación .v * /' =• a se traduce en 

> Sa solución hallada, ¿s .v « a - t - b% 4onck ~b « e! ¡"vem de b 

Por definición, la suma de un elemento con ei opuesto de otro se llama diferencia 

entre ¡os mismos, y se escribe 

x - a - b 

Vinculando este resultado con la ecuación propuesta, queda justificada la 

trasposición de términos de un miembro a otro de una igualdad. 

i i ) Supongamos un grupo multiplicativo, y la segunda ecuación, que se convierte 

en 
x . b = a 



IA componer a derecha con el inverso multiplicativo de b, resulta la solución 

x = a.b~1 

í , - definición, el producto de un elemento del grupo por el inverso multiplicativo 
le i t i >se llama cociente y se expresa 

Entonces, en los grupos multiplicativos numéricos es lícito el pasaje de factores 
10 nulos de un miembro al otro, como divisores. 

i 3. i. Inverso de la composición 

In todo grupo, el inverso de la composición de dos elementos es igual a ¡a 
c «- 'Sición de los inversos en orden permutado. 

Se "rata de probar que 

(a • bY = b' * a' 

Arres de entrar en el detalle de la demostración, proponemos dos resultados útiles 

i i Cualquiera de las ecuaciones a * x = a ó x * a = a admite la soluciónx=e. 

Si consideramos la primera, después de componer a izquierda con a', se llega a 
i = e, y análogamente en el segundo caso componiendo a derecha con el mismo a'. 

i i ) Cualquiera de las ecuaciones a * x = e ó x * a-e admite la solución x = a', 

a * x - e\ luego de componer a izquierda con a', se tiene x = a'. El mismo 

e-.: : :do se obtiene a partir de la segunda ecuación, después de componer a derecha 

úi) Demostramos ahora la proposición inicial, 

rlipótesis) {G , *) es grupo 

resis) (a *by=b'*a' 

Demostración) 

Una traducción de la propiedad i i ) es la siguiente: si la composición de dos 

tlemcntos es el neutro, entonces cada uno es el inverso del otro. 

Sea entonces 

(a*b)*(b'*a') 

Aplicando sucesivamente G 2 , G 4 , G , y G 4 , resulta 

(a * b)* (b'*a') = a *(b *b')*a'*e*a = a'*a = e 

y per ii ), se tiene 

(a*by = b'*a' 

Y también 

(b'* a'y — a * b 

8.4. SUBGRUPOS 

8.4.1. Definición 

El subconjunto no vacio H, del grupo G, es un subgrupo de (G , *) si y sólo si 

(H , *) es grupo. 

Ejemplo 8-4. 

i) Todo grupo (G , *) admite como subgrupos al mismo G, y ai conjunto cuyo 

único elemento ese Ambos se llaman subgrupos triviales de (G . * ) . 

ii ) (Z . +) es subgrupo de (Q , +). ' 

iii) El conjunto de los enteros pares, con la adición, es un subgrupo de (Z , +). 

En cambio no lo es el conjunto de los enteros impares con ta misma ley, ya 

que la suma de dos enteros impares es par y no se verifica G t . 

iv) El grupo de los cuatro elementos de Klein consiste en el conjunto 

A = { a . b, c.di) , con la ley de composición definida por la tabla 

a b c d 

a 
b 
c 
d 

a b c d 
b a d c 
c d a b 
d e b a 

Su construcción es simple, observando las diagonales y la simetría que se presenta 

respecto de ellas. 

Es fácil verificar que el grupo es abeliano, y que cada elemento se identifica con su 
inverso, siendo el neutro a. 

Un subgrupo de (A , *) es H = < ,/ . bj. 

En cambio, no lo es el subconjunto H* = (a , b , cj> ya que b * c = d 4 H\ 

8.4.2. Condición suficiente para la existencia de subgrupo 

En el ejemplo 8-4 se ha verificado que no toda parte no vacía de un grupo es un 

subgrupo. Además de ser una parte no vacía, la definición exige que tenga estructura 

de grupo con la misma ley de composición. Ahora, bien, esto obliga a la investigación 

de los cuatro axiomas, y resulta conveniente disponer de alguna condición más 

económica, que permita decidir si se trata de un subgrupo. 



Teorema 

Si H es ur subconjunto no vacío del grupo (G , * ) , que verifica 

a e H A ¿>eH =* a * 6 ' e H 

entonces ( H , *) es un subgrupo de (G , *) . 

Hipótesis) (C , *) es grupo 

0 ¿ H C G 

a í H A beíi =» a * í>'e H 

Tesis) (H , *ies subgrupo de (G , *) 
Demostración) 

Debemos probar que se cumplen ios axiomas de grupo para H, 
1) La asociatividad de * en H se verifica por ser H C G, 
H) El neutro pertenece a H. En efecto 

H * 0 = * 3 « e H 

Por hipótesis y definición de inverso 

a e H / a e H = » a * a ' e H = » e e H 

III) Todo elemento de H admite su inverso en H. 
Sea aeH. 
Por II y por hipótesis 

e e H A a e H => e * a ' e H =* a'e H 

IV) H es .-errado para la ley *. 
Sean a 5 H A beH. 
Por III , por hipótesis y por inverso del inverso, se tiene 

a e H A beH =» a e H A ¿ ' e H =» a * ( A ' ) ' e H =* 

=* a *beH 

Lo demostrado en I, II, III, IV prueba que (H , *) es un subgrupo de (G , *) . Esta 
condición suficiente es obviamente necesaria. Se la utiliza en la práctica de la siguiente 
manera: de acuerdo con la hipótesis del teorema, para que H sea un subgrupo de 
(G , ») débenos probar 

i ) H * # 

i i ) H : G 

i i i ) Si dos elementos cualesquiera pertenecen a H, entonces el primero, 
compuesto con el inverso del segundo, debe pertenecer a H. 

Ejemplo 8-í. 

En R2 definimos ia suma de pares ordenados de números reales 

(a,b) + (c,d) = (á+c,b+d) (1) 

Comprobamos que ( R 2 , +) tiene estructura de grupo abeliano, ya que se verifican: 
Gi . La suma de pares definida en (1) es ley de composición interna en R 2 . 
G2 . Asociatividad. 

[ (a . b) + (c, d)] + (e, f ) = (a + c , b + d) + (e./) = 

= ((a + c) + e, (b + d) + j) = (a + (c + e) , b + (d + /)) = 

= (a, b) + (c + e, d + / ) = (a . b) + \{c ,d) + (e. f) 

Por ( I ) , asociatividad de la suma en R y (1). 
Gj Neutro es el par ÍO . 0), ya que 

to . b) * ( 0 . 0 ) = i 0 .0) + (a . h) = (a. b) 

G4 Inverso aditivo u opuesto del par (a. b). es el par (— a . — b), pues 

(a , b) + {-a , - b) = ( - a , -b) + (a . b) = (0 ,0) 

G s -Conmutatividad. 

(a.b) + (c.d) = (a+c.b + J) = (c+a.d+b) = 

= (c, d) + (a , b) 

Por (1), conmutatividad de la suma en R, y (1). 
(R 2 , +) es el grupo abeliano de los pares ordenados de números reales con la suma 

ordinaria de pares. 

Ejemplo 8-6. 

Sean el grupo (R 2 , + ) , y 

H=< (x , y) e R2 / y = Ixj> 

Es claro que un elemento de R: pertenece a H si y sólo si la segunda componente es 
el duplo de la primera. 

Comprobaremos que (H . +) es un subgrupo de (R 2 , +). 
Verificamos las hipótesis de la condición suficiente demostrada 

i ) H * 0 , ya que (1 . 2t eH. 

ii i H C G por la definición de H. 

iii) Sean (a . ¿>)e H y te . d)ett\ debemos probar que 
ia.b) + (-c. -d)eH. 
En efecto: 

(a . ¿») e H A í c . tí) e H =» b= la A d=-2c *> b-~d = 2(a~ c) 

= > ( a - c . A - t í ) e H =» ( s , i ) + ( - í , - ¡ / ) 6 H ' 

Hemos utilizado la definición de H, la sustracción en R, la definición de H, y la de 
suma de pares. 



-'¡áticamente, H consiste en la recta que pasa por el origen, de ecuación 

y = 2x 

y 

Ejtmplo 8-7. 

En el ejemplo 5-8 está comprobado que el conjunto R " x , n de tas matrices reales de 
« alas y m columnas, con la adición de matrices, es un grupo abeliano. En particular, si 
m = n, las matrices se llaman cuadradas, y se tiene que ( R " x " , + ) , es el grupo abeliano 
de las matrices cuadradas n X n, con la adición. 

Consideremos el conjunto H de las matrices cuadradas, tales que a¡} = a¡ ¡, llamadas 
s i n é tricas, es decir 

H « { A e R " x " 

^Esto significa que los elementos que son simétricos respecto de la diagonal á¡con 
* = l , 2 , . . . , n , son iguales. 

Resulta (H , +) un subgmpo de (R "*",+). En efecto 

i ) La matriz n u l a N e H => H4=-$ 

i i ) H C Rnx" por definición de H. 

i i i ) Sean 

A e H A B e H => a(j — a¿¡ A % = •&,,• =*• 

=> a¡i - b¡j = a ¡ i - bu =» A + ( - B) e H 

Hemos aplicado la definición de H, la sustracción en R y las definiciones de suma de 
matrices y de matriz opuesta. 

(H , +) es el subgrupo de matrices simétricas « X a 

Ejemplo 8-8. 

Sean (G , *) un grupo, a un elemento fijo de G, y H el conjunto de los elementos de 

G que conmutan con a, es decir 

H={x€G¡a*x=x*a) 

Resulta H un subgrupo de (G . * ) . 

i ) como a * e — e * a ̂ > e eW => H ¥¡ 

ii ) H C G por definición de H. 

i i i) Sean m y n elementos de H. Debemos probar que m * r t ' eH . 
Por definición de H 

ra e H A n eW =*a*m = m*a A a * n = n * a => 

=>a*m = m+ a A n *a' — a'* n => 

=» (a * m) * (n' * a') = (m * a) * (a' * n') => 

=> a * (m * n ) * a' = m * (a *a') * n' =» 

=» a * (m * n') * a1 = m * n' =» 

=» a * (m * n' ) = (m * « ' ) * a => 

=» m * n'e H. 

Además de la definición de H hemos utilizado inverso de la composición, la 

asociatividad, G 4 . y la composición a derecha con a. 

8.5. * OPERACIONES CON SUBGRUPOS 

8.5.1. Intersección de subgrupos 

Sean (G , *) un grupo, y ^G¡} ¡ e l una familia de subgrupos de (G , * ) . 
Teorema 

La intersección de toda familia no vacía de subgrupos de (G , *) es un subgrupo. 
Hipótesis) (G , *) es grupo. 

^G/j> es tal que (G¡ , *) es subgrupo de G, V i € I 

Tesis) | i I G, , * | es subgrupo de (G , *) 



2 3 6 E S T R U C T U R A D E G R U P O 

Demostración) 

i ) V i e e G¡, pues (G, , *) es grupo 

entonces, por definición de intersección 

eeDc, =* nc ¡#é 
/«I íel ' w 

ú ) fi Gj C G por definición de inclusión leí 
i i i ) Sean _ 

a y beljGi =*aeG, A beG¡,Vi 

=*• a * b' € G¡, V i >=» j » 6 ' c O C, 
» i 

Por ¡as definiciones de intersección y de subgrupos. 

8.5.2. Unión de subgrupos 

La propiciad anterior no se verifica en el caso de la unión. Para ello basta un 
contraejempb: sean H, y H2 dos subgrupos distintos de (R s , +), y no triviales, como 
lo muestra ¡a figura 

Si xeH A yeHlt entonces 

xeñ¡ U H 2 A yetti U H , 

y sin embargo 

x+ytHi U H 2 

MOREISMOS DI- G R U P O S 

Es decir, la unión no es cerrada para la suma de pares, y por lo tanto no es M I > J I u¡ . 

de(R 2 , + ) . 

Ejemplo 8-9. 

Sean (G' , *) y ( G " , *") grupos, En el producto cartesiano 

G = G ' X G " 

se define la ley de composición mediante 

{a,b)»U-.d) = (a*c.b*'d) U) 

Entonces(G . •)es un grupo, llamado producto de los dados. 
Verificamos los axiomas: 
G. « e s ley interna en G = G* X t i " por ( 1 ) 
G, • es asociativa, pues 

[(a, b) . ic, d)] . le./) = (a * e . b *' d ) . (e,/) = 

= ((a * c) * e. ib *'d) *'/') -(a * (c * e) . b ** [d *"/)) = 

= (a . b)»U * e »</**/ ) = (a, b) • (<c. d) • (e . /)| 

Hemos utilizado sucesivamente: Sa definición ( I ) . G; en G' y G", y la definición 

<¡). 
G 3 . Neutro es (e', e"), es decir, el par ordenado de los neutros de G' y de G". 
En efecto, por ( l ) y G 3 enG 'y G" 

(a . b) • (<?',e" ) = (e'. e" ) • (a . b ) = (a , b) 

G4 . Inverso de (a . b) es (a 1 . b 1), donde a'1 y bson los inversos de a y b en 
G~ y G" respectivamente, pues 

(a.b)»(a'x .b'i) = (a'1 . b'1) • (a . b) = (e'. e") 

8.6. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 

S.6.!. Concepto 

Retomamos, en el caso particular oe ¡as«s(ruitur<u de ¿rupc. !c expuesto ?n 5 4 ?t> 
relación con los modismos. 

Sean ahora los grupos (G . *) y ( G ' . **). 

¡Definición 

La función / : G G' es un homomorfismo si y sóio si la imagen de la 
composición en G es igual ala composición de las imágenes en G\ 

En símbolos 

/ : G - > G ' es homomorfismo fia * b) - fia) *'f(b) 



l-i) v.vi diagrama 

(G , *) (C , *') 

l. ,•.-.rticular, el morfismo puede ser monomorfismo. epimorfismo. endomorfismo. 

¡son. ¡' -mo o automorfismo, de acuerdo con ¡as definiciones 5.4.2. 

Ejemr-o 8-10. 

Sv ,.¡ i o s grupos aditivos ( R , K i . •+-) y (R . +) . 

L- : , n c i ó n f : R 2 * 2 -^R definida por 

í { ^ * ¡ ) = a d es un homomorfismo. pues 

M.v+B)=/(Tfl í A m ";' = 

Vic+p d+q¡J 

= + + ( / « + « / ) = / ! í j + / l T " ! = 

= /(A)+/(B). 

Hemos aplicado la definición de suma de matrices, de /. conmutatividad y 
asoc;^;.. dad de la suma en R y la definición de /. 

8.6.2. Propiedad 

Si /' : G -*• G" es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen del neutro del 
primer grupo es el neutro del segundo grupo. 

Se trata de probar que /(<?) = e\ donde e' denota el neutro de G\ 
En efecto cualquiera que seax e G, por G 3 , se tiene 

x * e = x 

Fn ton ees 
fix *e)=f(x) 
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l»'W definición de homorfismo 

/ < * ) * ' / • ( ' ) = / ( * ) 

Por G3 en el grupo (G' , * ') 

/ < * ) * • / < * ) = / ( * ) * ' * ' 

Y por ley cancelativa en G' resulta 

/'<<?) = <?* 

8.6.3. Propiedad 

Si / G -* t i " es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen de! inverso de 

todo elemento de G es igual al inverso de su imagen. 

Es decir 

= i / c o r ' 

Cualquiera que sea-v en G, por G4 

x *x~l =e 

Entonces 

/ ( * • * " ' ) = / ( « ? ) 

Por definición de homomorfismo y por 8.6.2. se tiene 

/ ( * ) *"/(*"') = *' 

Por 8.3.4. i i ) resulta 

/ < * " * ) = [ a * ) ] " 1 

En un diagrama 

( G . * ) (G',*"> 



.8.7. NUCLEO E IMAGEN DE UN HOMOMORFISMO DE GRUPOS 

8.7.1. Núcleo de im homomorfismo de grupos 

Sea / : G -*G' un morfismo de grupos. La determinación de los elementos del 
primer grupo, cuyas imágenes por / son eí neutro del segundo grupo, conduce a un 
subconjunto de G, llamado núcleo de! homomorfismo. 

Definición 

Núcleo de! homomorfismo / (> — G es la totalidad de los elementos de G. 
cuyas imagene*. por/ se identifican con eí neutro de G\ 

ts decir , ^ 
N l / ) = ( j c e G / 7 ( j f ) = e 7 

Es claro que el núcleo de /es la preimagen de ^e'^ 

De acuerdo con ía definición, se tiene 

xeüif) **f(x) = e' 

Esto significa que para verificar que un elemento pertenece al núcleo es suficiente 
probar que su imagen es e'. 

Ejemplo 8-11. 

El núcleo del homomorfismo del ejemplo 8-10 consiste en las matrices 2X2 tales 
que 

' i ¡ /• ,1 i ' = a + d ~ 0 ' es d e c i r d~~a U c d i 

En consecuencia, al núcleo de / pertenecen todas las matrices del tipo 

le ~a\ 

t a este »-4VJ. lo:, -.'lenuntos J<¡ la diagonal opuestos o de suma cero, o de tra/.a 
nula, siendo por definición la tra/a de una matriz ia suma de ios eiemcimi» dc 
ia diagonal. En general la notación para la traza de una matriz A e R"*" es 

n 
tr A = "L ^ a¡¡ 

8.7.2. Propiedad 

El núcleo de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo dei primero. 

Hipótesis) (G , *) y ( G ' , * ') son grupos. 

/ ' : G -*G* es un homomorfismo. 

NUCLEO E IMAGEN 2 4 ! 

Tesis) (N ( / ) , *) es subgrupo de (G , * ) . 

Demostración) 

i )Poi 8.6.2./(e) = e' = > e e N ( / ) = * N ( / ) ¥ = 0 

i i ) N ( / ) C G por definición de núcleo. 

i i i) Sean 

a y b e N ( / ) =>/(a) = e' A f{b) = e'=> 

*° fia)~e' ••• [ / ' ( & ) ] " ' ~e"' => 

=>f(a)-=e' A fib'1 )-e' *>f{a)*fib'l) = e' •=* 

=» fia * b~')~ e => ,7 * b'x e N i / i 

Por definición de núcleo, imagen del inverso (8 6 .3,), inverso del nejtro, com­

posición en G\ homomorfismo y definición de núcleo. 

En virtud de la condición suficiente 8.4.2., resulta (N ( / ) , *) un subgrupo de 

< G , * ) . 

8.7.3. Propiedad 

El homomorfismo/ G -» G' es invectivo, es decir, un monomorfismo si y solo si el 

núcleo es unitario. 
Sea N ( / ) el núcleo del homomorfismo / : G -» G' 

i) /es 1 - 1 =»N ( / ) = { % } 
La demostración es inmediata, porque si en el núcleo hubiera otro elemento 
distinto de e, entonces dos elementos distintos de G tendrían la misma 
imagen porf, y no sería una función invectiva. 

i i ) N </) = {<?} « - / e s 1-1. 

En efecto, sean x, y e G tales que / (x) = f (y). 
Componiendo con el inverso de / ( y), en G' 

/(*) *'(/(>•)]"' =f{y) *'[f(y)Yl 

Por S.6,3.. y por r*. en (C . * ') 

/ •;.< • •« j '. y ; - v 

Por definición de homomorfismo 

fix *}•-') = e' 

Por definición de núcleo 

x*y-1 e N ( / ) 

Por ser N (f) = resulta 

x * y ~1 = e 



Componiendo a derecha con y 

x * y~l * y = e * y 

O sea 

X=y 

y /es inyectiva. 

8.7.4. Imagen de un homomorfismo de grupos 

Sea/: G -*G' un morfismo de grupos. 

Definición 

Imagen de un morfismo de grupos es la totalidad de las imágenes de los 
elementos del primer grupo. 

La imagen de un morfismo de grupos es la imagen de la función que lo define, es 
decir 

I ( / ) = f / ' í . v ) e G ' / x e G } 

O bien 

H / ) = ( > ' e G - / 3 x e G A f(x)=y) 

Es claro que si el morfismo es un epünorfismo. es decir, si / es sobreyectiva, 
entonces I ( / ) = G'. En el siguiente diagrama se tiene una representación de N ( / ) y 
d e l / / ) 

En el caso del erjemplo 8-10, /es un epimorfismo, pero no es monomorfisrno. 

8.7.5. Propiedad 

La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del segundo, 

Hipótesis) (G , *) y (G' , * ' ) son grupos. 

/: G -*G" es un homomorfismo. 

Tesis) (1 ( / ) , * ' ) es subgrupo de (G*. *) 
Demostración) 

i )Como/ (e ) = £?* => e'el(f) => H / l ^ t í » 

i i ) I ( / ) C G" por definición de 1 (./ ) 

iii) Sean y, A y2 eH f) 

Entonces, por definición de imagen,, 3 t¡ y v, en G, tales que 

Por inversos en G' 

/ < - r 1 ) = j 1 A [f(x2)\-
1 = v ; ' 

Por inverso de la imagen 

Por composición en G' 

í(x,)=yv A f(x~') = }•;* 

fixl)*'fix¡') = yx 

Por homomorfismo 

ií -r. * \ 
J 

. "i 
f(x¡ **"') = r, *'v"' 

y como X\ * x¡ € G. por definición de imagen, se tiene 

r, *•>•"' e\{f) 

En consecuencia, según 8.4.2., resulta que 

( I < / ) . * ' ) 

es un subgrupo de ( G ' , * ' ) 

Ejemplo 8-12. 

Sea G3 el conjunto de las tres raíces cúbicas de la unidad, es decir, de las soluciones 
complejas de la ecuación 

x 3 - 1 = 0 

El faetoreo del primer miembro conduce a 

(x-l).(x2 +x + 1) = 0 



Entonces 

.x - 1 = 0 ó x 2 + x + 1 = 0 

La resolución de estas ecuaciones conduce a las tres raíces cúbicas de 1: 

1 V3 1 . V3 
Xt = 1 x2 = — = r + ' x3 - ~ ~ - i —— 

que llamamos, respectivamente, zn. z( y z2. En el capítulo 11 veremos que las» raices 

n-simas de la unidad están dadas por la fórmula 

k~ k r. < Ü 2 . 
~h = eos — + i sen ~ e n 

.»? •••• 

donde A: tómalos valores enteros 0. 1, 2 « - 1. 
En el caso particular de las raíces cúbicas, la fórmula anterior adopta la expresión 

2kn , . 2kit i2^-
zk = eos — - — + i sen — - — = e 

donde k = 0, , 2. Por definición de raíz cúbica se verifica 

zh e G 3 «• rjj = 1 

Nos proponemos probar que G3 es un grupo multiplicativo abeliano. y además 
obtener un método para el producto. 

i ) ( G , , . ) es grupo conmutativo. 

i) El producto es ley inierna en G 3 . En efecto 

zh e G 3 A z, e G 3 => z3

h = 1 A z] = 1 =» -l z\ - 1 

=>{zh . z¡)3 = 1 = > i í , . z , e G j 

II) El producto es asociativo en G 3 . Aquí nada hay que demostrar, pues 
G3 C C. y el producto es asociativo en C. 
!1I) Existe neutro para el producto en G 3 . y es 

Zr, ~ eos 0 + ; sen 0 — ! 

IV) Todo elemento de G} tiene inverso multiplicativo en Gs 

Sea zh e C , ~>z\ = I •* ( i * ) " ' = 1 «• 

= » ( 2 * ' ) 3 = 1 = * : " ' e G 3 

y h ' h 3 

V) El producto es conmutativo en G 3 , por serlo en C. 

i i ) Vamos a establecer un método para obtener el producto de dos raíces cúbicas 
de la unidad. 

Sean 

donde 

Entonces 

zj e G 3 A zm e G3 

i — j — 

0 < / < 3 A 0 « m < 3 

Si dividimos i +• m por 3, se obtienen q yr, únicos, tales que 

/ + m = 3 q + r 

0 < 

D e ( l ) y ( 2 ) 

= i q + r \ 

2t3q-r)fT 2r7T 
3 = ^ 2 9 » r , ' _ r ^ . 

— (eos 2 q + í sen 2 <? i r ) . e 3 = 1 . e 3 : 
. 2rir 

= e 3 = zr donde 0 < r < 3 

La tabla de la composición es, entonces 

• Zo Zl z 2 

Zo Zl Z: 

Zl Zl z 2 Zo 

25 z 2 Zo 

Ejemplo 8-13, , 

Sean Sos ampos (Z . +") y (G.¡ . ). y la función 

j • Z detinicia por Ii» asignación 

/ (.*) = r,. siendo r el resto de la división de x por 3. es decir, el entero no negativo 

que satisface las condiciones 

,' .v = 3 . q + r 

\ 0 < r < 3 

Vamos a probar que tal aplicación es un homomorfismo, es decir 



í\ i la definición de f 

r / o o = v 

(\)lf(x")=zr.. 

[ / C x ' + .v") = z r donde 

rx' = 3q' + r' A 0 < r ' < 3 

(2) i x"=3q" + r" A 0<r"<3 

" [x +x"= 3q +r A 0 < r < 3 

Por ser »G 3 ,. ) un grupo, de acuerde son el ejemplo 8-12, tenemos 

;r- .zr- = z^- siendo 

r> + r" = 3q"' + r"' A 0 < r " ' < 3 (3) 

Sumando las dos primeras relaciones de (2) 

x'+x" = 3(q,+q") + (r' + r") ( 4 ) 

Por (3) y (4) 

x,+x" = 3(q' + q") + 3q," + r"' -

=» x' + x" = 3 (a ' + O" 4-A'") + r'" A 0 < r " ' < 3 (5) 

Por la unicidad del cociente y resto, de (5) y de la última igualdad que figura en (2) 

se tiene 
q = q +q" + q"' A r — r'" 

Es decir 
zT- = zT 

Se verifica entonces 

f(x, + x")=Zr = zr~ = zt-.zr~=f(x').f(x") 

y el homomorfismo está probado. 

Ejemplo 8-14. 
Determinaremos el núcleo y la imagen del homomorfismo del ejemplo anterior. 

xeZ =*3q A r únicos Ix = 3q +r A 0 < r < 3 

Por definición de / 

Por definición de N ( / ) 

x e N ( / ) <*f(x) = z0 = 1 r = 0 
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Luego 

x e N ( / ) - » j : = 3 í < * 3 ¡ ^ 

Es decir . 
N ( / ) = { . V 6 2 / 3 |JC} 

Por otra parte, obviamente, es I ( / ) = G3 y el homomorfismo es un epimorfiano. 

Ejemplo 8-15. 

Verificar que los grupos (G3 , .) y (R , o) son isomorfos, siendo R el conjunto de 
las rotaciones del triángulo eouüátero alr»d* ,d r i r d*1 OPA tro nu» n»va« ta fkmra «»hr» 
sí misma. 

En R se tienen las rotaciones R0. R, y i ? 2 , que son ta identidad, y las rotaciones de 
1 20° y 240°. 

En G3, los elementos son z0. z, y : . , oon el significado dado en los ejemplos 
anteriores. 

La función/ : G3 -*R. tal que 

f(zi) = Ri 

es un isomorfismo respecto del producto en G3 y de la composición en R pues 

/(.',. zm)=f(r) = Rr 

8.8. RELACION DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE 

8.8.1. Concepto 

Sean (G , *) un grupo, y " ~ " una relación de equivalencia en G. 
La definición 5.5. establece que — es compatible con * si y sólo si 

a ~ b r \ c ~ d = > a * c ~ b * d 

8.8.2. Teorema fundamental de compatibilidad 

Si ~ es una relación de equivalencia compatible con la ley interna del grupo (G , *), 
Q 

entonces existe en el conjunto cociente—una única ley de composición interna *', tal 

G rG ^ 

que la aplicación canónica /: G -+ — es un homomorfismo, y a d e m á s ^ — , *J es 

grupo. 
Este teorema es un corolario de lo demostrado en 5.5.1. 



DcfiiíUiüii 

El grupo —a que se refiere el teorema se llama grupo cociente de G por la 

relación de equivalencia compatible con *. 

Ejemplo 8-16. 

Considérenles el grupo aditivo de las clases de restos módulo n En este caso 

Z „ = { 0 \ T . . . . , « ^ T } 

De acuerdo ;on cí .jempio 5-12, se sabe que la congruencia módulo n es compatible 
con la adición jn Z; entonces, por el teorema fundamental de compatibilidad, se tiene 
en el conjunto cociente Z3 una única ley de composición interna inducida, llamada 
suma de clases, tal que la aplicación canónica / : Z -*Z„ es un homomorfismo,siendo 
(Zn , ©) el grupo aditivo de las clases de restos módulo n. 

Para sumar dos clases en Z„ procedemos así 

ü ® ¡ r = / ( « > 3 / i v ) = / ( u + ! ' ) (1) 

Dividiendo u + v y n se obtienen q y r, tales que 

u+v-nq+r A Q<r<n (2) 

De (2) y (Ti 

u -9 v ~ j (n q + r) ~ f(r) = r 

ya que 

(u + v)~-r = nq =* n\{u + v ) - r =* 

=> u + v ~r 

8.9. SUBGRUPOS DISTINGUIDOS 

8.9.1. Concepto 

Sean (Z , +) el grupo aditivo de los enteros y el subconjunto H de ios muitipios de 

3. es decir 

H = { j c e Z / 3 1*} 

Si consideramos la congruencia módulo 3 en Z, entonces la aplicación canónica 

/ : Z - * Z 3 

es un homomorfismo de (Z , +) en ( Z 3 , +) cuyo núcleo es, precisamente, H. En este 

caso, decimos que H es un subgrupo distinguido de G. 
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Definición 

F1 ínhgrupo (H . *) de (G , *) es distinguido si y sólo si existe un grupo ( G ' , * ' ) 
y un homomorfismo/: G ->G', cuyo núcleo es H. 

En símbolos 
H C G es distinguido « - 3 C grupo, y / : G -> G' homomofismo / N ( / ) = H 

Subgrupos distinguidos de todo grupo (G , *) son el mismo G y le\. En efecto, en el 
primer caso, la aplicación 

/: G -+ G definida por f ix) = e para todo x e G , 

es un homoniorfismo. va oue 

fia *b}-c~e*c~ fia) * / { b ) 

Además, se verifica que N (/") = G 

En el segundo caso, basta def inir / : G -»G mediante f{x) =x, cualquiera que sea x 
en G, y se tiene un homomorfismo, pues , 

fia *b)-a*b-f(a)*fib) 

y como N ( / ) = <¡ e> , resulta \ un subgrupo distinguido de G. 

Sean ahora un grupo (G , *) y - una relación de equivalencia compatible con *. Por 

el teorema fundamental de compatibilidad sabemos que^ — , *' J es el grupo cociente 

de G por la equivalencia, y que la aplicación canónica 

f r G 

/ : G - — 

es un homomorfismo respecto de * y »' Por lo que antecede es obvio que el subgrupo 
(N ( / ) . * ) es distinguido, y queda caracterizado en términos de la relación de 
equivalencia compatible con la ley del grupo G. Existe una estrecha conexión entre las 
relaciones de equivalencia compatibles con la ley de composición interna de un grupo 
y los subgrupos distinguidos de éste. El teorema que sigue aclara la situación. 

8,9.2. Teorema. El 'conjunto E de tudas las relaciones de equivalencia definidas en 
G. compatibles con ia ley interna del grupo s.0 *;¡ es coordinabie al conjunto G de 
iodos los subgrupos distinguidos <j<? íG . * i 
Hipótesis) (G , *) es grupo 

E = | £ ,:j £ ,• es de equivalencia en G. compatible con * ¡> 

G = { H, / H, es subgrupo distinguido deG ' 

Tesis) E es coordinabie a G 
Demostración) 

Definimos i>: E ->-G mediante la asignación 

4>(£ , ) = N ( / i ) (1) 



G 
¡icio N ( / , ) el núcleo del h o m o m o r f i s m o / ¡ : G-+ £~ asociado a la equivalencia ti-

hemos probar que d>es biyectiva. 

i ) Inyectividad. 
Sean £,- y Eje I tales que £ , . 

Como t¡ y t¡ son subconjuntos distintos de G 2 , existe (x ,y) eG tal que 

(x,y)e£i A (x,y)4£j 

o bien 
iv y\4í¡ \ (x.y)etj 

Ka/:onamos sobre el primer caso, es decir, suponiendo 

x t¡ y \ xt¡y 

-,r la compatibilidad de las relaciones de equivalencia, componiendo a izquierda con 
- i 

<v"' • * ) £ , - ( . v " 1 «y) * ( v - 1 * x ) j £ , ( y ' •>') 

Entonces, por G 4 

( v" 1 *x) £, e \ ( y - 1 * x ) £ , e 

Por definición de aplicación canónica e imagen del neutro 

/ , ( / • ' * x ) = / ¡ (e) = e' A ^ C v " 5 * x ) # f j ( e ) = e' 

Por definición de núcleo resulta 

(>•-' * x ) e N ( / < ) A (y-1 *x)<t*i(fj) 

Es decir 
N ( / ¡ ) * N U } ) 

Y de acuerdo con (1) se tiene 

En consecuencia $ es inyectiva. 

ii ) Sobreyectividad 

Sea H e G. es decir, un subgrupo distinguido de (G , * ) . Entonces, por 

definición, existe un grupo (G' , * ') y un homomorfismo 

/ : G -*G' tal que 

N ( / ) = H = ( x e G / / ( * ) = * ' } 

Se trata de probar que existe E e E , falque 

* < £ ) = H 
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Para esto definimos la siguiente relación de equivalencia en G 

* 1 £ * 2 - » / ( x , ) = / ( X 2 ) ( 0 

£ es compatible con *, pues 

x , Zx2 A y i ty2 = » / ( x , ) = / ( x 2 ) A / ( j , ) = / ( > ' 2 ) =» 

• = * / ( * ! ) * ' / ( V i ) = / ( x 2 ) * Y ( ^ j ) = » 

=>f(Xi *.Vi)=f(x2 *.Vj) 

por composición en G' y por ser / un homomorfismo. 
Por (! \ resulta 

1*1 ) £ (A"2 * > ' : ) 

Es decir: £ e E, y se verifica 

* ( £ ) = N ( / 1 < = H 

Entonces es sobreyectiva. 
De i ).y i i ) 4? resulta biyectiva, y en consecuencia 

I - G 

Notación 

Si t es una relación de equivalencia compatible con la ley del grupo (G , * ) , y H el 
G G 

subgrupo distinguido asociado, escribimos— = — , y se tiene el cociente de G por el 

subgrupo distinguido H. 

Ejemplo 8-17. 

Investigamos los subgrupos distinguidos de (Z , +). Si H es un subgrupo distinguido 
genérico, de acuerdo con la definición, existen un grupo G' y un homomorfismo 

/ : Z-*G' talque N ( / ) = H 
« 

Una posibilidad,es H = { o l según 8.9.1. 

Si H ^\0^ , entonces existe x 0, tal que . r e H , y resulta 0 — x = — x e H, es 

decir, en todo subgrupo no unitario de Z coexisten los elementos nó nulos x y — x, lo 
que significa que en H hay enteros positivos. Entonces, por el principio de buena 
ordenación, hay en H un elemento mínimo positivo, que llamamos re­

consideramos ahora el conjunto A de todos los múltiplos enteros de n, y afirmamos 
que H = A. En efecto 

i ) Sea x e H; lo dividimos por n y se verifica 

x = n.q +r A 0 < r < n 

Entonces r = x - n . q (1) 



Por definición, si n € N y q e Z, entonces 

n. q = n +n + .. .+n si q >ü 
v v -

n. <7 = ( - / i ) + ( - « ) + - • • + ( - « ) S' <7<0 

n. q — 0 si <? = 0 

Es decir, en todo caso n . a e H. y^oor 11) resulta r e H. y siendo ir e! mínimo 
entero positivo de H necesariamente es r = 0, es decir 

x = n. q =» .x e A 

Así se tiene H C A. 

i i ) Sea x e A. Por la definición de A se tiene x = n.m con m e Z . 

Ahora bien 

n.m = n+ n + ...+n si »i > 0 

n . m = ( - « ) + ( - n) + . . . + ( - «) si m < 0 

n. m — 0 si ?n = U 

En todo caso, se verifica x = « . w e H , e s decir, A C H. 

Luego H = A. 

Esto signifba que todo subgrupo distinguido de (Z , +) se identifica con el conjunto 

|oK o bien con el conjunto de los múltiplos de un entero positivo. 

8.10 SUBGRUPOS NORMALES O INVARIANTES 

8.10.1. Definición 

El subgrupo (H , *) de (G , *) es normal o invariante, si y sólo si se verifica 

x e C A y e H =*• x * y * x'1 e H 

Ejemplo 8-J8. 

Todo subgrupo de un grupo conmutativo, es invariante. 
Sea (H , * I un subgrupo de (G , *) , y éste conmutativo. Entonces 
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V j V x : x e G A y eH =» x *y * x'1 = x * x'1 * y • — 

— e* y=yeH 

y por definición 

(H , *) es invariante. 

8.10,2. Teorema.Un subgrupo es distinguido si y sólo si es invariante. 

I) (H , *) es distinguido => (H , *) es invariante. 

Sea Sa relación de equivalencia en G, compatible con *. asociada a! subgrupo 
distinguidoH. Entonces 

H =K(f) = íxeG íf(x) = e') = \<xeG I x - ( 1 , 
t 1 c 

P o r ( l ) 

y e H =» y" ~ e 

Por ia compatibilidad 

x e G = > x * v ~ x * e = * x * y ~ x s » 

•» x * y * x" 1 ~ x * x'1 => x * y * x~* ~ e ** 

=» x *y * x'1 € H 

y en consecuencia (H , *) es distinguido. 

I I ) (H , *) es invariante =*• (H , *) es distinguido. 

Como (H , *) es invariante sabemos que 

x eG A y e H =*• x *y *x~l e H 

a) Definimos en G la relación ~ mediante 

x , ~ x : o x , * x'¡ e H '. xV * x 2 e H (2) 

Se ventura 

i ) Reflexividad 

x e G =» .x * x ~' eH A .V"' * .X e H =» x ~ x 

i i ) Simetría. 
- i 

• * i ~ x 2 = » x i * x 2 eH A x l * x 2 eH =» 

=*• X j ' * X ! * x 2 ' * x 2 e H A x 2 * x\l * x¡ * xV e H => 

= > x I * x , , e H A x 2 ' * X j e H = * x 2 ~ x , 

Por (2), por ser H invariante, por G4 y definición (2). 



i i i ) Transitividad 

Xi ~ x2 A Xi ~ X 3 => 

= > x i f c*" 1 eH A JC[' « ^ e H A x1*xl1ell A X 2 n 3 e H => 

==> JCJ * x'1 * x 2 *
 1 e H A X J 1 * X 2 * X 2 ' *X3 e H =* 

= > x t * x ¡ ' e H A X / * X 3 e H =>xi ~ x 3 

Por (2), composición en H, G 4 y (2) 

b) — es compatible con * en G, pues 

x, ~ x 2 * x'2

l eH (3) Po r (2 ) 

x \ - x ; * ^ ; *x-;" 1 C H - * - * * < 1 > * * " ' < = H Í 4 ) 

Por i 2) y por ser H invariante. 

D e , 3 ) y (4) _ ( 

x , * ( x ¡ * x 2 ) * x , * x , * x 2 e H = » 

= » x , * ( x ¡ * x ; " l V x 2

_ 1 eH => 

=»í* i « x j ) * ^ ; 1 * x j ' ) e H = * 

=* (je, *x[)*(x2 *x'2)~
x eH 

P o : G 4 , G 2 , e inverso de la composición. 

Análogamente se prueba que 

( x , *x\Yl *{x2*x'2)eñ 

Luego 

Xt * x\ ~ x2 * x'i 

c) Como E es coordinable a G, existe un subgrupo distinguido G\ asociado a — tal 

G' = N ( / ) = { x e G / x ~ e } = H 

Luego H es distinguido. 

8.11. GRUPO COCIENTE ASOCIADO A UN SUBGRUPO 

8.11.1. Relación de equivalencia y coclases 

Sea (H , *) un subgrupo de (G , * ) . Definimos en G la relación — mediante. 

a~b<>a'*beH (1) 
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Es decir, dos elementos están relacionados si y sólo si la composición del inverso del 
primero con el segundo pertenece a H. 

La relación ( 1 ) es de equivalencia pues verifica 

i ) Reflexividad 

a e G =>a '*a = e e H => a ~a 

i i ) Simetría. 

a~b => a' * beW => (a * bY e H = » ¿ ' * a e H ^ b ~a 

De acuerdo con (1) , por ser H un grupo, por inverso de la composición, 
inverso del inverso, y por (1). 

iii) Transitividad. 

a ~¿ A b~-c=*a'*be\i,\b'*ceH=*a'*b*b'*eeñ=> 

= > a ' * í e H => a —c 

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una partición 
de G en clases de equivalencia, siendo 

K„ = (x e G / u ~cr]> 

Ahora bien 

u ~~x => u' * x = a e H => x = a * a 

En consecuencia 

K u =(x eG ¡x = u *a A a e H } 

Ku recibe el nombre de cocíase a izquierda del subgrupo H en G. Si denotamos con 

los símbolos uH y Hu los conjuntos 

• uH={u *x/xetij 

Hu = {x *u fxeñ] 

G 

entonces es fácil verificar que Ku = uH, y el conjunto cociente—es el de las coclases a 

izquierda de H en G. 
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8.11.2. Compítibilidad y grupo cociente 

Sea H un subgrupo del grupo conmutativo G. La relación de equivalencia definida 

en G es compatible con la ley de composición *, pues 

a ~b A c —d => a' * b e H A c'*deW => 

=> a'* b * c'* dell => c'*a'* b *deH =» 

«• f«r * cY * ib * d) e H a * c *~b * <í 

De acuerda con el teorema fundamental de compatibilidad, existe e n ~ una única 

ley de composición interna *', tal que la aplicación canónica / : G - * v j - e s un 
r G 

epimorfismoyí *' j es un grupo conmutativo. 
Gi 

El conjunto—. dotado de la ley de composición inducida, se llama grupo cociente 
de G por la nlación de equivalencia (1). 

La manen de operar con las coclases es la siguiente: 

(iíH) *' (i'H) = / ( « ) * ' / ( " ) = / ( « * " ) = (" * v) H 

Ejemplo 8-19. 

Sean el goipo abeliano (R 2 , +) y el subgrupo H = { ( x , x ) / x e R } 

Geométrcamente, H corresponde a la bisectriz del primer cuadrante. La relación de 

equivalencia (1 ) se traduce en 

ia , i») -{c . d) *> ( - a . - b) + (c, d) e H *> (c , d) = (a, b) + (x , x) 

Se tiene mtonces 

= (ff. ft) H = f (a + .v . fe + x ) ¡x e R) 

Vamos- i determinar la cocíase de (1 . 2) ¿ R 2 . A ella pertenecen tos pares (x . y) 
que sattsia:en íx , y) = (1 . 2) + ia. *"» con a eR. Resulta el sistema de ecuaciones 
paramétricis 

x = 1 +a 

y = 2+ a 

y eliminardo el parámetro a se tiene y — 2 = x - 1, es decir, y - x + 1, que 
corresponde a la recta paralela a la primera bisectriz que pasa por el punto ( 0 , 1 ) . 

El conjunto cociente, que representamos a continuación, consiste en el haz de 
rectas del plano cuya dirección coincide con la de la primera bisectriz. Un conjunto de 
índices es I = ((0 , v) I v e R . ) , o sea, el eje de ordenadas. 
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(0,<>) 

En el grupo cociente, la ley inducida es ia suma de coclases. y se efectúa así 

K ( 0 , i ; ) + K f O . O = K ( 0 , t + 

O bien 

(0 , v) H + (0 , r ' ) H = (0 , v + O H 

Es claro que la cocíase neutra es K ( 0 0> = H y la opuesta de vH es (— v) H. 

8.12. GRUPOS CICLICOS 

8.12.1. Generadores de un grupo 
* 

Sea S una parte no vacía del grupo G, 

Definición 

Subgrupo generado por el conjunto no vacío S C G es la intersección de todos 
los subgrupos que contienen a S. 

Si S es el subgrupo generado por S, entonces podemos escribir 

s= n H, 
H , O S 

donde H,- es un subgrupo de G que contiene a S. 
Es claro que el subgrupo generado por S es el mínimo subgrupo, en el sentido de 

inclusión, que contiene a S. 
Si S = G, entonces se dice que S es un generador de G. 



. Grupo cíclico 

Sea (G , *) un grupo. 

tefinkión 

El grupo G es cíclico si y sólo si es generado por un elemento. 
Es decir 

G es cíclico <* 3 a e G / G = ^ a } 

O'temos que el grupo cíclico G, generado por a, es infinito si y sólo si no existe un 
••Mero positivo m tal que am = a*a*...*a=e. 

Si 'i es el menor entero positivo que verifica a" = e. entonces ei gi upo G consiste en 
,.-; elementos distintos 

e ,a ,a~ , .. . , a " ' 1 

se dice que es cíclico de orden n. 
Es obvio que el subgrupo de (G . * ) . siendo G un grupo arbitrario, generado por 

€ (..-. es cíclico, 

Definición 

El elemento a e G es de orden infinito si y sólo si el subgrupo generado pora es 

infinito. 
El elemento a e G es de orden n (natural) si y sólo si el subgrupo generado por a 
es de orden n. 

"templo 8-20. 

i ) El grupo (Z , +) es cíclico, pues está generado por el entero 1. y su orden es 
infinito, pues no existe ningún número natural n que verifique 

14-14- . . . 4- 1 = 0 
n 

ii ) El grupo (Z„ . 4-) es cíclico, ya que está generado por 1, y de orden n pues 

J 4 - T 4 - . . _ L _ + J = o . 

8.13. TRASLACIONES DE UN GRUPO 

Sea a un elemento del grupo G. 

Definición 

Traslación a izquierda del grupo (G , *) por el elemento a e G es la función 

fa : G -* G tal que fa (x ) = a * x 

Puede demostrarse fácilmente que toda traslación a izquierda del grupo G es 
biyectiva. 

Análogamente se define la traslación a derecha. 

Si T (G) =<j"/ : G G / / es biyectiva} , entonces de acuerdo con el ejemplo 8-3, 

(T ( G ) , o) es un grupo, llamado de las trasformaciones de G. 

Toda traslación a izquierda de G es una trasformación de G, es decir 

a e G = > / 0 e T ( G ) 

Si G es finito, entonces el conjunto T (G) es el de permutaciones de G. 

Eiemplo 8-21. 

Sea G un grupo. Entonces la función 

g '• G -* T (G) tal que g (a) =fa para todo a e G, 

es un morfismo invectivo de G en T (G). ' 

i ) g es un morfismo pues 

Va VZ> Vx e G : (g{a *b))ix)=fa,b (x) = a*b* x 

= / « [ / * Ú ) l = ( / « » / 6 > C x ) 

y por definición de funciones iguales resulta 

g(a*b)= fa ° fb 

i i ) g es 1 — 1. 
Sea a e N (g). Entonces^ (a) = /„ = i G por definición de núcleo. 
Como 

a * a -fa (a) = iG (a)=a 

Se tiene 
a * a = a * e 

« 

Y cancelando resulta 

a-e 

Es decir: N (g) = je} y en consecuencia g es 1 —' 1. 

8.14. GRUPOS FINITOS 

8.14.1. Indice de un subgrupo 

Sea G un grupo. Por definición, G es finito si y sólo si c (G) = n. Orden de un guipo 
finito es el número cardinal del mismo. 



Sea H un subgrupo ,del grupo finito G. El grupo cociente — , de las coclases a 

izquierda de 1, es finito y su cardinal se llama índice del subgrupo H en G. 

8.14.2. Teorema Si H es un subgrupo de orden k del grupo finito G, entonces toda 

cocíase a izquerda de H tiene k elementos. 

Hipótesis) (G *) es grupo finito. 
(H . *) es sibgrupo de (G . * ) , de orden k. 

Tesis) c iuV)- k para iodo « f G. 
Demostraciónl 

Debemos probar que H y uH son coordinables, y para ello definimos 

/: H -*t/H mediante /'(a) = u * a 

i ) /es la restricción de la traslación a izquierda/ u : G -*G al subconjunto H. y 

en onseeuencia es inyectiva. 

i i ) /essobreyectiva. pues para todo.r ewH existe x = u * y, tal que 

/ ( x ) = / {u * y) - u * M' * x - x 

En consecuencia,/es biyectiva y c (utt) = c (H) = k. 

8.14.3. Teortma de Lagrange. El orden de todo subgrupo de un grupo finito es 
divisor del orden del grupo. 

En efecto, si H es un subgrupo de G y o (H) = k, por 8.14.2. el cardinal de toda 
cocíase a izquierda de H es k. y como éstas son disjuntas resulta 

o ( G ) = m. k = m. o (H) 

Es decir 

O(H)ÍO(G). 

TRABAJO PRACTICO VIH 

8-22. Determinar en .'ada caso si el par (G , *) es grupo 

a) G = í x i x = 2k + 1 A keZ) 

* es el producto ordinario 

b) G = | X / X = 3A;,A fcez} 

* es la adición en Z 

c) G = { a + bvT/ aeQ A beQ) 

* es el producto habitual 

d) G = | x / x = 2* A keZJ 

* es el producto 

8r23. Verificar que los siguientes conjuntos son grupos cícleos multiplicativos, y 
determinar sus generadores 

i ) G = { l . - l , í , - ; } 

i i ) G = { 1 ,z , z 2 } siendo z = - - 1 - + i ^~ 

8-24. En R* se define * mediante 

a * b - 2 a b 

Verificar que (R* , *) es grupo abeliano. 
8'2S. En el conjunto C d<? los números complejos se considera * definida por 

a * b — Ú + b — / 
Probar que (C , *) es grupo abeliano 

8-26. En R1 = / / / / : [ 0 , 1 ] -*RJ se define la suma de funciones por medio de 
(f + g)(x)=f(x) + g(x) 

Demostrar que (R 1 , +) es grupo abeliano. 

8-27. Demostrar que ( R n , 4-) es grupo abeliano, siendo R" el conjunto de todas las 

n-uplas de números reales, y la suma definida por 

( x , , x 3 , . . . ,xn) + {yl ,y2 , . . . , y „ ) = ( x , + y a , x 2 + y 2 , . . . , x „ +yn) 

8-28. Formar el conjunto de todas las simetrías y rotaciones del triángulo equilátero 
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que lo transforman congruentemente, y verificar que dicho conjunto con la 
composición de funciones es un grupo. Formar la tabla. 

8-29. Determinar todos los subgrupos en el caso del ejercicio anterior. 

8-30. Sea H = { ( * , , x2 xn) e R" / x¡ = o) . Demostrar que (H , +) es un 

subgrupo de (R" , + ) . 

8-31. Verificar que ( R 2 * 2 , +) es un grupo abeliano y que (H , +) es un subgrupo, 
siendo H el conjunto de las matrices reales de dos filas y dos columnas que 
verifican A = — A*. 
Tales matrices se llaman antisimétricas y satisfacen a¡ ¡~—a¡¡ v i v / 

8-32. Sean A = R - •{ 0} y la función / : A -* A tai que / (x) = x2. Demostrar que /es 
un morfismo del grupo (A , . ) en sí mismo, y determinar su núcleo y su imagen. 

8-¡3. Investigar si / : A -+A definida p o r / ( x ) = x3 es un morfismo, en el mismo caso 
del ejercicio anterior. 

8-34. Demostrar que /: R+ -* R tal que / ( x ) = log 2 x es un isomorfismo de ( R + , . ) en 

• R . + ) . 

8-35. Sean / un homomorfismo del grupo G en el grupo G\ y H un subgrupo de G". 
Demostrar que su preimagen / "l (H) es un subgrupo de G. 

8-36. Sean (G , *) un grupo con la propiedad siguiente: 

V x e G : x * x = x 
Demostrai que G es unitario. 

8-37. Si (G , *) es un grupo que verifica x * x — e para todo x e G, entonces es 
conmutativo. 

8-38. Sean (G , *) un grupo y a un elemento fijo de G. Se define 
fa : G -* G mediante f(x)= a'1 * x * a 

Demostrar que fa es un automorfismo en G. Tal automorfismo. definido por 
a eG. se llama automorfismo interno. 

8-39. Demostrar que la composición de dos homomorfismos de grupos es un 
homomorfismo. 

8-40. Sea Aut (G) el grupo de los automorfismos del grupo (G , * ) , con la composición 

de funciones. Demostrar que la función 

F : G -* Aut (G) definida por F (a) - /„ 
es un morfismo. 

8-41. Sea (G , *) un grupo. En G se define la operación o mediante 
ao b — b * a 

Demostrar que (G , °) es un grupo y que ambos se identifican si y sólo si * es 
conmutativa. 
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8-42. Con relación a los grupos del ejercicio anterior, demostrar que la función 
/ : (G , * ) -> (G , o) definida por / ( x ) = x' 

es un isomorfismo. 

8-43. En Q2 se considera * definida por 

(a ,b)*(c ,d) = (ac ,bc+d) 

Determinar si Q2 tiene estructura de grupo con *. 

8-44. Sean S y T dos subgrupos del grupo aditivo (G , +). Se define 

S + T = { x + y / x e S A y - e l ] 

DciiiCiíiuí que S 1 T es un"subgrupo de G. 

8-45. Demostrar que en todo grupo el único elemento idempotente es el neutro. 

8-46. Demostrar que el semigrupo (X , *) es un grupo si y sólo si las ecuacior.es 
x * a~ b y a * x-b son resolubles en X. ' 

8-47. Sean los grupos (G , *) y (C , * ') y / ' : G ->G' un homomorfismo. 
Demostrar que/es un ep¡morfismo si y sólo I ( / ) = G'. 

8-48. Sean los grupos (Z , +) y (G , *) y la función /: Z -*• G tal que / ( n ) - a" con 
a e G. Demostrar que / es un morfismo y que su imagen es el subgrupo cíclico de 
G,generado pora. 

8-49. Sean los grupos ( R 3 . +) y (R 2 . +) . Probar que / : R3 -* R2 definida por 
/ ( x i , Xj, x 3 ) = (Xi - Xj , X j - x 3 ) es un homomorfismo. Determinar su núcleo 
y su imagen. 

8-50. El subgrupo II de G es normal, si y sólo si uH - Hu. 

8-51. Sean los grupos ( G 3 . .) y ( G 4 . . ) . Demostrar que la función / : G3 -+ G4 

definida por f (z) = zVt es un homomorfismo, y determinar N ( / ) e I ( / ) . 

8-52. Demostrar que el subgrupo H de G es normal si y sólo si la imagen de H es igual a 
H para cada automorfismo interior de G. Tal subgrupo se llama invariante. 

http://ecuacior.es


Capítulo 9 

ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CUERPO. 

ENTEROS Y RACIONALES 

9.1. INTRODUCCION 

Con e¡ agregado de una ley de composición interna sujeta a ciertas condiciones, se 
enriquece la estructura de grupo abeliano y la terna así obtenida constituye otro 
sistema axiomático. Se definen aquí la estructura de anillo y el caso particular de 
cuerpo. Lo mismo que en el caso de la estructura de grupo, se estudian sus propiedades 
básicas y se introduce el concepto de ideal. Después de tratar la factorización en los 
dominios de integridad principales, se introducen el anillo de los enteros y el cuerpo de 
los racionales. 

9.2. ESTRUCTURA DE ANILLO 

Sean un conjunto no vacío A, y dos funciones: * y •. 

Definición 

La tema (A , * , •) es un anillo si y sólo si 

1. El conjunto con la primera ley es un grupo abeliano. 
2. E: conjunto con la segunda ley es un semigrupo. 
3. Li segunda ley es doblemente distributiva respecto de la primera. 

Reformufamos la definición teniendo en cuenta que ías dos leyes de composición se 

llaman aditiva y multiplicativa, y que se las suele denotar con + y ., respectivamente. 

Definición 

La tema (A , + , . ) es un anillo si y sólo si 

1. (A , +) es un grupo abeliano. 

2. (A , . ) es un semigrupo. 

3. El producto es distributivo a izquierda y derecha respecto de la suma. 

Estas condiciones se traducen en los siguientes axiomas: 

E S T R U C T U R A D E A N I L L O 265 

A ! : La adición es ley de composición interna en A. 

yfa Vk :aeA A A = * 5 + 6 e A 

A2 : La adición es asociativa en A. 

Va Vb V c e A : (a + b)+c=a + (& + c ) 

A3 : Existe neutro en A. que denotamos con 0, respecto de la adición 

3 0 e A / V a e A : a + o = 0 + a = a 

A4 : Todo elemento de A admite inverso aditivo u opuesto. 

Va e A ,3 - s e A / s 4 (—a) = ( - a ) ra ~Q 

As : La adición es conmutativa 

Va\fbeA:a + b = b+a 

A6 : El producto es ley de composición interna en A. 

Va Vf>: a € A A b e A =» a. b e A 

A-; : El producto es asociativo en A. 

Va VZ? Vcé" A : (a.b).c=a. (b. c) 

Ag : El producto es doblemente distributivo respecto de la suma. 

Ta. (b 4- c) = a. b 4- a . c 

Va Vé Ve e A : < 

\(b+c).a = b.a+c.a 

Si, además, ocurre que la segunda ley de composición es conmutativa diremos que 
el anillo (A , + , . ) es conmutativo. Si existe elemento neutro o identidad respecto del 
producto, que denotamos con 1, entonces se llamará anillo con identidad o con 
unidad. Un anillo con identidad cuyos elementos no nulos son inversibles se llama 
anillo de división. 

ejemplo 9-i, 

Clasificamos las siguientes temas 

i ) (N , 4 - , . ) no es anillo, pues no existe neutro para la adición. 

i i ) ( N 0 , + , .) no es anillo, porque los elementos no nulos de N0 carecen de 
inverso aditivo. 

iii) (Z , + , . ) es anillo conmutativo y con unidad. 

iv) (R 1 , + , .) es el anillo conmutativo y con unidad de las funciones reales 
definidas en I = [0 ,1 ] con la suma y el producto de funciones, llamadas 
leyes de composición punto a punto, definidas en los ejercicios 5-31 y 5-36. 



9.3. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS 

< ! .3 .1 . El producto de cualquier elemento de un anillo por el neutro para la primera ley 
es igual a éste. 
Hipótesis) (A , + , . ) es anillo. 
Te-iis) a. 0 = 0 . a = 0 
Demostración) 

Cualquiera que sea x e A, por A3 se verifica 

r.-¿multiplicando por a 

Por la distributividad 

En virtud de A 3 

x + 0 = x 

a. ix + 0) = a . .V 

a. x + a. 0 — a. x 

a. x + a. 0 = a. x + 0 

For ley cancelativa en el grupo (A , +) 

a. 0 = 0 

Análogamente se prueba que 0 .a = 0. 

Esta propiedad suele enunciarse así: en todo anillo, el producto por 0 es 0. 

9.3.2, En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es igual al 
.puesto de su producto. 

Por distributividad, A4 y producto por 0, se tiene 

( - a ) .b +a. 6 = ( - a + f l ) . b = 0 .b = 0 

Es decir 

(-a).b+a. 6 = 0 

Entonces 

(-a).b = -(a. b) 

De manera similar se prueba que a. (— b) = — (a. b). 

9.3.3. En todo anillo, el producto de los opuestos de dos elementos es igual al 
producto de los mismos. 

Aplicando reiteradamente la propiedad 9.3.2., y por opuesto del opuesto, resulta 

(-a).(-b)= -[a.(-b)] = -[-(a. fe)]=a. b 

9.3.4. En todo anillo vale la distributividad del producto respecto de la diferencia. 
Se trata de probar que (a— b) .c — a. c — b. c 
Por definición, se sabe que a — b == a 4- (- b). Entonces, aplicando A8 y 9.3.2. 

(a — b) . c = [a + ( - b)]. c - a . c + ( - b). c = a . c + [— (b. c)] - a. c — b , c 

9.4. ANILLO SIN DIVISORES DE CERO 

9.4.1. Concepto 

Fn el ejemplo 5-15 hemos analizado las leves de composición interna, llamadas 
suma y producto de clases, inducidas en el conjunto cociente de Z por la relación de 
congruencia módulo « = 3 . De acuerdo con 9.2 resulta ( Z 3 , + , . ) el anillo 
conmutativo y con unidad de las clases de restos módulo 3. En los ejemplos 5-15 y 
5-16 hemos confeccionado las tablas de la adición y multiplicación en Z3 y Z 4 . En e¡ 
primer caso hemos observado que elementos no nulos dan producto no nulo; pero en 
el segundo caso ocurre que hay* elementos no nulos cuyo producto es nulo. En 
<Z3 , + , ,) elementos no nulos dan producto no nulo, y se dice que no existen 
divisores "de cero. En ÍZ 4 . + . . ) . en cambio, hay divisores de cero. 

Definición 

El anillo (A , + , .) no tiene divisores de cero si y sólo si elementos no nulos dan 
producto no nulo. 

En símbolos 

(A , + , . ) carece de divisores de cero •*>• V x V j > : x # 0 A y¥=0 •» x. y 1=0 

Equivalentemente, por medio de la implicación contrarrecíproca se tiene 

(A , + , . ) carece de divisores de cero *>• V . x V y : x . y = 0 -* x = 0 v y = 0 

Esto significa que, para demostrar que en un anillo no existen divisores de cero, es 
suficiente probar que si el producto de dos elementos cualesquiera es cero, entonces 
alguno de los factores é*s cero. 

Negando el antecedente y el consecuente del bicondicional que expresa simbólica­
mente la definición, resulta 

(A , 4-, . ) tiene divisores de cero * » 3 x 3 y / x ^ 0 A y¥=0 A x.y = 0 

Definición 

El anillo (A , + , . ) tiene divisores de cero si y sólo si existen elementos no nulos 
que dan producto nulo. 

9.4.2. Propiedad. El anillo (Z„ , + , . ) no tiene divisores de cero si y sólo si n es primo. 
Por definición, el número natural » 1 es primo si y sólo si los únicos divisores 



naturales que ídmite son 1 y n. Decimos que n~>\ es compuesto si y sólo si n = x. y, 
siendo 1 <x <n y 1 <y <n. 

I) Si (Z„ , 4 , . ) no tiene divisores de cero, entonces n es primo. 
Suponemos que n es compuesto, es decir 

n-x.y donde l < x < « y \<y<n (1) 

Si /: Z -> es la aplicación canónica, se tiene 

/ {«) = / ( x . v ) 

Como / es un morfismo respecto de! producto 

/ Ot) = /(.v) ./(>') 
De acuerdo con (1) 

/ ( x ) = x y / ( v ) = . v . 

Además, como M ~ 0, por definición de aplicación canónica e imagen del neutro 
por un homorfismo, es 

f ;"(0) = o" 

Sustituyendo en la Igualdad anterior resulta 

0=x.y A x=£Q A y^O 

lo que nos dice que en Z„ hay divisores de cero, contra la hipótesis. 
I I ) Si n es primo, entonces ( Z n , + . .) no tiene divisores de cero. 
Sean x y y en Z„ tales que x . y = 0. Se trata de probar que x = O v y = O. 

Por definición de aplicación canónica, la igualdad anterior puede escribirse 

/ ( * ) . / O 0 = / ( 0 ) 

Por ser f un morfismo 

f iX V ¡ = / ¡ 0 i 

Y por definición de función canónica 

x . y ~ 0 

Por definición de congruencia módulo ra 

n\x.y 

Anticipamos el uso de una- propiedad que demostraremos en 9.7.7., a saber: si un 
número primo es divisor* de un producto, entonces es divisor de alguno de los factores. 
En consecuencia 

n i x v n | y 

Es decir 
v ~Q \l y ~o 

En consecuencia 

9.4.3. Ley cancelativa del producto 

En el anUto (Z . + . ! se verifica la ley cancelativa del producto para todo elemento 

no nulo 

a. h =a. c * a ?= 0 =» ó = c 

En cambio en ( Z 1 2 , 4 , .) es falsa la proposición 

3 . 4 = 3 . 8 =* 4 = 8 

por ser V el antecedente y F el consecuente. Es decir, en Z 1 2 no es válida la ley 
cancelativa de! producto para todo elemento no nulo del anillo. La no existencia de di­
visores de cero es condición necesaria y suficiente para la validez de la ley cancelativa 
del producto. •» 

Propiedad. Un anillo no tiene divisores de cero si y sólo si vale la ley cancelativa del 
producto para todo elemento no nulo del mismo. 

I) Hipótesis) (A , 4 - , . ) carece de divisores de cero. 

x. z — y . - A zi=Q 

Tesis) x — y 
Demostración) 

Por hipótesis es 
x . z = y . z. 

Por trasposición en (A , 4-) 

Por distributividad 

(x — v).; — 0 

Como no existen divisores de cero y r ^ O resulta 

x - . v = 0 

Es decir 
x-y 

I I ) Hipótesis) (A , 4- , . ) es tal que a. c — b.c A C * 0 => a = b 

x. y = 0 



Tesis) x 0 V y = 0 
Demostración) 

Suponemos que y ¥=• 0. Debe ser necesariamente x = 0. 
Por A 3 , cualquiera que sea z 6 A, se verifica 

z . >• = z . y + 0 

Como por hipótesis x . y = 0, se tiene 

z. y = z . y + x . y* 

Por distributividad 

z, y — (z +x) .y 

Por iey cancelativa, ya que y # 0, resulta 

Z = Z + JC 

Es decir 

x = 0 

Ejemplo 9-2. 

En el conjunto R" x de todas las matrices reales de n filas y n columnas, se define 
la multiplicación por medio de la siguiente regla: si A y B son dos matricesn x «, en­
tonces la matriz producto C = A . B es tal que el elemento genérico cy es igual a la 
suma de productos de los elementos de la fila i de A, por los correspondientes elemen­
tos de la columna / de B, es decir 

c¡¡ =an. bu + ai2 . b v + . . . + a,„ . bnj - Z aik 

" - 1 2 0' ' 2 1 - 1" 

Por ejemplo, si A = 3 0 1 y B = 0 4 3 , entonces la 
. 0 - 1 1, - 1 - 2 - 3 . 

producto C = A . B pertenece a R 3 " 3 , y es tal que 

c n = ( - ] ) . 2 + 2 . 0 + 0 . ( - 1 ) = - 2 

£"n =(— 1) • 1 + 2 .4 + 0 . (— 2) = 7 , etcétera. Entonces 

C = A . B = 
2 0 
0 1 
1 1 

2 

0 

L - l 

1 - 1 
4 3 

•2 - 3 J 

2 7 7 
= 1 5 1 - 6 

1 - 6 - 6 

Al desarrollar el trabajo práctico que se propone al término del capitulo, el lector 
peerá comprobar que el producto de matrices es asociativo, no conmutativo, con 
neutro, y distributivo a izquierda y derecha respecto de la suma. 

El elemento neutro es la matriz identidad I e R " x " , tal que 

ai} = \ si i = / 

ÜÍJ = 0 si / =£/ 

Es decir, está formada por unos en la diagonal y por ceros fuera de ésta. 
De acuerdo con lo expuesto, y teniendo en cuenta el ejemplo 5-8, la terna 

( R n " , + , . ) satisface 

A , : A e R n x " A B e R " * " =>A + B e R n x n 

A 2 : ( A + B ) + C = A + ( B + C) 

A, : 3 N £ R " X " / V A e R " x n : A + N = N + A = A 

A4 : V A e R " 1 " 1 , 3 — A e R n x " / A + (- A) = (- A) + A = N 

A 5 : A + B = B + A 

A<¡ • A e R 1 " ' \ B e R n x " => A í B e R " " 

A 7 : (A . B ) . C = A . (B . C) 

A8 : 3 ¡ e R " x n ¡V A c R " x " : A . í = I . A = A 

A, : A . ( B + C ) = A . B + A . C \ (B + C) . A = B . A + C . A 

Se trata del anillo no conmutativo, con identidad, de las matrices cuadradas n x n. 
Podemos verificar la existencia de divisores de cero en el caso particular 

( R : x2 , + , • ) , mostrando que matrices no nulas pueden dar producto nulo. En efecto 

r i — 11 r— i o] 
A = ! 0 0 j # N y B = |^ j 0] "^N, y sin embargo 

A . B = 
LO 0 j 

Ejemplo 9-3. * 

• La terna (P, (U) , A , H) es un anillo conmutativo, con identidad y con divisores de 
cero. En efecto 

1. (P (U) , A) es grupo abeliano, como está justificado en 2.11.2. 
2. (P ( U ) , n) es un semigrupo conmutativo, con identidad. 
3. La intersección es distributiva respecto de la diferencia simétrica. 

A n (B A C) = (B A C) n A = (B f l A) A (C n A ) 

La demostración figura en el ejemplo 2-28. 
4. Existen divisores de cero, pues si A y B son disjuntos y no vacíos se cumple 

A =¡¿=0 A B=É<¿ A A O B = 0 



9.5. DOMINIO DE INTEGRIDAD 

Todo anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de cero, se llama dominio de 
integridad. 

Las ternas (Z ,+ , . ) , (R , + , . ) y ( Z 3 , + , . ) son dominios de integridad. Si P 
denota el conjunto de los enteros pares, entonces (P , + , . ) es anillo conmutativo, sin 
divisores de cero y sin elemento unidad; en consecuencia no es dominio de integridad. 

9.6. SUBANILLOS E IDEALES 

9.6.1. Concepto de subanillo 

Sea (A , + , .) un anillo. Un subanillo de (A , + , .) es una parte no vacía de A que 

tiene estructura de anillo con las mismas leyes de composición. 

Definición 

El subconjunto no vacío S C \ es un subanillo de (A , + , . ) si y sólo si (S +.! es 
subgrupo de (A . + ) , y además S es cerrado para el producto. 

Resulta obvio que una parte no vacía S C A es un subanillo de (A , + , . ) si y sólo si 
para todo par de elementos a e A y b e A se verifica a — be Ay a. be A. 

Ejemplo 9-4. 

Sea aeZ. Entonces el conjunto de todos los múltiplos enteros dea 

S^ík. a: keZ) 

es un subanillo de (Z , + , . ) . 

En efecto, si x e S A y e S, entoncesx = k. a A y = k' a. 

Luego 

x —y — k a —k'. a = (k — k'), a = k". a 

Es decir 
x — r e 5 

Por otra parte 

.v e S A y e S =* x ~ k, a A y = A:'. a «* 

=» x . y' = (A:, a. k') .a => x. y = k". a => .v . y € S 

9.6.2. Concepto de ideal 

Sea (I . + , . ) un subanillo de (A , + , . ) . 

Definición 

El subanillo I de A es un ideal a izquierda de A si y sólo si 

xe A A A e 1 =>.*. c e i 

El subanillo I de A es un ideal a derecha de A si y sólo si 

a e l A x e A => a.xel 

Definición 

El subanillo I de A es un ideal de A si y sólo si es un ideal a izquierda y a derecha 
de A. 

En el caso de anillo conmutativo no es preciso distinguir entre ideales a izquierda o 
a derecha. 

Las condiciones que se imponen al subconjunto 1 C A. para que sea un ideal, son las 
siguientes 

Í I f # 0 

ti ) ael . b e I =» a - b € l 

i i i) ael A b el => a. bel 

iv) a e l A xe k => a. x el' A j c . a e l 

Ejemplo 9-5. 

El subanillo S de todos los múltiplos del entero a es un ideal de Z. 
En cambio, Z no es un idea! de R. 

Todo anillo (A , + . . ) admite dos ideales: el mismo A y { 0 } , y son llamados 

ideales triviales. Todo otro ideal, si existe, se llama ideal propio no trivial. 

9.6.3. Ideal generado por un subconjunto de un anillo 

Sea S ~[x¡, x¡. . . . x„ ' un subconjunto no vacío del anillo conmutativo A. 

Todo elemento de (a forma 

n 
~ a i. X i con e A 
i - ! 

se llama combinación lineal de los elementos de S, con coeficientes en A. 

Consideremos ahora el conjunto de todas las combinaciones lineales de los 
elementos de S, que denotamos por 

S~ a¡. x¡/a¡e A A x¡es\ 



El conjunto S C A satisface las siguientes condiciones: 

i ) S<p pues 0 = 0 . Xj + 0 . x2 + . . . + 0 . xn e S 

i i ) x e S A y e S => x — y e S 

i i i ) x e S A y e S => x . y e S 

iv) x e S A ae A a. x eS A x . a e S 

Es decir: (S , + , .) es un ideal de A. Este ideal se dice generado por la familia S. 
En particular, el ideal generado por un único elemento x e A se llama ideal 

principal. Si ocurre que todo ideal de A es principal, entonces el mismo A se llama 
anillo principal. Este es el caso de los enteros, que está generado por x = 1. 

El lector puede verificar las condiciones i i i ) y iv). A manera de ejemplo 
comprobamos i i ) 

x e S A y e S x = ¿ a,. x¡ A y = £ b¡. x¡ *» 
i= 1 i= 1 

=* x ~y = | (af.Xi-bi. x¡) => 

=> x —y = ¿ (a, - b¡) .x¡ »> x —y = 2 c¡ x, => 

=» x —y eS 

9.7. FACTORIZAOON EN UN ANILLO 

Sea (A , + , . ) un dominio de integridad principal. En este caso, todo ideal de A está 
generado por un único elemento. 

9.7.1. Máximo común divisor 

En A definimos la relación de divisor mediante 

x | y <*• 3 z e A ly =x. z 

Si d es tal que d I a y d I b, entonces se dice que d es un divisor común de a y de b, 
o bien que a y b son múltiplos de d. 

Definición 

El elemento d e A es un máximo común divisor de a y b si y sólo si d es 
divisor de a y i, y además múltiplo de todo divisor común a ellos. 

Es decir 
\d\a A d\b 

d es un M.C.D. de a y b o¿ 
[d'\a A d'lb =»d'\d 

En Z, tanto 2 como — 2, son un M.C.D. de 4 y 6. 

9.7.2. Propiedad. Todo elemento inversible de A es divisor de todo elemento del 
mismo. 

En efecto, sea a e A un elemento inversible. 
Entonces 

V x e A : x = x . 1 ~ x (a'1. a) =-• 

= ( x . a _ 1 ) . a 

y por definición de divisor resulta 

a | x 

9.7.3. Propiedad. Todo M.C.D. de los elementos a y b de A es una combinación lineal 
de los mismos con coeficientes en A. 
Demostración) 

Sea i el ideal de A generado por los elementos a y b. Como todo ideal de A es 
principal, ocurre que I está generado por un único elemento d. Por otra parte, como 

a = l . a + 0 . b A ¿ = 0.<z+ 1 .b 

se tiene a e I A fe e I. En consecuencia, existen p y q en A, tales que a—p .i y 
b — q. d, es decir, d es un divisor común des y b. 

Además, como del, existen 5 y t en A, tales que 

d = s. a + t. b 

Sea ahora d' un divisor común dea y b: entonces a = .r . d"y b =y . d\ 
Sustituyendo se tiene 

d - s. x . d' + í . y . d' = (s. x + r . y ) . d' 

o sea, d' | d. Hemos probado que d = s.a+t.besun M.C.D. de a y b. 

9.7A. Elementos coprimos 

En Z, los enteros 2 y 3 admiten a — 1 y a 1 como divisores comunes. Estos son los 
únicos elementos inversibles en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primos entre sí. 

Definición 

Dos elementos a y b de A son coprimos si y sólo si todo común divisor de a y b 
es inversible. 

9.7.5. Propiedad. Si dos elementos a y b de A son coprimos, entonces existen s y f en 
A, tales que 1 = Í . a + t. b, > 
Demostración) 

La unidad de A verifica 1 I a y 1 | b; es decir. 1 es un divisor común de a y b. 
Sea ahora d un divisor común de a y b. Por ser éstos coprimos, d es inversible y 
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por lo tanto es divisor de 1, de acuerdo con 9.7.2. Esto prueba que 1 es un M.C.D. de a 
y b, y por 9.7.3., existen s y t en A, tales que 

1 = s. a +1. b 

9.7.6. Elementos primos o irreducibles 

En 2, el entero 3 es no inversible y admite únicamente las descomposiciones 

3 = 3 . 1 y 3 = ( - 3 ) . ( - 1) 

donde 1 y — 1 son inversibles. Se dice que 3 es primo o irreducible. 

Definición 

El elemento no inversible a e A es primo o irreducible si y sólo si toda 

descomposición a = x . y es tal que alguno de los factores es inversible. 

9.7.7. Propiedad. Si un elemento primo es divisor de un producto, entonces es divisor 
de alguno de lo; factores. 
Hipótesis) a es primo y a i b . c 
Tesis) a \ b v i\ c 
Demostración) 

Sí a | b, nada hay que probar, porque la disyunción de la tesis es verdadera. 
Consideremos el caso en que a | b es F. Como a es primo, se tiene que a y b son 

copiamos, y por 9.7.5. es 

1 = s . a +t. b 

Multiplicando por c 

1 .c = s.a.c + t.b.c 

Es decir 

c - s . a . c - r t . a . x ya que a\b.c=*b.c = a.x 

Por distributividad 

— ir n X * I .-» 
. - |.S , «. ,-*¡ 

Luego 

ale 

9.8. ANILLO ORDENADO 

9.8.1. Concepto 

El anillo (A , + , .) está ordenado por la relación de orden total que indicamos cún 

A N I L L O O R D E N A D O 

el símbolo < si y sólo si dicha relación es compatible con la adición y multiplicación 
en A, en el sentido siguiente: 

i ) x < v x +z <y + z 

i i ) 0 < x A 0<y =*• 0 < xy 

Que el orden es total o lineal significa 

x e A = > x < 0 v 0 < x v x = 0 

Si el anillo no es trivial, es decir, si no se reduce al único elemento 0, entonces los 
elementos x que satisfacen la condición 0 < x se llaman positivos y pertenecen al 
subconjunto 

A* = / . v e A / 0 < x } 

Los opuestos de los elementos positivos se llaman negativos y definen al 
subconjunto ' 

A " = í x € A / —x e A * ] = (x e A / 0 < ~ x ) 

Queda caracterizada así una partición de A en los subconjuntos A *, A ~ y = 0 ?, y en 

consecuencia 

x e A = > x e A + v x e A " v x = 0 

9.8.2. Propiedades. Sea (A , + , . ) un anillo ordenado por la relación <. 

I) El producto de dos elementos positivos es positivo. 

x e A* A y ekr = * 0 < x A 0< V =» 

=> 0<xy •*xy e A* 

Por definición de A* y i i ) . 
En consecuencia, A* es cerrado para el producto. 

I I ) El producto de dos elementos, uno positivo y el otro negativo, es negativo. 

x e A " * ; e A " = » 0 < , f A 0<—y =* 

**• 0 < x {— y) 0< — (x v> » * x j » e A " 

Por las definiciones de A* y de A " , i i ) , 9.3.2., y por definición de A " . 

I I I ) El-producto de dos elementos negativos es positivo. 

x e A " A yeA~ =*— xeA* A - v e A * =» 

=*• (— x ) (— y) e A* =*• xy e A* 

Por definición de A " , I I I ) y 9.3.3. 
I V ) x <y •» y —x e A * 
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En efecto 

x <y x 4 - ( - x ) < y + ( - - v ) <*0<y-x 

V ) x <y A z e A * =*• xz <yz 

Pues 

x<y A z e A * =» 0 < y - x A 0 < z => 

=> 0 < ( y — x)z => 0 < y z — x z = > x z < y z 

Y¡) x <*" V " ? F A~ => vz < x z 

x < > - A z e A' = > 0 < y — x A — zeA"*** 

= > 0 < ( y - x ) ( - z ) = > 0 < - y z + x z = > y z < x z 

.-Vola 
La relación inversa se denota por >, y se define mediante 

x > y y<x 

y ambas caracterizan un orden estricto en A. 
Un orden amplio y total en. A se define mediante 

x < y *¡> x <y v x = y 

9,9. ESTRUCTURA DE CUERPO 

9,9.1. Concepto de cuerpo 

Un anillo con unidad cuyos elementos no nulos son inversibles, se llama anillo de 

división. Todo anillo de división conmutativo es un cuerpo. 

Definición 

La terna (K , + , .) es un cuerpo si y sólo si es un anillo conmutativo, .con 
unidad, cuyos elementos no nulos admiten inverso multiplicativo. 

Los axiomas que caracterizan la estructura de cuerpo son 

1. (K , +) es grupo abeliano. 
2. (K — { 0} , . ) es grupo abeliano. ' 
3. El producto es distributivo respecto de la suma. 

Ejemplo 9-6. 

La terna (Z , + . .) no es cuerpo, pues los únicos elementos no nulos que admiten 

inverso multiplicativo son — 1 y 1. 
En cambio (Q , + , . ) , (R , + , . ) , (C , + . . ) . fZ„ .+ , . ) , con n primo, son cuerpos. 
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9.9.2. Propiedades de los cuerpos 

Sea (K , + , . ) un cuerpo. 

I) Los cuerpos no admiten divisores de cero. 
Sean x e K A y e K tales que xy = 0 (1). 

Si x = 0, nada hay que demostrar porque la proposición x = 0 v y = 0 e s V . 
Consideremos el caso x 0. Por definición de cuerpo existe x"" 1 . 
Multiplicando (1) por x 

x " ' (xy) = x - 1 . 0 

Por asociatividad y producto por 0 en el anillo, se tiene 

1 y = 0 , es decir: y = 0 

U) En todo cuerpo vale la ley cancelativa del producto para todo elemento no rulo 
del mismo. 

Es una consecuencia de 1 y de 9.4.3. 
I I I ) Si b 0, entonces la ecuación bx = a admite solución única en K. 
Sea bx = a con b 0. 
Multplicando por b'x 

b'1 (6x) = Z>-« a 

Por asociatividad y conmutatividad resulta 

(b~l ¿ ) x = a & - ! 

Es decir 

Ix^ab'1 

Entonces 

x = a 6 " ' 

es la solución única de la ecuación propuesta. En efecto, sea y otra solución; ssto 
significa que * 

by = a . y como bx — a se tiene 

by ~ bx = 0 =* b (y — x) = 0 

y como b # 0 resulta y — x = 0, es decir, y = x. 
Nota 

El producto de un elemento de K por el inverso multiplicativo de otro no nulo se 
denota con el símbolo 

1.-1 B 
a b ^ - y , 

y suele llamarse cociente entre a y b. 



IV) El recíproco del opuesto de todo elemento ño nulo es igual al opuesto de su 

rcc .'proco. 

De acuerde con 9.3.3, y por inverso multiplicativo, se tiene 

Multiplicando por (—x)'1 

- ( x ' * , ) ( - x ) ( - x ) - , = í (~xyl 

Por asociatividad e inversos multiplicativos resulta 
- ( j t - > ) = ( - * ) - " 

V) En todc cuerpo se verifica 

x x' , 
= — r •** xv = yx 

y y ' 
En efecto 

x x' 
— — --- *> xy'1 = x* v ' " 1 o xy'1 yy'~x'y"lyy' *> 
y y 

<*xy'=yx' 

S.10. DOMINIO DE INTEGRIDAD DE LOS ENTEROS 

9.10.1. Relacón de equivalencia en N2 

El lector hi tenido oportunidad de probar, en el ejercicio 3-25, la equivalencia de la 

relación en N3 definida por 

(a,b) ~ ( a \ b') <* a+b'=b + a' 

La clase de equivalencia del elemento genérico ( a, b), es, por definición 

K ( a . i , ) = { ( J C . v ) e N s / ( * , y) ~ia . b)\ 

Ahora bien 

(x . y) ~(a , b) =» .t + b - y + a 

Se presentan tres casos 

i ) « = f t •> Kia¡b)^{(x,y)efi2 fy=x) 

i i ) a<b => K<a,b>={(x,y)etf/y=x+b-a) 

üi) a>b => K ( 0 i i ) = ^ j ) e N 2 / y = x +a-b) 

En particular 

K ( 1 , 1 ) = { ( 1 , 1 ) , ( 2 , 2 ) , ( 3 , 3 ) , . . . } 

K ( i , 2 ) = { ( l , 2 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 ) , . . . } 

K ( 2 , i ) = { ( 2 , l ) , ( 3 , 2 ) , ( 4 , 3 ) , . . . } 

La representación de las clases en N2 es la siguiente 

* N 

6 r -

5 

3 1 

K -U.S) ^(1.4) K ( 1 . 3 ) K(l,2> K ( l . l > 
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Eligiendo un único elemento en cada clase de equivalencia, se obtiene un conjunto 
de índices 

P N 

N 2 

Cada clase de equivalencia se llama número entero, y el cociente __ es el conjunto 

Z de los números enteros. 

Definición , 

Número entero es toda clase de equivalencia determinada por la relación definida 
e n N 2 . 

N 2 

Conjunto de los números enteros es Z = —— . 



ttefinición 

Número entero 0 es la clase K ^ i ) . 
Entero positivo es toda clase del tipo K ( n < 1 ) con n > 1. 
Entero negativo es toda clase K t l i „ ) con n > 1. 

Para denotar los enteros utilizaremos los símbolos 

si n > 1 

si n > 1 

Así. K ( 1 2) '" • i . K ( 3 n - + 2 , etcétera. 

9.10.2. Operaciones en N2 y compatibilidad 

En N2 definimos la adición y multiplicación mediante 

1. (a,b) + < 0 \ o ' ) = U + a' ,h + b') 

2. (a ,¿>) ia\b') = (aa' + bb' ,ab' + ba') 

La relación de equivalencia definida en 9.10.1. es compatible con estas leyes de 
composición interna en N 2 . En efecto 

i ) Por definición de la relación de equivalencia, conmutatividad y asociatividad 

de la adición en N, y por la definición 1.. se tiene 

(a . b) ~ ia', b') A {C , d) ~ ( c ' . d') => 

=>a+b'=b+a' A C -Vd'-d + c ' =» 

=>(a +c)+(b' + d') = (b+d) + {a' + c') => 

=> {a + c , b + d) ~ (a' + c ' , b' + d') =» 

»(a , b) + (c . d) - (a', b') + (c', d') 

i i ) Sean 

(a . b)~ (a'. b') A (C , d) ~ (c ' , d') =» 

=>a + b'~b±a' A C+ CT = ÍÍ" 4 - C ' 

Multiplicamos la primera igualdad por c y luego pord 

ac +b'c - be + a'c 

bd +a'd = ad + b'd 

Sumando 

ac + bd+a'd + b'c = bc+ad+a'c + b'd (1) 

K ( i , . ) = ° 

(n , l ) v 

( l . 'O 

1) 

Multiplicándola segunda igualdad por a 'y por&' 

a'c + a'd'= a'd +a'c' 

b'd + b'c' = b'c + b'd' 

Sumando 

a'c + b'd + a'd' + b'c' = a'd + b'c + a'c' + b'd' (2) 

Sumando (1) y (2), después de cancelar resulta 

(ac + bd) + (a 'd' + b'c') = (ad + be) + (a'c' + b 'd') 

Por definición de la relación de 2q**K'3lf»?ifi?i 

(ac + bd. ad + be) ~ (a'c' +• b'd', a'd' + b'c') 

Por definición de producto resulta 

(a , b) .(c , d) ~ (a ' , 6'J . í c \ cT) 

9.10.3. Adición y multiplicación en Z 

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad existen en el conjunto 

N 2 

cociente — = Z dos leyes de composición interna inducidas, llamadas suma y 

producto de enteros, únicas, tales que la aplicación canónica /: N2 -*-Z es un 

homomorfismo. 
Veamos cómo se realizan la adición y multiplicación en Z 

( -3) + ( + 2 ) = / { ! . 4 ) + / ( 3 , l ) = / [ ( l .4 ) + ( 3 , l ) ] = / ( 4 . 5 ) = / ( l , 2 ) = - l 

( - 3 ) . ( + 2 ) = / ( l . 4 ) . / ( 3 , 1 ) = / [ ( 1 , 4 ) . ( 3 , l ) ] = / ( 7 , 1 3 ) = / ( 1 , 7 ) = - 6 

Hemos utilizado la definición de aplicación canónica, el hecho de que es un 
homomorfismo y las definiciones de adición y multiplicación en N 2 . 

Es fácil verificar que la adición es conmutativa y asociativa en N 2 , y en virtud del 
teorema fundamental de compatibilidad lo es en Z. 

Además, neutro para la adición en Z es 0 = K ( 1 1 ) , pues 

K ( a b ) + 0 = / ( a , 6 ) + / ( l , l ) = / [ ( a , , 1)] = 

= f{a + l,b + X)=f(a.b)=K(atb) 

El entero opuesto de K ( o 6 ) es K < ( , i 0 ) pues 

K u i > ) + K ( 6 o ) - f(a .b)+f(b,a)=.Ha + b,b+a)=f(\ , 1 ) = 

' = : K ( . , « ) = 0 

Resulta entonces que el par (Z , +) es un grupo abeliano. 
El lector puede comprobar que la multiplicación es conmutativa y asociativa en N 2 , 



y poi el homoaiorfismo canónico estas propiedades se trasfieren a la multiplicación en 
Z. 

Neutro parael producto en Z es + 1 = K ( 2 I D pues 

KCa.b> - K<2.1) = - ^ < a / < 2 ' l ) = / [ ^ -(2 , I ) j = 

= f(2a + b,a + 2 ¿ ) = / ( a , b) = K(íib) 

De manera análoga se comprueba la distributividad de la multiplicación respecto de 
la adición en Z, 

Por lo íant), ¡a terna tZ , + , . ) es un anillo conmutativo y con unidad. 
Este anillo ;arecc de divisores de cero. En efecto 

Sean los enteios Kíx..¡ y K f J . • y-¡ tales que 

K y , . K , . = K n donde K , , # ü 
(x.y) (x ,y ) (1,1) (* -v ) 

Por aplicación canónica 

f(x ,i>) • / ( * ' , > ' ' ) = / ( " , 1) 

Por ser / un homomorfismo 

/ l ( x . v ) . ( * \ v " ) l = / ( l . 1 ) 

Por producto en N2 

f(.xx'+yy',xy'+yx')=f(\,\) 

Por definición de aplicación canónica 

(xx' + yy', xy' +yx') ~ (1 , 1) 

Teniendo jn cuenta la definición de la relación de equivalencia resulta 

xx' + yy' = xy' + yx' 

six'>y' 

xx' - xy' — yx' — yy' 

es decir 

V Í A ' - y '\-~y {x ' - i > 

En consecuencia..Y — y, y resulta K í x > y ) = 0. 
Se tiene así el dominio de integridad de ios números enteros. 

9.11. ISOMORFISMO DE LOS ENTEROS POSITIVOS CON N 

Sea Z+ el conjunto de los enteros positivos. Definimos 

F : Z + -* N 

mediante la asignación F (+ a) = a 

Se verifica 

i ) F es inyectiva, pues 

+ a^ + b =>a¥=b =» F (4-a) =?= F (+ b) 

i i ) F es sobreyectiva, ya que 

V a £ N , 3 + a e Z * / F ( + < ¡ ) = f l 

i i i ) F es un morfismo respecto de la adición en Z* y en N. 

F [ ( * a) + ( + b)) = F [4- ia + h)] 

- a k - F ( 4 a \. p (4- h) 

iv) F es un morfismo respecto de la multiplicación en Z* y en N. 

F( l + í / ) . ( + i ) ] = F l + ( a . é « ] = 

= a. b = F (+a). ¥(+b) 

En consecuencia. F es un isornorfismo de Z+ en N, es decir, ambos con untos son 
indistinguibles algebraicamente y pueden identificarse. 

9.12. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO 

9.12.1. Función valor absoluto 

Es la aplicación 

f: Z -* Z — Z" definida por 

f x ü x > Q 
1*1 = / ( * ) = < . ^ „ 

l—x si x < 0 

Su representación está dada por los puntos de coordenadas enteras de las bisectrices 
del primero y segundo cuadrantes 

i 

- 3 - 1 



'i.íl.l. Propiedades del valor absoluto 

I) Todo entero está comprendido entre su valor absoluto y el opuesto de éste. 

- | x ! « x < | x ! 

Se presentan tres casos 

a) x = 0 => — | x | = x = l x | 

b ) x > 0 = * - | x | < x = I x l 

• c) x < 0 =>-\x\~x< \x\ 

I I ) Ixj < a =» - a <x < a 

En efecto 
Por l ) 
x < 1 x i 
Por hipótesis 
I x K a 
Por transitividad resulta 
x<a (1) 

Multiplicando los dos miembros de la hipótesis por — 1 

- | x i > - « 

PorI ) 
— |x¡ < x 

Entonces, por transitividad 

- a « x (2) 

De (1) y (2) resulta 

— s < x < a 

I I I ) —a <x < a => x | < a 
Si x > 0, entonces por definición de valor absoluto y por hipótesis 

| x ! = x < a (1) 

Si x < 0, por definición de valor absoluto, y multiplicando por — 1 los dos 
primeros miembros de la hipótesis 

! x ¡ = - x < a (2) 

En ambos casos, (1) y (2), se tiene 

| x l < a 

IV) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores 
absolutos. 
T-sis) ¡ x + y | < ¡ x l + | y ¡ 

Demostración) Por I) 

- | x | < x < | x | 

- I.v I < y < l y I 

Sumando se tiene 

- ( ¡ x | + I y l ) < x + y < | x | + | y ¡ 

Por I I I ) resulta 

| x + y | < |x | + ¡y 1 

V) Ei vaior absoluto de un produciu es igual al product» dt los valores absolutos de 

los factores. . . , , , 
| x . y í = [x 1. | y 1 

La demostración queda como ejercicio, y basta aplicar la definición de valor 
absoluto a los casos que se presentan. > 

9.13. ALGORITMO DE LA DIVISION ENTERA 

Teorema. Dados dos enteros a y 6, siendo b > 0, existen dos enteros q y r. llamados 

cociente y resto, que verifican 

i ) a = bq - i - r 

i i ) 0<r<b 

Demostración) 
Como b es un entero positivo, se tiene b > 1 ( 1 ) . 
Multiplicando (1) por — | a i 

— (a | b < — | a | 

Por 9.12.2.1) 

, — | a j < a 

De estas dos relaciones se deduce. 

— i a | b < a 

En consecuencia 

a - [ - | a ¡ . 6 ] > 0 . (2) • 

Sea C el conjunto de todos los enteros no negativos del tipo a — xb, con x e Z. De 
acuerdo con (2), para x = - I a i, se tiene 

a~xb=a-[-\a\ b]>0 

y en consecuencia C es no vacio. 



Por el principio de buena ordenación existe en C un elemento mínimo/ - , para cierto 

valor q, de x. Es decir, existen q y r tales que 

a — bq = r > 0 

Entonces existen dos enteros, q y r que satisfacen 

a-=bq+r A 0 « r (3) 

Falta probar que r<b. Suponemos r > b; en este caso 

r ~ b >'0 =»• a - bq - b > 0 =*• a - b la + 1) > 0 

. - f e í í + i i f C (4) 

Y como 

a—bq—a — bq A É > 0 => J — 6 (.<? + I) < a — bq = r (5) 

De (4) y (5) se infiere que C admite un elemento menor que el mínimo, lo que es 
absurdo. Fntonces es r < b (5). 

Las proposiciones (3) y (5) constituyen la tesis del teorema. 
Queda como ejercicio la demostración de que los enteros q y r, a que se refiere ei 

teorema, son únicos. 

9.14. ALGORITMO DE EUCLIDES 

9.14.1. Máximo común divisor en Z 

El máximo común divisor positivo de dos enteros a y b. no simultáneamente nulos, 
será denotado por 

d = ai\b = m.c,d(a,b) 

Para el máximo común divisor rige la definición 9.7.1. 
Se tiene 

3 A o * — 3 "» 0 » 3 

9.14.2. Propiedad. El máximo común divisor positivo de a y b, siendo b > 0, se 
identifica con el máximo común divisor positivo entre b y el resto de la división de a 
por b. 

Sean 

A = ( x e Z / x | a A x\b) 

y . 

B = { x e Z / x | f t A x | r j 

Siendo 

a = bq+rfiO<r<b 

La propiedad queda satisfecha si demostramos que A = B. 
Sea entonces 

x e A => x | a A x \ b => x I a A X | b A X I bq => 

=» x 1 b A x 1 a — bq => x ¡ b A X | r => 

=* x e B 

Luego A C B < 1) 
Sea ahora 

x e B =» x 1 b -'• x\r •=> x]bq * x \r A x : 6 => 

=> x \bq -i- r A x ¡ ¿> => x i a A x ¡ ¿> => 

=> x e A / 

Es decir. B C A (2) 
De ( i ) y 12 > resuita A = B. 

9.14.3. Determinación del m.c.d. por el algoritmo de Euclides 

Sean los enteros a y b, con b > 0. Por el algoritmo de la división existen q¡ y r t , 
tales que 

a-bqx +r, A ()<>-, < Z> 
Por 9.14.2. se tiene ar - b~b .*• r , . Si r, = 0. entonces a ¿ — 6. 
Suponemos que r, > 0, y que se llega a un resto nulo al cabo de n + 1 etapas, en 

cada una de las cuales se divide el divisor por el resto. Se tiene 

b = r{q2 +r-¡ A Q<r2<rt 

' i =r;q¡ +r3 A 0<r¡ <r-_ 

r . r i7 , t 

De acuerdo con las relaciones de la derecha podemos escribir 

Q<r„ <rn_i<rn^2< • • • <r3 <ri <ri < b 

donde los sucesivos restos disminuyen y son enteros no negativos. Por consiguiente se 
llega a un resto nulo, que aquí hemos supuesto r„+ x. 

Teniendo en cuenta9.14.2. resulta 

a A h=b A /• ,=/• , A r2 - • • . = ' " „_ i A rn -r„ A 0=/- , , 
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Es decir, el máximo común divisor positivo de dos enteros no simultáneamente 
nulos, es igual al último resto no nulo que se obtiene por la aplicación del algoritmo de 
í rdulos. 

ti esquema de las divisiones sucesivas es 

q.1 <?3 <7*+i 

a b rn—l 

*\ -r3 rn 
0 

Ejemplo 9-7. 

i ) El cociente y resto de la división de — 7 por 3 son — 3 y 2 

l _ L _ 
2 - 3 

i i ) Si el divisor es negativo, el cociente y resto satisfacen 

a—bq+r 

Q<r<;b! 

Así 

i i i) El m.c.d. de 6060 y 66 por divisiones sucesivas se obtiene así 

91 1 4 

6060 66 54 12 6 

120 
54 

12 6 0 

Luego 

6060 A 66 = 6 

9-15. NUMEROS PRIMOS 

Como ( Z , + , . ) es un dominio de integridad principal trasladamos a este caso la 
eort'a desarrollada en 9.7. 

9.15.1. Enteros primos o irreducibles 

definición 

El entero no nulo p ± 1 es primo si y sólo si los únicos divisores que admite 

son + 1,— l.p y ~r-
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Definición 

Dos enteros son coprimos si y sólo si su máximo común divisor positivo es igual 
a 1. 

Ejemplo 9-8. 

i ) Si un número primo es divisor de un producto de dos factores, entonces es 
divisor de uno de ellos. 
Está demostrado en 9.7.7. 

ii) Si ¡m número es divisor de un producto de dos factores, y primo con uno de 
ellos, entonces es divisor del otro. 

c ¡ab A a y c coprimos => cs, b 

Demostración) 
Como a y c son coprimos, se tiene a • c = 1. ' 
Por 9.7.5. 

1 = sa + f c => 

=* b = sab 4- tcb =» b — sqc + tbc =» 

=> b = (sq + fb! c =» c \ b 

iii) Si dos enteros coprimos son divisores de un tercero, entonces su producto es 
divisor de éste. 

Hipótesis) a i n 

b. n 

a -\ b = 1 

Tesis) a b \ n 
Demostración) 

Como 

a i M = » / I = a x (1) 

*- b!n =* b\ax 

y siendo ay b coprimos. por i i ) resulta 

b\x =>x = by (2) 

D e ( l ) y ( 2 ) 

n = a iby) = (ab) y 

O sea ab\tt 



9..Í5.2. Factoiización en Z 

Teorema. Todo entero mayor que 1 puede descomponerse en el producto de 1 por 
factores primos positivos. Salvo el orden en que se consideren los factores, esta 
descomposición es única. 

Hacemos uso del segundo principio de inducción completa, cuya demostración se 
pide como ejercicio. Este principio establece 

Si Vh<tr: P(h) =» P(w) , entonces P(n)esV t V « e N. 
Consideremos ahora la proposición 

P (a) : "El ;ntero a > 1 puede descomponerse en un producto de factores primos 

positivos". 
Suponemos que P (h) ?s V para todo h<a í I ) 
Debemos probar que P ia) es V. 
Si a es primo, nada hay que demostrar. 
Si a no es primo, entonces 

a = be con b<a ,\ c<a 

Por ( I ) , P ib) y P (c) son proposiciones verdaderas, y por ¡o tanto 

r s 
b - ir p\ "v c = TT p", siendo p¡ v p" enteros primos positivos. 

< = i i = i 

Luego a = b c = TT P¡, donde n = r + s. 
i = i 

Entonces: P(a) es V. 
Tal descomposición, salvo el orden de ios factores, es única. Si existieran dos 

descomposiciones se tendría 

a - p l p 2 . . . p n = q i q 2 . . . q m 

Como p¡ es primo y px \a, por 9.7.7.. se tiene px\q¡\ en consecuencia, px =q¡, ya 
que son primos positivos. 

Por ley cancelativa y conmutatividad 

Pa i?3 • •. pn = <Í, q¡ • • • <4¡n 

.¿V'::.I)-;JS de ordenar <¡ .segundo miembro para que</¿ sea el primer factor. 
Reiteramos si proceso hasta agotar ios factores primos de un miembro, en cuyo 

caso quedan agotados ios del otro. Entonces m s « y la descomposición es única. 

9.15.3. Teorema de Euclides. Existen infinitos números primos positivos. 

Hipótesis) S = {Pi/pj es primo A p, > 0 } 

Tesis) S es infinito. 
Demostración) 

Suponemos que S es finito. Entonces 

S = { p i ,p2 P„} 

Sea . 
i + i 

Por 9.15.2. 3 p} e S I p¡ \a 
Si p¡ ~ a, entonces existiría un número primo mayor que todo p¡. lo que es 

absurdo. 

Sea 

Luego 

y como 

se tiene 

Pj -Pa •*> a-p,. m m > i 

Pj. m -i i Pi\— 1 

* Pi — Pj • q • siendo q = 7T p¡ 

Pi m -p,q = 1 

O sea 
Pi (m-q)=\ => p¡ 11 =» p,- = ± 1 , 

lo que también es absurdo. 

9.16. EL CUERPO DE LOS RACIONALES 

9.16.1. Relación de equivalencia en Z X Z* 

Sea Z* = Z — •' 01 ef conjunto de ¡os enteros no nulos. Consideramos 

T y 7* = •' <;? , h}. :í e 2 ' b?Z*:'' 

Es decir, la totalidad de los pares ordenados de enteros de segunda componente no 

nula. 
En Z X Z* definimos la siguiente relación 

ia , b) - ia' , b') <=• ab' = ba' (1) 

Esta relación es de equivalencia, pues verifica 

i ) Reflexividad. 

ia , b) e Z X Z* => ab = ba =» (a , b) - ia , b) 
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i i ) Simetría. 

(a ,b)~ (a', b') =» ab' = ba' =* a'b = b'a => ( a ' , ¿>') ~ (a , b) 

iii) Transitividad. 

(a , b) ~ (a', 6 ' ) A (a', b') ~ (a" , b") =» (a , b) ~ (a" , b") 

Se cumple trivialmente si alguna de las primeras componentes es 0. 
Sía el caso en que ninguna es 0. Por (1), y ley cancelativa después de multiplicar, se 

tiene 

(a , b) - (a' , b') A (a' , b') ~ (a" . b") =» ab' = 6a' A a'&" = b'a" =» 

=» ab'i'b"= b¿'#'a" ab" = ba" (a ,b)~ (a" , b") 

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una partición de 
Z ,< Z* en clases de equivalencia, cada una de las cuales se llama número racional. 

La clase de equivalencia de un elemento genérico (a , b) es 

K M = ( ( x , v ) e Z X Z « / (x,y)~(a.b)} 

Se tiene 

(x , y) ~ (a , b) =* bx - ay 

En particular 

K ( ] > 2 ) = { ( x , y ) e Z X Z * / , v = 2 x ) = { ( x , 2 x ) , ' x e Z * } 

donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resulta 

K ( i . 2 ) = { - - - ' ( - 2 , - 4 ) , ( - l , - 2 ) , ( - l , - 2 ) , 0 , 2 ) , ( 2 , 4 ) , ( 3 . 6 ) , . . . } 

Análogamente 

K ( o , 1 ) = { ( ° ^ ) / > ' e Z * } 

Es decir 

K ( 0 , i ) = { / - - ' ( 0 , - 2 ) , ( 0 , - 1 ) , ( 0 , 1 ) , ( 0 , 2 ) , ( 0 , 3 ) , . . . } 

Es claro que, dado un elemento de ZXZ*, sus equivalentes se obtienen multipli-

..ÍUJO ambas componentes por todos los enteros distintos de cero. 

La representación de las clases de equivalencia es la siguiente 
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Un conjunto de índices está dado por la totalidad de los pares (p ,q)de elementos 
coprimos, tales que p eZ y q e Z + . 

Definición 

Número racional es toda clase determinada por la relación de equivalencia 
definida e n Z X Z*. 

Conjunto de los números racionales es el cociente de Z X Z* por la relación de 
equivalencia 

Q = Z X Z * 



Para denotar los números racionales, es decir, las clases K ( p g) de acuerdo con la 

definición del conjunto de índices, se escribe ~ . 

9.16.2. Operaciones en Z X Z* y compatibilidad. 

En Z X Z* definimos la adición y multiplicación mediante 

1. (a , b) + (a', b") — (ab' + ba', bb') 

2. la , * ) . ia". b') = ta?", bb') 

Es simple k verificación de que estas leyes de composición interna en Z X Z* son 

asociativas, conmutativas, y la segunda distributiva respecto de la primera. 

Por otra pme, la relación de equivalencia definida en 9.16.1. es compatible con la 

adición y multiplicación en Z X Z*. En efecto 

i ) Por la definición de la relación de equivalencia en Z X Z* 

(a b)~(c,d) A ia",b")~(c\d') => ad- be \ a'd'- b'c' 

Multiplicando estas igualdades por b'd' y bd, respectivamente, tenemos 

adb'd'= bcb'd' A a'd'bd - b'c'bd 

Sumando 
adb'd' + a'd'bd — bcb'd' + b'c'bd 

Por distributividad en (Z , + , . ) 

lab' + ba') dd' = (cd' + de') bb' 

Por definición de la relación de equivalencia en ZXZ* 

(ab' + ba" .bb') ~~' led' + ¡fe". dd "> 

Por definición !.. de adición en Z X Z * 

ia. b)+{a\b")-(c,J)+(t', d') 

Lo que prueba la compatibilidad de la relación de equivalencia respecto de la 
adición en Z X Z* 

ii ) Aplicando la definición (1) de 9.16.1., la conmutatividad y asociatividad del 

producto en Z. nuevamente ( 1 ) y la definición de producto en Z X Z * , 
resulta 

(a,b)~(a',b') A (c , d) ~(c', d') 

ab'=ba' A cd' = de' 

a 
ab'cd' = ba 'de' 

* 
(ac) (b'd') = (bd) (a'c') 

(ac, bd)~-(a'c', b'd') 

ia . b) Ac. d) ~ ta *, b').(c'. d'\ 

Es decir, vale la compatibilidad de ^ respecto del producto en Z X Z*. 

9.16.3. Leyes inducidas en Q 

Dado que la relación de equivalencia 9.16.1 es compatible con las leyes de 
composición interna definidas en Z X Z*. de acuerdo con el teorema fundamental de 
compatibilidad, existen en el conjunto cociente Q dos leyes de composición interna 
inducidas, llamadas suma y producto de racionales, únicas, tales que la aplicación 
canón ica / : Z X Z * -»Q es un morfismo que preserva las propiedades. 

La realización de la adición y multiplicación en Q es la siguiente: 

( - - § - ) + f = K c - a . 3 ) + K < 6 . 6 > = / ( - 2 , 3 ) + / ( 5 , 6 ) = 

= / [ ( - 2 , 3 ) + ( S . 6 ) ] - / ( 3 . 18) = / ( l ,6) = K ( 1 , 6 ) = - ~ 

( ~ - y J • . - § - = / ( - 2 , 3 ) . / ( 5 , 6 ) = / l ( - 2 , 3 ) . ( 5 ,6)1 = 

= / ( - 10 , 18) = / C " 5 , 9 ) = -

• 

áe acuerdo con. la definición de aplicación canónica, el homomorfismo y las 
detlnkíones de adición y multiplicación en 2 X £* . 

Por ei mismo teorema íundamentai, I»s operaciones inducidas en Q son con­
mutativas y asociativas. Además, la multiplicación es distributiva respecto de la 
adición. 

Investigamos la existencia de elemento neutro para la adición en Q. Se trata de 

determinar, si existe, K í x . y > tal que cualquiera que sea K f o b ) se verifique 

K(o,t i ) + K ( : c j , ) = K ( a 6 ) 

Por definición de aplicación canónica 

f(a,b)+f(x,y)=f(a,b) 



Por ser/un homomorfismo 

fl(a.b) + (x,y)]=fQi.b) 

Por adición en Z X Z* 

f\ay + bx, by)=f(a, b) 

Por definición de aplicación canónica 

(ay + bx , by) ~(a.b) 

Por 9.16.1. 
•íhv + h>- Y = nhv 

Cancelando en (Z . +) se tiene b2 x = 0. y como b * 0 resulta x - 0, y en 
consecuencia neutro para la adición en Q. es 

K - A 

Inverso aditivo u opuesto de K < 0 ¡,, es K ( _ a - 6 , ya que 

K , 0 . 6 ) + K ( _ o ! l ) =/ ' (a . ¿>) + / ( - « . ¿) = 

= f[(a ,b)+[-a. b)\ = f(ab - ab, bb) = 

= / ( 0 , 6 6 ) = / ( 0 , l ) = K ( O . 1 > = y -

Concluimos asi que (Q , +) es un grupo abeliano. 

Con relación a la multiplicación en Q. ya hemos visto que es una ley de 
composición interna asociativa y conmutativa. Existe elemento identidad o unidad: 

K< i . i ) = ~j" y todo racional no nulo K.fa b) admite inverso multiplicativo o 

reciproco K ( i o ) : la comprobación queda como ejercicio. 
Entonces <Q — (o) , . ) es grupo abeliano. 
Teniendo en cuenta, además, la distributividad de la multiplicación respecto de la 

adición, resulta 

(Q , + , . ) el cuerpo de los números racionales. 

9.17. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE Q EN Z 

Con Q, denotamos el conjunto de los racionales de denominador 1, es decir, todas 

las clases del t i p o K ( ( J / l ) - , dondeae Z. 

Es fácil comprobar que la aplicación 

/ : Q i ^ Z 

que asigna a cada elemento de Q,, el numerador, es un morfismo biyectivo respecte de 
la adición y multiplicación. 

Esto significa que los conjuntos Q( y Z son isomorfos y, en consecuencia, 
identificables algebraicamente. 

En virtud del isomorfismo escribimos — = a. 

9.18. RELACION DE ORDEN EN Q 

9.18.1. Concepto 

De acuerdo con la elección del conjunto de índices hecha en 9.16.1.. todo racional 
puede representarse como una fracción de denominador positivo. 

Definimos en Q la relación < mediante 

< --, oxv'<vx' (1) 
v v 

Es claro que 

0 < - ^ - ** Q<x *> xy>0. 

La relación (1) satisface las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva: además 
es total. En consecuencia (1) caracteriza un orden amplio y total en Q. 

La relación < es compatible con la adición y multiplicación en Q, en el sentido 
siguiente 

• \ 3 ^ a ' a . i .
 c

 <-
 a' J . C 

1 > J T' T ~d T' ~d 
... a ^ a' c . n _ a c ^ a' c 

La justificación de estas proposiciones se deja a cargo del lector. Además 

• ~ > 0 ~ 0 < A 4 - ^ 0 d d d 
Resulta entonces que la terna (Q , + , ,) es un cuerpo ordenado por la relación «S. 

En consecuencia, son válidas las propiedades de los anillos ordenados demostradas en 
9.8.2. 

9.18.2. Densidad de Q 

Definición 

(Relación de menor) 



Definición 

Un cuerpo K es denso respecto de la relación < si y sólo si 

x <y *» 3 z e K / x < ¿ <y 

Propiedad. El conjunto Q es denso con la relación <. 

Se trata de probar que entre dos racionales distintos existe otro. Para esto demostra­
mos que, sumaido los numeradores y denominadores de dos racionales distintos, se 
obtiene otro comprendido entre los mismos. 
Hipótesis) _„ 

Tesis) 

Demostración) 

a ^ a_+ c_ ^ c_ 
b x b i-d d 

< Por hipótesis 

ad<bc Pon 1) de 0.18.1 

ad + ab < be + ab A ad + cd < be + cd Por compatibilidad en (Z , + ,. ) 

a (6 +d)<b (a + c) A (a + c)d<(b + d) C Por distributividad en (Z , + , . ) 

* 

£ < 2L±£ . A 4 ± i _ < 4 Por ( 1 ) de 9.18.1 
b ¡> -rú b +d d 

a 

4- < ü , + C , < - V - P ° r transitividad 
b b +d d 

Ejemplo 9-9, 

Uns consecuencia inmediata de la propiedad anterior, es decir, de la densidad de Q, 
es que entre los racionales distintos se pueden intercalar infinitos si si orden está 
dado por la reheión < 

Es claro también que no existen dos racionales consecutivos. 

Podemos aplicar reiteradamente el teorema anterior en los siguientes casos: 

1 2 

i ) Proponer cuatro racionales entre — y — . 

Resulta 

1 3 5 7 9 2 
5 8 11 14 17 3 

Otra intercalación es 

JL < ± < ± < A < A < 
5 13 8 19 11 

3 3 
ii) Idem entre —— y — 

Se tiene 

3 4 1 

4 < - -T < - i < 4 < 0 < 

9 19. NUMERABILIDAD DE Q 

En 6.2. hemos introducido el concepto de coordinabilidad o equipotencia entre 
conjuntos. De acuerdo con 6.3.2. sabemos que'un conjunto es numerable si y sólo si es 
coordinabie a N. En el ejemplo 6-1 hemos demostrado que Z es numerable. Nos 
interesa llegar ahora a la conclusión de que Q también es un conjunto numerable. Con 
este propósito enunciamos a continuación las siguientes propiedades que se proponen 
como ejercicios en los Trabajos Prácticos VI y ¡X. 

I) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable. 

A ~ N A M es infinito A M C A =» M es numerable 

I I ) La unión de un número finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a dos, es 
numerable 

n 
A¡ N A ieln A A,-HAy = ií> si /=¡fc/ «* 2 A¡ es numerable. 

¿=i 

I I I ) La unión de toda familia numerable de conjuntos finitos, disjuntos dos a dos es 
numerable. 

oo 
A, ~ l¿. \ A, n A, = é si i *j => 2 Aj es numerable. 

' .: i 

\\ i La utiión ae toda fainiua numerable de conjunto;» aumentóles, üisjunioi dos s. 
dos. es numerable. 

oo 
A,- ~ N A A , r ¡ A , = á si ipj =» 2 A¡ es numerable. 

1=1 

Con estos elementos de juicio vamos a demostrar que Q es numerable, en las 

siguientes etapas 

i ) Q+ es numerable. 

Demostración) 



Ŝ a la sucesión de conjuntos 

A, = | - y - / /¡eNj> con ZeN 

Cada A¡ es coordinable a N y en consecuencia es numerable. Por ejemplo 

De acuerdo con IV) resulta numerable el conjunto £ A, 

Ai prescindir de las fracciones reducibies resuiía ei subconjufltú Q*. que es 
Tjm<;rible por ! ) . ya que consiste en un subconjunto infinito de un conjunto 
numerable. 

ii) Q" es numerable, por ser coordinable a Q*. 

iii) Q es numerable. 

En efecto, si denotamos con + la unión en el caso disjunto, tenemos 

Q=Q* + Q'+{o} 

Y teniendo en cuenta II y el ejemplo 2-6 resulta la numerabüidad de Q. 
Sota 

Los conjuntos numéricos infinitos tratados con cierto detalle hasta ahora, a saber: 
N, Z, enteros pares, enteros impares, enteros primos, y Q, son todos numerables, es 

iecir. "'tienen el mismo número de elementos". Pero no todo conjunto infinito es 
coordinable a N; en efecto, esta "tradición"' no se mantiene en el caso de los números 
reales, conjunto que estudiaremos en el capítulo 10, donde llegaremos a la conclusión 
de que R es no numerable. 

TRABAJO PRACTICO IX 

9-10. En 1} se definen la adición y la multiplicación mediante 

(x ,y) + [x' , v ' ) = ( Y + x'. v + v ' ) 

(x . y ) . íx' ,y") = (xx' , 0 ) 

Verificar que ( Z 2 , + , . ) es un anillo y clasificarlo. 

9-1 i. Si (A , +) es un grupo abeliano, y se define 

,: A2 ~* A tal que a. b = 0 , entonces (A . + ,. ) es un anillo. 

9-12. En Z2 se consideran la suma habitual de pares ordenados y el producto definido 

p o r (a ,b).(a' ,b') = (aa' ,ab' + ba') 

Comprobar que (Z 2 , + , . ) es un anillo conmutativo con identidad. 

9-13. Sea A = {x e R / x = a + b \f2 A a e Z A b ez \ . Comprobar que A es un 

anillo conmutativo y con unidad con la suma y el producto ordinarios de 
números reales. Investigar si admite divisores de cero. 

9-14. Con relación al anillo del ejercicio anterior, verificar que 
/ : A -*• A tal que / (a + b s/2) - a - b s/~2 

es un isomorfismo de A en A, respecto de la adición y de la multiplicación, 

9-15. En A = i 0 . 1 , 2,, 3*} se definen la adición y multiplicación mediante las tablas 

+ 0 1 2 3 0 1 2 3 

0 0 1 i i. 3 0 0 0 0 0 

1 1 0 3 2 I 0 1 2 3 

2 3 0 1 2 0 0 0 0 

3 3 2 1 0 3 0 1 2 3 

Comprobar que (A , + , . ) es un anillo no conmutativo y sin identidad. 

9-/6. Demostrar que la intersección de dos subanillos del anillo (A , + , .) es un 

subanillo. 



9-17, Por definición, el elemento x del anillo A es nilpotente si y sólo si existe n e N tal 
que x" - x. x . .. x — 0. Demostrar que el único elemento nilpotente de todo 
dominio de integridad es 0. 

9-18. Demostrar que dos enteros son congruentes módulo « si y sólo si admiten el 
mismo resto al dividirlos por n. 

9-19. Demostrar que en todo anillo ordenado se verifica 

i ) a< b =» -b < -a 

i i ) se A =» 0<a2 

9-20. Sea el arillo ordenado (Z , + , . ) . Demostrar 

i ) j.r - _ V | > Í.V! ~ i v ? 

ü ) ¡ i i ¡ - l . v l | < | j c + y l 

iii) .r¡y A y^0^\x\<\y\ 

9-21. Sea A un anillo. Demostrar que I = ^ x € A ,' tve = 0 A n g Z J es un ideal de A. 

9-22. Demostiar que todo anillo de división carece de ideales propios no triviales. 

9-23. En R4 s: consideran la suma ordinaria de cuaternas ordenadas y la multiplicación 
definida por 

O i , a 2 ,a3 ,a4).(bi ,b2 ,b3 , b 4 ) = (>i ,c2 ,c3 , c 4 ) siendo 

Ci = aíbl - a2b2 - a3b3 - a 4 & 4 

c2 = a¡¿2 +a2b¡ + a 3i> 4 - a„b3 

c3 = a,¿>3 +a 3 6, +aAb2 - a3¿»4 

c4 = a\bi, + a 4 ¿ i +a2b3 — a3b2 

Verificar que R4 es un anillo de división no conmutativo, con identidad 
(1 ,0 ,0 .0 ) . Se trata del anillo de división de los cuatemiones. 
En algunos textos se considera la existencia de cuerpos no conmutativos, y en 
consecuencia se había deí cuerpo de ios cuatemiones. 

9-24. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en ( Z 5 . + . . ) 

! 2JC + T V = 2 

\ 1x + 4 y = 3 

9-25. Demostrar que si dos enteros coprimos son divisores de un tercero, entonces su 
producto también lo es. 

9-26. Demostrar en (Z , + , . ) 

mcd(a,b)=d A a |C A b\c=>ab\cd 

9-27. Expresando todo entero positivo en la forma n = 10 d + u, donde u denota la 
cifra de las unidades y d el número de decenas, demostrar los siguientes criterios 
de divisibilidad 

i ) 2 1 u => 2 | n 

i i ) 3\d + u =*3\n 

iii) 11 I d - u =» 11 | n 

9-28. Determinar el m.c.d. positivo por divisiones sucesivas, en los siguientes casos 

i ) 10324 y 146 ii i) 2!. 3423 

ti I 1 560 . - ¡25 ..vi 215.15. 325 

9-29. En el anillo ordenado de los enteros se verifica 

a i b A i b [ < a => b = 0 

9-30. Demostrar que el cociente y el resto de la división entera son únicos. 

9-31. Expresar el m.c.d. positivo de los enteros a y o como una combinación lineal 
adecuada de los mismos, sabiendo que se identifica con r2. 

9-32. Por definición, el entero m es un mínimo común múltiplo de a y b si y sólo si 

i ) a j m A b\ m 

i i ) a | YYI A 6| m' => m\m' 

Si a y b son enteros positivos y d y m denotan respectivamente el m.c.d. y el 

m.c.m. positivos, entonces se verifica d. m = a. b. 

9-33. Demostrar que si a y b son enteros congruentes módulo n, entonces a* es 
congruente a bk para todo k e Z*. 

9-34. Demostrar que ( R ' " 1 " , 4- , . ) es un anillo. 

9-35. Demostrar el segundo principio de inducción completa citado en 9.15.2. 

9-36. Demostrar que si ac es congruente con be módulo n, y c es coprímo con n, 
entonces a es congruente con b módulo n. 

W 7 . Sea » un entero positivo Por definición, el conjunto . a%, a: a» 1 es ana 

clase completa de residuos módulo n SÍ y sólo si cada elemento pertenece a una 
clase de equivalencia determinada por la congruencia módulo n en Z. 
Asi, los enteros - 3. 5 y 7 constituyen una clase completa de residuos módulo 3, 
pues - 3 e~Q, 5 € 2 y 7 e 1. 
Demostrar 

i } n enteros constituyen una clase completa de residuos módulo n si y sólo si 
dos elementos distintos cualesquiera no son congruentes módulo n. 

i i ) S i a y n son coprimos y ( a i , a j , . . . , a„\ es una clase completa de 



residuos módulo n, entonces | a a i , a a 2 , . . . , aan~j es una clase completa 

de residuos módulo n. 

9-38. Demostrar el siguiente teorema de Fermat: si el entero primo p no es divisor de 
a eZ, entonces ¡r"""1 es congruente con 1 módulop, 

9-39. Sean los enteros a, b y n, tales que n eZ* y a y n son coprimos. Demostrar 

i ) La ecuación de congruencia ax = b (mód n) tiene solución. 

i i ) Dos enteros son soluciones de la ecuación si y sólo si son congruentes 
módulo n. . 

i i i ) Si n es primo, entonces x = a" ~2 b es solución. 

9-40. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias 

i ) 3 x = 7 (mód 4) 

i i ) x - 6 = 0 (mód 12) 

i i i ) - 2 x = i : (mód 11) 

9-41. Sea (K , + , . ) un cuerpo. Si b ¥= 0, entonces ab'x = ~ , Demostrar 
o 

_£_,_£_ ad + bc 
' ' 6 tí ~ 

i i ) — .£. = _ * L 
6 ' rf ¿tf 

iii) b d b d a - b c - d 

9-J2. Demostrar que la intersección de dos subcuerpos de K es un subcuerpo. 

9-43. Sea (Q . + . . ) el cuerpo ordenado de los racionales. Demostrar 

n e N A xeQ+ A yeQ* => xn + y"> (* + y ) " 

9-44. El símbolo Q ( v ^ ) denota el subconjunto de números reales del tipo a+b s/í, 
siendo ay b números racionales. Investigar si (Q (V3) , + , . ) es un cuerpo. 

9-45. Sean (K , 4- , . ) un cuerpo y n un entero positivo. Se definen 

0 . e = 0 

1 . e = e 

n. e = e + e+ . . . +e si n> 1 
donde e es la unidad del cuerpo. 
Demostrar 

i ) (nx) (my) = (mn) (xy) donde n y m son naturales y x e y son elementos 
deK. 

i i ) (ne) (me) = (nm) e 

9-46. Por definición, el menot entero positivo p que satisface pe = 0 se llama 
característica del cuerpo. Demostrar 

i ) Si p es la característica de (K , + , .), entonces se verifica px = 0 

cualquiera que sea x € K. 

i i ) p es primo. 

9-47. Si p es la característica del cuerpo K, entonces se verifica: 

(x+y)p^xp + f 

9-48. Sea (K , + , .) un cuerpo ordenado. Por definición, K es completo si y sólo si 
todo subconjunto no vacío y acotado de K tiene supremo. 
Por otra parte se dice que K es arquimediano si y sólo si 

0 < x < > - = * 3 . r e N / nx&y 
Verificar que Q no es completo y sí es arquimediano. 

9-49. Demostrar 

i ) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable, 

i i ) La unión de un número finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a 

dos, es numerable. 

9-50. Demostrar 

i ) La unión de toda familia numerable de conjuntos finitos disjuntos dos a 

dos, es numerable. 

i i ) La unión de toda familia numerable de conjuntos numerables, disjuntos 

dos a dos, es numerable. 



Capítulo 10 

NUMEROS REALES 

10.1. INTRODUCCION 

De acuerdo con el método genérico empleado hasta ahora, se estudia en este capí­
tulo el número real siguiendo dos vías alternativas: los encajes de intervalos cerrados 
racionales, y las cortaduras de Dedekind; se mencionan, además, los pares de 
sucesiones monótonas contiguas de racionales. Se llega a establecer que (R , + , . ) es un 
cuerpo ordenado y completo. Asimismo, se encaran con cierto detalle la potenciación 
y la logaritmadón en R. Se demuestra, finalmente, que R es no numerable. 

10.2. EL NUMERO R E A L 

10.2.1. Ecuaciones sin soluciones en Q 

La medida de la hipotenusa del triángulo rectángulo cuyos catetos miden 1 esV2. 
número que satisface la ecuación 

x J - 2 = 0 (1) 

Demostraremos que si un racional es raíz de (1), entonces dicha raíz es entera. 

En efecto, sea — eQ raíz de í I ) , y p y q coprimos. q . . . . . . 

Entonces 
i 

J L - — 2 = 0 => p 2 - 2 q1 - 0 =* p2 ~ 2 q2 =» q2 \ p2 

Q 

Ahora bien 

q I q2 A q2 1 p2 =» q I p2 =» q 1 p . p 

y siendo p > q coprimos, por 9-8 ii) resulta q I p y en consecuencia q = ± 1, es 

decir — e Z. 
q 

Por consiguiente es válida la implicación contrarrecíproca: si la ecuación (1) no 
admite raíces enteras, entonces dichas raíces no son racionales. 

Precisamente (1) no tiene raíces enteras, pues 

V a e Z : U ¡ < l = * 0 2 ~ 2 < O 

V a e Z : | a ¡ > 2 *»a2 -2>0 

y en consecuencia carece de raíces racionales, es decir, \f~2 ( Q. 
Situaciones de este tipo plantean la necesidad de ampliar el conjunto Q, de modo 

que una parte del nuevo conjunto, que llamaremos R, sea isomorfa a Q. La vía que 
elegimos para este fin es ei método de ios intervalos encajados de racionales, a través de 
los cuales se tiene una representación geométrica de interés intuitivo, y, como 
alternativa, el de las corladuras de Dedekind. 

10.2.2. Encaje de intervalos cerrados racionales 

Definición 

Intervalo cerrado racional de extremos a y b (siendo a < b), es el conjunto 

[a.b]-{xeQ / 

De acuerdo con 9.18.2, el conjunto [a , b] C Q es infinito, porque entre dos 
racionales distintos existe otro, salvo el caso a = b en que el intervalo se llama 
degenerado y se reduce a un único elemento. 

Amplitud del intervalo cerrado [a, b] es el número racional b — a. 
Sucesión de intervalos cerrados racionales es toda función/, con dominio N, y cuyo 

codominio es el conjunto de todos los intervalos cerrados racionales. 

Una tal sucesión queda determinada por el conjunto de las imágenes 

donde f(n) = [a„ ,a'n]CQ 

Ejemplo us-i 

Los cuatro primeros términos de la sucesión cuyo elemento genérico es 

r i • 11 
2— —•. ,2 + — i son los intervalos cerrados racionales 

L i i j 

r, i i F A _ L ] ¡A. . 1 1 T - L ±1 
1 1 L 2 ' 2 J ' L 3 ' 3 J ' L 4 ' 4 J 

y su representación en un sistema de abscisas es 



9_1_ _5_ 
4 3 2 . 3 

e &-
1 3_ 5_ 1_ 

2 3 4 

Esta sucesión es tal que cada intervalo está contenido en el anterior, es decir 

5_ J 
L 3 ' 3 J 

3 - 1 

5 3 
2 

•7 5 

T 
_ _ 

9 7 
4 4 

m.tivo por el cual se dice que es decreciente. 
Además, la correspondiente sucesión de ampíituaes a¡'•— a¡ es convergente a 0, ya 

que 

1 
3 

j _ 
2 

Es decir, a partir de cierto índice, todos los intervalos de la sucesión tienen 
amplitud menor que cualquier número positivo, prefijado arbitrariamente. 

r 1 i*¡ 
La familia [ 2 - , 2 4- — con / e N es un encaje de intervalos cerrados de 

racionales, concepto que precisamos a continuación. 

Definición 

Encaje de intervalos cerrados racionales es toda sucesión de intervalos cerrados 

racionales [a¡, a'¡] C Q, con i e N, que satisface las siguientes condiciones: 

i ) Es decreciente, en el sentido de que cada intervalo contiene al siguiente 

r e N => [ a , ; , a ¡ ] D [ a i + l ,a/+,J 

O bien 

i e N =» I,+ j C I, siendo I¡ = [ a , , a¡] 

i i ) La sucesión de amplitudes es convergente a 0. 

V £ > 0 , 3 n o ( £ ) / n>n0 =*a'n-an<Z 

Es decir, prefijado cualquier número positivo £, es posible determinar un número 
>i0 que depende de £, tal que para todo índice de la sucesión que supere in0 ocurre 
que la amplitud del intervalo correspondiente es menor que E . 

E N C A J E S D E I N T E R V A L O S 

Ejemplo 10-2. 

La sucesión ĵ 2 — , 2 + y- j define un encaje de intervalos, pues 

i ) Es decreciente. Debemos probar /" e N =* c i ¡ . 
En efecto 

, e l , + 1 = > , e r 2 - T ^ r , 2 + 7 i r r ] 

=> 2 - --)-- <r < 2 + — - =» — — < x - -> = — — => 

' + l I + ! 1 +í - 1 + í 

i 1 + 1 i + l i , < Y - - < . =*• 

» : - 4 < . x < 2 + i - » x f r 2 _ 1 2 + i ] ^ 

= * . V Í I ; 

ii) La sucesión de amplitudes es convergente a 0. 
Sea £ > 0 . Hay que determinarlo tal que 

n >n0 =» a'n —an < £ 

Ahora bien 

an - an < £ (2 + - 0 - U - — 1 < £ => 
•i- - f? . 

•? -7 

= » — < £ = > « > — 
" £ 

2 
Ahrmamos que V £ > 0 ,3 «0 ~ tal que 

K > « 0 =¡> a; - an < £ 

En efecto 

£ rt 2 

- ( - 4 ) - 0 - 1 ) < < > * 4 ) - 0 - 4 ) -

=> a; - a„ < £ 

Analizamos algunas cuestiones de nomenclatura en conexión con los encajes de 
intervalos cerrados racionales. 



.Sea [a¡ , c¡] con i e N un encaje de intervalos cerrados racionales. Entonces se 

verifican las condiciones 

i ) I , Zl2 Dl} D . . . O l „ O . . . 

i i ) lím anrpl 1„ - 0 

Los extremos inferiores a¡ de los intervalos del encaje se llaman aproximaciones 

por defecto, > los extremos superiores a¡, aproximaciones por exceso. 

Se verifica que las primeras constituyen una sucesión creciente de racionales. En 

electo, sea / > /. 

Por definición de encaje se nene i, - I, 
y como a¡ e 1¡. resulta a¡ e i , , es decir. a¡ <a,< a\ por la definición de í,. 

Luego 
/ > i =»• a< < Uj 

En consecuencia 

a, « a : « a 3 < . . . <an < . , , 

lo que nos dice que la sucesión de aproximaciones por defecto es creciente. 

Análogamente se prueba el decrecimiento de la sucesión de las aproximaciones por 

exceso 

a\ > a\ > a'-j > . .. > a'„ > . . . 

De modo que un encaje de intervalos cerrados racionales es equivalente a un par de 

sucesiones (fi¡) y <ja/j> de racionales, que verifican 

i ) Condición de monotonía. 

fa¡ ^ es creciente 

i a A es decreciente 

i i ) i e M => a¡ < a¡ 

iiií Coidición de contigüidad. 

Se dice que1 a, }y {a'¡ }constituyen un par de sucesiones monótonas contiguas de 

racionales. 

Si los intervalos son no degenerados, de la condición i ) se deduce que toda 

aproximación por defecto del encaje es menor que cualquier aproximación por exceso. 

Distinguimos tres casos 

1. ' = / =* a¡<a¡ =» ai<a¡ 

2. i < / =* a¡ < a¡ A a¡ < a) =*• a¡ < a/ 

3. / > / = * • a¡<a'i A a'¡ <aj =*• a,;<a'¡ 

Se tiene la siguiente representación geométrica de un encaje de intervalos cerrados 
racionales 

ai a2 a 3 . 

- I 3 -

i. 
La intersección de todos ios intervalos del encaje puede ser vacía o no enQ. En el 

caso de! ejemplo 10-2, se tiene 

En cambio, el encaje asociado a las aproximaciones racionales de \r2 tiene 
intersección vacía en Q 

[ * . . « ; ] = [ ! . 2 ] 

[ Í J . a i ] = [ 1 . 4 , 1 . 5 ] 

[a3,a'3]=[l . 4 1 , 1 . 4 2 ] 

[a4 , a 4 ] = [ l . 4 1 4 , 1 . 4 1 5 ] 

OO 
H [a, . a¡] = -? 
i= i 

10.2.3. Relación de equivalencia en el conjunto de los encajes 
de intervalos cerrados racionales. El número real. 

Sea A el conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales. Cada 

elemento de A es una sucesión decreciente de intervalos encajados, que denotamos con 
ia. .a', i. 

En A se define la relación ~- mediante 

íai • "¡l ~~ [bj . * / ' ] *» a¡ < b'¡ A b¡ sSal Vi Vy ( 1 ) 

Es decir, dos encajes de intervalos cerrados racionales están relacionados si y sólo si 
las aproximaciones por defecto de cada uno no superan a las aproximaciones por 
exceso del otro. 

La relación definida en ( 1 ) es de equivalencia, pues satisface 
I. Reflexividad. 

[a¡ , a •] e A =* a¡ < a • A a, < a¡ => [a¡. a¡] ~ [a, , a¡] 



I I . Simetría. 

t«i • «i] • b¡] "* a ¡ < & ¿ A bJ *' 

=* />/ < a¿ A a¡ < fc/ =» [bj , 6,'] - [a , . a¡] 

I I I . Transitividad. 

[o,. a,'] - p y , A [bj, fy'] ~ [c f e . c i ] » 

=> |a¡ .a,']-[' 'fe . Cftl 

Vrnnstraciónl 
Debemos probar 

Vi . V* : a¡ < c' f c cfc < a*í 

Suponemos que existen dos índices m y n. tales que am > c'„ (2) 

Por hipótesis 

[ a ¡ , a,'] ~ [ 6 / . f»j] =»• V i . V /' •' a¡ < bj =* 

=>\fi:am<b¡ ( 3 ) 

[&j . é / j ~L<rft . f¿ ] =* V; . y k : bi< c'k •» 

Gráficamente la situación es 

i •• 

b¡ * 1 1 * b ¡ 

De (3) y (4) 

\tj:b)>am A b¡<cn 

Restando miembro a miembro 

V/ :b'j-bj>am-c'„ 

y tomando £ < am ~ cj,, resulta 

V/ : b'¡ -bj>Z 

En consecuencia [b¡ , 2>',] no es un encaje, contra la hipótesis. 
De acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una 

partición de A en clases de equivalencia, cada una de las cuales se llama número real. 

Definición 

Número real es toda clase de equivalencia determinada por la relación (1) en el 
conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales. 
Conjunto de los números reales es el cociente de A por la relación de 
equivalencia. 

La notación a = K ¡ a . a t ¡ denota el número real asociado a la clase de equivalencia 

del encaje [a,, afl. 
Un real se llama racional si y sólo si el encaje representativo de su clase tiene 

intersección no vacía. Si tal intersección es vacía, el real se llama irracional. 

Definición 

Número real 0 es ¡a clase de equivalencia de todo encaje cuyas aproximaciones 
por defecto no son positivas, y cuyas aproximaciones por exceso no son 
negativas. > 

r i n 

El encaje j - - , j i . y todos los equivalentes a el, definen el número real 0 

es decir 

0 = K r j _ J 1 

L * 1 ¡ J 

Definición 

Un numera real es positivo si y sólo si todos los encajes de su clase admiten 
alguna aproximación por defecto positiva. 
Un número real es negativo si y sólo si alguna aproximación por exceso de todos 
los encajes de su clase es negativa. 

En símbolos 

a< 0 *»• a = K | J j > f l : ) , 3 a¡ < 0 

a > 0 o o¡ = K| f l i > a;i / 3 a ¡ > 0 

10.3. OPERACIONES EN R 

10.3.1. Operaciones en A 

En el conjunto A, cuyos elementos son todos los encajes de intervalos cerrados 
racionales, definimos las operaciones habituales. 

I . ADICION. 

[a,,a¡] + [b,,b¡]=[a,+bt,a', + b¡) 

La suma de dos encajes se realiza sumando las correspondientes aproximaciones por 
defecto y por exceso. 



Esta defirición satisface las condiciones que caracterizan un encaje de intervalos. En 
efecto 

i ) Monotonía. Por ser [a¡, a¡\ y [b¡, b¡] encajes, se verifica 

a, < a ¡ + , A b¡< bl+1 

Luego 
tí, + b¡<a^i + b¡¥¡ ( i ) 

Análogamente 

Sea ahora 

xe[a^i + , a¿Vi +6 , '+! ! 
¡i ' 

a,+ i + b¡~i <x<a}+i + b¡+ , (3) 

D e ( l ) , (2l y (3) resulta 

a¡ + b¡ <x <a¡ + b¡ 

O sea 
x e [ai + b¡, a¡ + b¡] 

En consecaencia 

[a j + i + bir¡ ,aU\+b¡+l]C [a¡ + b¡,a¡ + b¡ ] 

i i ) Contigüidad. Sea £ > 0. Por ser [a¡, b,\ y [a¡, b¡] encajes, existen n'0 y n'0' 
tales que 

£ 
n'>n'0 =>a'rí-an-< — 

c 

n">n,\" =» hi, -• f>„.. < — 

Para n > w¿ * rríáx { ni , «¿"}se t i e n e 

£ £ 
s; --a, < — y b'n - bn < — 

Sumando 

f a ; + 6 ; ) - ( a n + £ > „ ) < 2 . % = £ 

I I . MULTIPLICACION. El producto de dos encajes queda definido por 

a) lai,ai].[b¡,b¡] = [aib¡,a'¡b¡] si a,->0 y bt>0 , V¡ 

b) [ a / , a / ] . l¿»¡ ,b¡]= [a¡b¡ ,a¡b¡] si a¡>0 y b¡<0 , V,-

c) k , a,' ] . [ é , , b¡] == [*,-, 6/] si ¡b¡, fe/] - [ - - J - , - j - ] 

Procediendo como en el caso I, se prueba que las definiciones II definen encajes de 
intervalos. 

Ejemplo 10 J. 

Determinar la suma y el producto de los siguientes pares de encajes 

3 _ JL 3 + JL1 
10' ' 10 'J ' 

Resulta 

JL c , 1 J_ 1 

10'' ' i + / + 10'J 
Por otra parte, como 

a¡ bi = 6 
10' ; 10' 

a/6/=6 + 4- + 
í 10' i 10' 

se tiene 

Í J . ,a'¡\ [bí b'} -
¡0 ' / 10' JO 1 

1 ; 
•~;?V 

L . í i J 

Se tiene 
i „ . n 
r / J 

[ « » . « / ] + [*».*;] = [ - i - ~ , ~ 1 + y ] 
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Y de acuerdo con II b) el producto es 

[a¡ ,a¡). [b¡ ,b¡]=[a¡bt ,a¡b¡] = 

i 
= [ - 6 - 4 - •1-

-[- 6 
1 

6 + 
5 1 "I 

T~~~F"J 

pues a¡ >0 •> 6," < 0 

iii) Si las aproximaciones por defecto de ambos encajes son negativas, la 
multiplicación se reduce al caso II a) de la siguiente manera 

[a,.a¡\.{b, .b:)^[-a;. a^.l b[. - b,] 

Así 

. 2 + - L 1 J - 3 - 4 - . -
i J L / 

— . 3 - — ,3 + - r ¡ 
/ J L t i J 

= . 6 - — + —? . ó + — 
L. I l I 

Si a partir de cierto índice las aproximaciones por defecto son positivas, el 

problema se reduce a los casos anteriores considerando 

a',].[b,.b:\~laj.aj\.\bj ,b¡\ 

siendo, para i'</', a¡ <0 A a,- >0 A b¡>0 

Si los encajes son, por ejemplo 

l - 3 , : ] . í - 3 + 4 • J L J 2 4 ' 
3 + i . + ± + 5. , 1 

[ 3 - -4- , 3 H — \ - \ , es decir 
/ i i 

e! producto se reali/a i partir de / = 3 aplicando II a). 
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10.3.2. Compatibilidad 

La relación de equivalencia definida en 10.2.3. es compatible con la suma y el 

producto definidos en 10.3.1. Lo demostramos para la adición 

[a¡,a'¡] ~[b¡, b¡] a. <bj A b¡ <a¡ 

[ ct, c¡ ] ~[rfy , £ / / ]=* c, < dj A dj < c/ 

=> a¡ + Ci<bj' + dj A 6y 4-d,-<a¡ + c¡ => 

^ K + - a; + efl ~ [bj + dj , 6/ + d¡] => 
. f »1 • f rl r . j t l i r i , o 

*" l«i "í J •' 1<-'I , C¡ J , » / J T l U j , u ; | 

10.3.3. Operaciones en R 

Por ser la relación de equivalencia 10.2.3. compatible con la adición y la 
multiplicación en A, de acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad, 

existen en el conjunto cociente R sendas leyes de composición interna, llamadas suma 
y producto de reales, únicas, tales que la aplicación canónica /: A - * R , es un 
homomorfismo. Esto nos dice que para operar con dos reales se considera un encaje en 
cada clase de equivalencia, y se opera con éstos en A. Luego se determina la clase 
correspondiente al encaje obtenido. 

La adición en A es asociativa y conmutativa. Estas propiedades se trasfieren a los 
reales con la suma. 

Neutro para la adición es 0 = K ["_ _1_ 11 pues Va = K ¡ 0 ¡ > 0 . j se verifica 

L ¡ * i i 

a + 0 = 0 +a = K | o í i B ; , + Kj-__ , |= 

= / ( [ a , a ; j ) + / ( [ - | , J-1) = 

pues \a¡- j ,di + yj ~ [a¡, a¡] 

Inverso aditivo u opuesto de a = K[ 0 | . i 0 ¡ j es — a = K ( _ a _ 0 . j 

En efecto 

a + ( -a ) = (- a ) + a = K [ a ¡ > a j ? J 4- K ( _ 0 j ' , - a ¡ l = 

= / ( h . a / D + / ( [ - *¡. «,]) = / ( [« i - a¡, «í - a,]) = 

En consecuencia (R , 4-) es grupo abeliano. 

file://b:/~laj.aj/./bj


Por otra parte, el producto en A es asociativo y conmutativo. Estas propiedades son 

válidas en R. Neutro para el producto es 

1 = K | Q , C ! ] tal que a¡>\ A a¡< 1 

Así 1 = K j - j _ i i l t i_j y se tiene 

0 . 1 = 1 - ^ = K i & | , & : , . K ¡ : _ 2 , + n = K i b i . , 6 : , = í 3 

Todo rea! no nulo admite inverso multiplicativo. En efecto, dado 

a — K | 0 l > a í ¡ > 0 con a¡ > 0 

entonces a" ! - K r L j - es el recíproco de a. pues 
[a- < a¡¡ 

a.a'1 = a~l . a = = 1 

Luego (R — < 0 }:, .) es un grupo abeliano. 

Análogamente 'se prueba la distributividad de la multiplicación respecto de la 
adición en R, lo que confiere a la terna (R , + , ) estructura de cuerpo. 

Ejemplo 10-4 

S l a = K [ a ( . a i l < 0 

entonces 

Sea 

a"1 = K 
L JL _ - U 
L a ¡ a ¡ J 

2 / - 1 - l i + l 

Se tiene 

-«¡.-«ii ~ 

v i—aí ' - K ¡ _i j j 
L JÍ- t' i i — i j 

... L _ r . l 1 
LJ,~ I ' 2¡+lJ 

El encaje asociado a esta clase es 

En este caso a = — 2 y a 

- 3 - 3 1 
5 ' 7 j 

2- ' 

10.4. ISOMORF1SMO DE UNA PARTE DE R EN Q 

Sea RQ el conjunto de los números reales definidos por clases de equivalencia 
asociadas a encajes de intervalos con intersección no vacía en Q. La función 

/ : R Q ^ Q 

que asigna a cada elemento de RQ el número racional correspondiente es un morfismo 
biyectivo respecto de la adición y multiplicación, y en consecuencia es un isomorfisrno 
que permite identificar algebraicamente a los conjuntos RQ y Q. 

IOS. CUERPO ORDENADO Y COMPLETO DE LOS NUMEROS REALES 

En R se define la relación < mediante 

a « 0 o 3 7> ,0 / j3 = a + -Y 

Esta definición caracteriza un orden amplio y total en R, compatible con la adición 
y multiplicación, es decir 

i) a < p , = * a + -v<0 + <y 

i i ) a < 0 A 7 > 0 = * c t 7 < £ ¡ 7 ' 

La relación < se define de la siguiente manera 

a<¡3 a</3 A 

En R se verifica la propiedad de Arquímedes 

0 < a < ( 3 « • 3 n e N / 0 < n a 

Por otra parte, R es completo en el sentido de que todo encaje de intervalos reales 
define un único número real, y en consecuencia, todo subconjunto no vacío de 
números reales, acotado superiormente, tiene extremo superior. 

Las condiciones anteriores conducen a la siguiente proposición: el cuerpo (R , + , . ) 
es ordenado, arquimediano y completo. 

10.6. CORTADURAS EN Q 

10.6.1. Concepto 

Introducimos ahora un método alternativo para definir el número real a partir de Q, 
basado en las cortaduras de Dedekánd. 

Definición 

El subconjunto A C Q es una cortadura en Q si y sólo si verifica 
i ) A-£<¡> A A # Q 



ii ) x e A A y<x.~> y e A 

iii) xeA 3 y\eA / x<y 

La condición i ) significa que una cortadura en Q es una parte propia y no vacía de 
Q. Ln iii) queda especificado que A carece de máximo. 

Es claro que toda cortadura en Q caracteriza una partición de Q que denotamos 

mediante {A , A C ) . Los elementos de AC son cotas superiores de A. 

Ejemplo 10-5. 

Los siguientes subconjuntos de Q son cortaduras 

ai A = { * e Q ; x< -j } 

„ m m ± . A - « e , ^ * , , . « * . - P „ , „ e , e „ e „ t » del 

conjunto de las cotas superiores de A. 

b ) A = Q - u ( o ) u { . x e Q " / x 2 < 2 > 

Las condiciones i ) y ii ) se satisfacen obviamente. Comprobamos que A carece de 
r.i:.\;mo utilizando la función de Dedekind 

/ : Q ~* Q definida por 

, x (x2 + 6 ) 
3x¡ + 

x(x2+6) _ x3+6x~3x3-2x 
3x2 +2 3x-+2 

4 v - 2 x 3 2 x ( 2 - x 2 ) 

ii) 

3x2 + 2 3x- +2 

x2 (x2 + 6) 2 _ , = 

( 3 x 2 + 2 ) 2 

x z (x* + 3 6 + 1 2 x 2 ) - 2 ( 9 x A 4 - 4 + 12 x 2 ) 

( 3 x 2 + 2 ) 2 

. t 6 - 6 J C 4 + 12.v2 - 8 í x 2 - 2 ) 3 

(3 x2 + 2 f O + 2 ) ' 

iii) A ño tiene máximo. En efecto, sea 

x > 0 A x e A => x 2 < 2 => x: 2 - 2 < 0 

Siendo v > 0. de acuerdo con i ) y ii ) se tiene que 

>' - x > 0 A y2 - 2 < 0 

Es decir 

3 y e A /y>x 

En consecuencia, A carece de máximo. 
De modo análogo se prueba que B no tiene mínimo. 

10 .6.2. Propiedad. Si A es una cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor 
que todo elemento de A". 

xeA A >• e A c x <y 

En efecto, si fuera y <x, como x e A, entonces por la condición ii ) de la definición 
resultaría v e A, lo que es contradictorio con la hipótesis. 

Ejemplo 10-6. , 

Todo racional a determina una cortadura en Q. definida por 

A = í;c eQ / x<aj 

El número a se llama frontera racional de la cortadura y se identifica con el mínimo 
de A c . En el caso b) del ejemplo 10-5, no existe frontera racional. 

10.6.3. El número real 

En el conjunto de todas las cortaduras en Q se define la siguiente relación de 
equivalencia 

A ~ B o A = B 

Las clases de equivalencia se llaman números reales, y por ser unitarias se las 
identifica con la correspondiente cortadura, es decir 

K = A 
A 

Suele utilizarse la notación KA = a. 
En este sentido podemos decir que número real es toda cortadura en Q. Si la 

cortadura tiene frontera racional queda definido un real racional, y en caso contrario el 
real se llama irracional. La cortadura b) del ejemplo 10-5 define al número irracional 

VT. - -
Los conjuntos de los números reales racionales y de los reales irracionales son, 

respectivamente 
/" 

RQ = < A¡ / A; es cortadura A Af tiene mínimo j> 

U = (A¡ I A¡ es cortadura A A'¡ carece de mínimo) 



La cortadura definida por el número racional 0 es el número real 0 

0 = [ . r e Q / x < o ) 

10.6.4. Relación de orden en R 

Sean A y B las cortaduras correspondientes a los números reales a y 0. 

Definición 

a < 0 *> A C B A 9 * B 

Definición 

El número real a es positivo si y sólo si 0 < a 

Se verifica que la definición anterior determina un orden estricto y total en R. 

10.6.5. Adición en R 

Sean A y B las cortaduras que definen a los números reales a y 0. El conjunto 

C = | a + 6 / « € A A beB) 

es una cortadura en Q. 

En efecto 

i ) Por definición, es C 0 

Además, como existen .v e Ac :. y e B e , por 10.6.2. se tiene 

a<x A b <y => a + b<x -<-y =* x +}' $ C =» ,r -»-y eCe 

Luego Cc <p y en consecuencia C Q 

i i ) Sean 

xeC A _ y < x . Entonces x=a+b/aeA A ¡ J Í B . 

( consideremos . e Q : y = ; +• t. Como y < x se tiene 

z -b < i •*• b *» z<a z e A y resulta >' t C 

iii) x e C => x = a + tales que a e A A 6 e B. Por ser A una cortadura, existe 
2 e A tal que ; > a, y en consecuencia existe y = z + b en C. tal que y >x 

El número real 7 correspondiente a la cortadura C se llama suma de a y (3, y puede 

escribirse 

a¡ + 0 = [a + 6/ a e A A beBJ 

La definición propuesta caracteriza una ley de composición interna en R, asociativa, 
con neutro igual a 0, con inverso aditivo para todo elemento de R, y conmutativa. O 
sea (R , + ,)es grupo abeliano. 

La cortadura correspondiente al opuesto de a es 

B = - A = ^ x e Q / - x es cota superior no mínima de AJ 

10.6.6. Multiplicación en R 

Dados los números reales no negativos a y 0, definidos por las cortaduras A y B, 
respectivamente, consideramos el conjunto 

C ~ R~ U (ab i a e A A beB A a>0 A b>0 \ 

Procediendo como en 10.6.5. se prueba que C es una cortadura en Q y e! numero 
rea! que se obtiene se llama producto de a y ¡3. 

Esta definición se completa de la siguiente manera 

„ j ' - ¡ a | 101 s i ( « > 0 A 0 < O ) v ( a < 0 A 0>O 
aJ •= c • 

l |a | | 0 | si a < 0 A 0<O 

Se demuestra que esta ley de composición interna en R es ta! que (R — \ 0 ) , . ) es 
grupo abeliano. y además, distributiva respecto de la adición, es decir, (R . + , . ) es un 
cuerpo. 

Por otra parte, la relación de orden definida en 10.6.4. es compatible con ia adición 
y multiplicación en R. 

Es de advertir que la operatoria con números reales sobre la base de cortaduras es 
inadmisible; en este sentido se recurre al método de los intervalos o de los pares de 
sucesiones monótonas contiguas. La ventaja de las cortaduras es esencialmente teórica. 

10.6.7. El cuerpo ordenado de tos números reales 

El orden definido en 10.6.4. es compatible con la adición y multiplicación en R, 
pues verifica 

i) a < 0 **íf + 7 < í ? + 7 

ü ) 0 < a < I? " 0 < y =» o. y < 3 7 

Demostramos la primera teniendo an cuenta que 

a < 0 => a T 7 < 0 -T- y 

Si fuera 

a + y — 0 +y 

Por ley cancelativa en (R , -f), resultaría o¡ = /3 , contra la hipótesis. 

Luego 

a + 7 < 0 + 7 



f 0.6.8. Densidad de Q en R 

El conjunto Q es denso en R, pues entre dos reales distintos existe un racional, es 
decir 

a < 0 = * 3 r e Q / a O < / 3 

Por definición 10.6.4. 

a < ) J = » A C B A A# B =*• 

=» 3beQ ! beE A biA 

- — A • - • * 

b r 0 
1 • « i , _ » O 

Sea r > b A r e B. Considerando ¡a cortadura R asociada a r. como 

r e B A r { R = » R C B * R = £ B = > 

= » r < / j (1) 

Por otra parte 

* e R A * é A =» A C R A A R -> 

=>a<r {2) 

De (1) y (2) resulta 

3 r e Q / a<r<$ 

10.7. COMPLETITUD DE R 

107.1 . Concepto 

Nos proponemos demostrar que R es completo, lo que equivale a afirmar que todo 
subconjunto no vacío y acotado de R tiene extremo superior en R. Esta propiedad no 
es válida en Q, pues el subconjunto no vacío 

A = f.v e Q ' / x 2 < 2 J C Q 

carece de extremo superior en Q. 

10.7.2. Teorema de Dedekind. Si { A , B) es una partición de R que verifica 

aeA A 0eB => a<t¡ 

entonces existe y es único el número real y que satisface 

a < 7 < (3 VaeA V p e t f 

A B D 

a) Existencia. 

Sea C = A n Q =< x e Q / x e ,V-

C es una cortadura en Q. En efecto 

i) Por ser { A , B } una partición de R, es 

A*<t> ix eA jxeQ=>Ar<Q*<¡>» 

C * í > . 

Además, si 0 e B x 4 B, entonces .>. e A cualquiera que sea aeA, pues a<í¡. 
Luego x 4 C. y como x e Q. resulta C * Q. 

i i ) x e C y <x =* 3 ore.4 I xeA => 

= > 3 a e . 4 / y e A = * y e C 

iii) x e C =• 3ae .4 / xeA =» 

=> 3 y e .4 / x < y => y e C 

Resulta, de acuerdo con 10.6.1., que C es una cortadura en Q, y en consecuencia 
queda probada la existencia dei número real y. 

b) a < y < ¡ 3 VaeA VQeB 
Es obvio que a < 7 «Por otra parte, si existiera 0 e B tal que $<y, entonces existiría 

x e Q tal que x e C A X e B. 
Ahora bien 

x e C =* 3 ae/1 ¡xeA 

y en consecuencia 0 < a, contra la hipótesis. 
c) Unicidad. Supongamos que y y y" satisfacen las condiciones del teorema, siendo 

•y < 7'. Como entre dos reales distintos existe otro 7", se tiene 

7 < r " =» y"eB \ 
' > => A n B * <¡> 

7" < 7' => 7 " eA i 

lo que es contradictorio con la definición de partición. 



Una consecuencia inmediata del teorema es que A tiene máximo, o bien B tiene 
mínimo, pues 

y e R y e A V y eB =*• 7 es el máximo de A, o 7 es el mínimo de B. 

Ambas situaciones no pueden presentarse, pues A O B - <b 

10.7,3. Teorema. Todo subconjunto no vacío de R acotado superiormente tiene 
extremo supericr. 

Dado (p~X ~R definimos 

,4 = ; v e R / y < x • x e \ 

y sea Ac = B. 
Se tiene, entonces, que ningún elemento de .4 es cota superior de X. y, en cambio, 

todos los elementos de B son cotas superiores de X. El teorema se reduce a probar que 
B tiene mínimo. Observamos primero que .4 y B satisfacen las hipótesis del teorema de 
Dedekind 

a! - e R = » : e A v : e ti 

b) .4 n g = í 

c) X =£0 =*3 x e X 

Luego 

y < x =» y t A =» A 0 

Por otra parte, como X está acotado superiormente, 

3 y e R / x e X =*• x <y => y eB => B^<¡> 

Estas tres condiciones establecen que (A , J?]>es una partición de R. 
d) Sea ahora ae A. Entonces 

^ X € X : í£ < ' X 

Ñ¡ p e B. entonces x < ¡J. En consecuencia, ot < 0. o se3 
a e . 4 » # e # = > a < 0 

Por el teorema mencionado existe un único número real que es el máximo de .4. o 
bien el mínimo de B. Se trata de probar que vale esta última situación. En efecto, sea 

' a e .4: entonces existe x e X tal que a < x. Ahora bien 

a<a <x =* a eA 

y en consecuencia A no tiene máximo. 
Luego B tiene mínimo y es el extremo superior de X. 
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10.8. POTENCIACION EN R 

10.8.1. Potenciación con exponentes enteros 

Definición 

i ) a° = I si a e R A a 0 

i i ) a 1 = a V a e R 

iii) a"*1 = a" . a si n e N A n> 1 

iv) oT" = í •-' •) " si o t * 0 - n e N 

10.8.2. Radicación de índice natural 

Teorema. Dados a e R ' y n e N . existe un único número real positivo # que verifica 

Demostración) ' 
Es suficiente probar el teorema en el caso en que a < 1. Sí a > 1, entonces existe 

A e Z* tal que k >ce. por la propiedad de Arquirnedes. Ahora bien 

¿tí > a => * n > a =» < 1 
kw 

a. 
Sea = a.' (1). Como a' < 1, si 0' es tal que ¡S'n = a', entonces para 8 = k 8' se 

kn 

tiene 

Por (1) 

a = fc" a" ( 3 ) 

De ( 2 ) y ( 3 ) resulta 

Basta considerar pues la situación para a < 1. 

Sea 

S - = f x e R ' x " < a } 

•no •> «*w acotado superior 
Probaremos que ¿3" * a. Consideremos s R tal que !a¡ < I, y sea 

i=OVl./ 



S.'iitoiices 

(0 +a)"-0" = a £ )QJ/3' ,"" ia i" 1 

Tomando módulos 

1(0 + a)" - 0"I = la I. 1.2 Qy--' A1'"11 

Por módulo de la suma "y del producto se tiene 

¡OJ-f-a)" - i T K I a l í I " 1(3'*"'la I ' - ' 

Y como ia; < 1. resulta 

;= i \ / v 
n O?" 

Haciendo Z í 10" ' = 6 nos queda 
f= i ! J 

5. fuera 0" < a. definiendo 

,.: mo a < I y b > !. resulta 0 < a < 1. 

En ton ees 

O<(0 +a," - 0 " <¿> • - - I * 3 ' - = a - / 3 " => 
o 

=» (0 + a)n - j3" < a - 0" 

(0 *• J ) " <a =• 0 + a e S 

F.» decir, a S pertenece el número real 0 +a. que es mayor que el supremo 0. lo que 
e ..-surdo. 

De modo que no es posible que 

13" <a 

Vüüogamente se deduce la imposibilidad de que 

0" >a 

R Mili;i entonces 

¡3" = a ' 

Ahora bien, 0 es único, pues si existiera 0' (3 en R + , tal que (¡'"--a, se 
presentarían dos alternativas 

i ) O < 0 ' < 0 =*• a = 0 ' " <¡3" = a = * 

=» a < a 

i i ) 0 < j 3 < / 3 ' a = 0 " < j 3 ' n = a = * 

=> a < a 

lo que es absurdo. Luego, 0 es el único número real positivo que verifica 

0" =a 

Definición 

0 es ia raíz «-sima aritmética exacta decteR* 

La notación es 
_ i 

Se presentan los siguientes casos: 
a) Si a > 0 y »i es par. entonces existen dos raíces rt-simas en R. 

0 i - v a A 0 2 = — V a 

b) Si a < 0 y n es par. no existe \Va 

c) Si a < 0 y n es impar, entonces 

& = -y/-a estalque 0 < O * 0 " = a 

10.8.3. Propiedades de la radicación con índice natural 

Sean 

a e R * - 0 e R + 

1. V í l = y/a v^" 
En efecto 

y/a = x »• \jf=y por 10.8.2. 

a0 = (xyf 

II 

V a |3 = x y 

4 



H. * : 0 = 7 *» < / « : |3 = V^o : 

a '• 8 = 7 

T • = a 

Y 7 VÍJ = Va" 

V 7 - V « • VP 

¡II. v V a ^ ' a 

IV.
 nWp

 si p e N 

Las demostraciones de estas dos propiedades se proponer, como ejercicios. 

10.8.4. Potenciación con exponente racional 

Definición 

an =ya

m si — eQ y a e R . 

m 

ot < 0. entonces existe a" para n impar. 

Definición 
m 

_£2 r i n ! 
_. n I l \ _ 1 SÍ CtTt 0 

• ara a < u va* ¡a restncción; n minar 

Ejemplo i0-7. 

Demostrar la regla del producto de potencias de igual base. 

, rnq+pn „ p 

10.8.5. Potenciación con exponente real 

Sean c > 0 y 6eR: 

i ) ft>l 

8 está definido por el encaje de intervalos cerrados racionales [b¡, b¡] 

Se tiene 

bx <b2 < 6 3 <. ..«¿a <b'2 <b[ 

Como a> i . resulta 

a"-. Kab- < a & > < . . . < a & ' <a"* < a b > 

Además. V £ > 0. 3 ; t 0 tal que 
* 

n > «o => abk - abn = * b n (ab'n~bn - I X £ 

En consecuencia 

[abi ,ccb'] 

es un encaje de intervalos cerrados en R que define al único número real a?. 

i i) Para a < 1, el encaje 

10.9. LOGARITMACION EN R* 

10.9J, Concepto 

liados i* 6 ü , c I y ¿Í í, Ó A Í Í Í Í Í un único ííüííitTv r^ai -c £¿Ü ^u* vcríiiwu 

x se llama logaritmo de a en base b. 

Definición 

log b a = x <=> ¿* = a 

10.9.2. P r o p i e d a d e s . S e a n m e R > e R t , í e R * y ¿ # l . 
I . Logaritmo del producto. 
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Sean 

log b m = x A log 6 n-y 

4 
bx = m A by = n 

4 
bx+y=mn 

4 

logj, (m n) = x +y 

4 

¡I. Logaritmo del cociente. 

log b ( m : n) = !og6 w - !ogd n 

¡II. Logaritmo de una potencia. 

iog6 ma = a log w 

! V. invarianza 

log m = x - a í O =» loa m a = x 

- 6a 
i 0.9.3. Cambio de base 

Si b = JO. ios logaritmos se llaman decimales y la notación es 

log l o m = iog m 

Si la base es ¿ = e = 2.7I828). . . . l o s logaritmos se llaman naturales v se denotan 
por 

log ? m = In m - Ig m 

Dado el ln a, nos interesa obtener log¡, a. 
Sea 

log a = x => bx a => 

=> x ln b = ln a => .v = -r-^-r- . ln a 
ln b 

En el caso b = 10. se tiene 

l 
= 0. 434294. . 

ln 10 
> resulta 

log a = 0,434294. . . In a 
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10.10. POTENCIA DEL CONJUNTO R 

Nos proponemos demostrar lo que hemos anticipado en 9.19: el conjunto de los 
números reales es no numerable. El número cardinal correspondiente a R se llama 
potencia del continuo y se denota por c. 

10.10.1. Teorema. El intervalo cerrado {0 ,1] es no numerable. 

Suponemos que [0 , 1] es numerable. Esto significa que N ~ [0 , 1], y en 
consecuencia, por definición de coordinabilidad, existe 

/: N -* [0 . 1] tal que f es biyectiva. 

Por ser / sobreyectiva, la imagen de N se identifica con [0 . 11, es decir 

[0. l]=/7(n./<2i./"<3>. 

Sea [0 . 1 j = L . Mediante los puntos de abscisas 1/3 y 2/3 subdividimos a U en tres 
subintervalos de igual amplitud 

0 w 
/ U ) 

— I — - i i 
1-3 2 3 

Ahora bien: / t i ) pertenece a lo sumo a dos de los tres subintervalos. Ei este caso, 
seleccionamos aquel subintervalo al cual no pertenece / ( l ) . Pero si pertenece auno 
solo, elegimos, entre los dos a los que no pertenece, al de la izquierda. Queda así 
caracterizado Ui tal que *' 

/ ( 1 ) * U , 

Subdividimos a éste en tres partes iguales, y con el mismo procedimiento 

seleccionamos U : tal que 

f(2)i U 2 

Análogamente, para/(3) queda definido U 3 de modo que 

/ ( 3 ) ¿ U 3 ' 

UT—» 

01 1 — • • 1 1 i i 
/ ( 2 ) .. 1/3 2/3 

Se tiene así una sucesión de intervalos U , , U 2 , U 3 , . . . que verifica 

i ) U, D U : DV}D . . . tales que V « : / ( « ) é Un 
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i i } Como la amplitud de U„ es - ^ ¡ - , se tiene que la sucesión de las amplitudes 

es convergente a 0. 

En consecuencia, se traía de un encaje de intervalos cerrados en R, que como 
abemos define aun único número real x0 e l i , siendo 

fx \ = n u . 
( o / « N ' 

Como/es biyectiva, dado x0 e U, existe n0 e N tai que 

/ í n0) ~ x„ e ü„ pata todo » e N 

Pero por la elección de los U„, / ( « „ ) = x0 é U„ , proposición que es contradictoria 

con ¡a anterior. Luego, [0 , l] es no numerable. 

10.10.2. Teorema. 

Si a < b. entonces [a . b] es coordinabie a [0 , 1 j 

Basta definir 

/ : [ 0 , 1 ] - > [ a , 6 ] mediante 

f(x) = a +x (b-a) 

Es inmediato que / resulta biyectiva, y en consecuencia [a , b] ~ [0 , 1 ]. 

10.10.3. Potencia de R 

Por definición, el conjunto A tiene potencia c si y sólo si A es coordinabie a [0 , 1}. 
Se proponen como ejercicios, las demostraciones de las siguientes propiedades: 

i ) Si a < b, entonces (a . b) ~ [0 , 1] 

i i ) La unión disjunta de un número finito de conjuntos de potencia c tiene 

potencia <• 

c » A , ) - « ' *» £ A, '- ¡ü , 1] 

iii) Toda unión numerable de conjuntos disjuntos de potencia ~ tiene potencia c. 

C (AÍ ) = C =* 2 A , ~ [ 0 , l j 
¡eN 

En el ejemplo 4 -20 hemos demostrado que la f u n c i ó n / : R - > ( — 1 , 1) definida por 

x 

es biyectiva. 

1'OTENCIA DE R 3?>7 

Luego 

R ~ ( - l , l ) 

Por i ) 

( - 1 , D ~ [ 0 , 1 ] 

Por transitividad resulta R ~ [0 , 1 J y en consecuencia 

c ( R ) = c ([0 , 1 j) - t 



TRABAJO PRACTICO X 

IOS Demostrar que si la ecuación con coeficientes enteros 

xn +V a,.r' = 0 

tiene raíces racionales, entonces dichas raíces son enteras. 

¡0-9. Utilizando el contrarrecíproco del teorema anterior, demostrar 

i ) y/5 no es racional 

i i ) La razón entre la diagonal de un cubo y su arista no es racional. 

¡0-10. Demostrar que toda raíz entera de la ecuación del ejercicio 10-8 divide al 
término independiente. 

JO-II. Demostrar que la ecuación 3 x3 —x — 1 carece de raíces en Q. 

10-12. Demostrar que s/~2 + es irracional. 

10-13. Verificar que I3 ,3+4-] y ! 3 - . , 3 + — ¡ son encajes de 

L i J L 10' 10'J 3 

intervalos cerrados racionales equivalentes. 
10-14. Determinar las tres primeras aproximaciones por defecto y por exceso de los 

encajes que definen a y/2 y y/1, y efectuar 

y/T+ y/T, y/1- y/1, y/2 . y/1 y y/1: y/T 

10-15. Obtener las cortaduras en Q que definen a y/1y a y/T. 

10-16. Obtener los subconjuntos de R que satisfacen a 

i ) ¡ x + 2 | < 2 i i i ) x 2 < 5 v)x3<x 

i i ) jx + 2 | > l ,iv)x2>5 vi) (x + 2)(x - l)(x-2)x<0 

Determinar en cada caso la existencia de cotas y de extremos. 

10-17. Comparar los números y/2 + y/3 y y/5, y si son distintos determinar el menor. 
f 1 ^ 

10-18. Sea X =ix = — /n e N ) . Verificar que X está acotado y determinar, si 

existen, el supremo y el ínfimo en Q. 

T R A B A J O P R A C ' l I C O X xy) 

10-19. Estudiar la acotación y la existencia de extremos de los conjuntos 

i ) A = { x e R + / x2 <2) 

i i ) B = { x e R I x2 >2) 

iii) C = { x e R + / * 2 > 2 } 

10-20. Sean A y B dos subconjuntos acotados de R tales que a = sup A y b - sup B. 
Demostrar que el supremo de 

C = ,.v + v ,' x e A y e B; 

es a + b. 

10-21. Determinar los extremos de 

A = .t e R ' 3 x2 - 2 x - 1 < 0 1 

10-22. Sea A C R y acotado. Demostrar 

a = S u p S \ £ > 0 => 3 xe A / a-£ <x<a 

10-23. Demostrar las propiedades I I I y IV que figuran en 10.8.3. 

¡0-24. Demostrar las propiedades i ), ii ) y iii) enunciadas en 10.10.3. 

10-25. i ) Efectuar 

\i ^y/2+y/3+y/J)\y/l-\Í3-\fl\ { y/1 - y/1 - y/1 < {y/2 + y/1 

ii ) Comparar 

log 2 5 y log,A - j -

¡0-26 i ) Calcular , ~ r 8 , _ 4 y _ _ 
\y/l+2 V ? - y / 3 2 

i i ) Determinar los recíprocos de 

y/1-y/2 ; 1 +y/l-y/J 

10-27. Resolver las ecuaciones en R 

i) log -x + log, ._(2jc) - 21og2 x= 1 

ü ) 3 M - 1 H 7 J 1 

10-28. Resolver en R 

4 y + i _ 3 - 4 v _ i = o 

10-29. Determinar x € R+ sabiendo que 

x^-(y/xY=0 



10-30. Resolver el sistema 

1 

.x.y=16 

f log, y + log y x ~ ~„ 

Capítulo 11 

EL CUERPO üE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

11.1 INTRODUCCION 

Presentamos en esta unidad la teoría y la ejercitación básicas relativas al estudio de 
los números complejos. La generación del conjunto C y de las operaciones en él es la 
habitual, una relación de equivalencia en R* que presenta ía ventaja de caracterizar 
clases unitarias y la consiguiente identificación con C. Se definen las operaciones de 
adición y de multiplicación, se destaca el isomorfismo de una parte de C en R, y 
además de la forma binómica se introducen las formas trigonométrica y exponencial. 
Queda resuelto el problema de la radicación y de la logaritmación, no siempre posibles 
en R. Se introduce, además, el concepto de raíces primitivas de la unidad. 

11.2. EL NUMERO COMPLEJO 

11.2.1. Ecuaciones sin soluciones en R 

El ejemplo más conspicuo de una ecuación sin raíces reales es 

ya que. cualquiera que sea x e R. se verifica x' > 0. y en consecuencia 

x2 4- 1 > 0 

De un modo más general, la ecuación ax2 + bx + c = 0 con coeficientes reales no 
tiene soluciones en R si el discriminante b2 — 4 ac es negativo. 

Se hace necesaria la ampliación de R a un conjunto en el cual puedan resolverse 
situaciones del tipo anterior, de manera que R sea isomorfo a una parte de él. Tal 
conjunto es el de los números complejos. 
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I 1 .2.2. Relación de equivalencia en R2 y números complejos 

En el conjunto R 2 , de todos ¡os pares ordenados de números reales, definimos ¡a 
relación ~ mediante 

(a ,b)~(c ,d) o a = c A b—d 

Esta relación es la identidad, y obviamente es de equivalencia; se traduce en el 
siguiente enunciado: "dos pares ordenados de números reales son equivalentes si y sólo 
si son idénticos". 

Cada clase de equivalencia es unitaria, y se la identifica con el par ordenado 

La identificación que proponemos, en virtud del unitarismo de ias clases nos 
permite escribir 

K ( o > 6 ) = ( a , í > ) 

Definición 

Número complejo es todo par ordenado de números reales. 
El conjunto de ios números complejos es C = R 2 . 

Es decir 

C = ((a ,£>) / a e R A beRj 

La notación usual para los números complejos es z = (a , b). 

> Definición 

Pane real de un número complejo es su primera componente. Parte imaginaria, 
su segunda componente. 

Conviene advertir que las partes real e imaginaria de un complejo son números 
reaJes. Las notaciones son 

Re(z) = a A Im(z) = b 

Introduciendo un sistema cartesiano, los números complejos se corresponden con 
los puntos del plano. La abscisa de cada punto es la parte real, y la ordenada es la parte 
imaginaria. Por otro lado, a cada complejo le está asociado un vector con origen en el 
origen del sistema, y cuyo extremo es el punto determinado por el par ordenado 
correspondiente. 
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U 

Los compiejos de pane imaginaria nula, es decu, ¡os pares ordenados del upo 
(a , 0 ) , son puntos del eje de abscisas. Los complejos de parte real nula caracterizan el 
eje de ordenadas. 

Definición 

Un complejo es real si y sólo si su parte imaginaria es cero. 
Un compiejo es imaginario si y sólo si su parte real es cero. 

Ejemplo 11-1. 

Determinamos analítica y gráficamente los complejos z = (x . y) que verifican 

i ) Re (z) = 2 

Resultan todos los pares ordenados para los cuales x = 2, es decir, z = (2 , y). La 
ecuación x = 2 corresponde a la recta paralela al eje de ordenadas que pasa por el 
punto de abscisa 2. 

ü ) Im (z) < 3 
La condición anterior se traduce en y < 3, y corresponde al semiplano que contiene 

al origen, cuyo borde es la recta de ecuación y = 3. 

üi) Re(z)+Im(z) = 1 



Se trata de los complejos z = (x , y ) , tales que x + y — 1. Queda definida así la 
recta del plano que pasa por los puntos (1 ,0) y (0 ,1 ) . 

11.2.3. Operaciones en C 

En C = R: se definen la adición y multiplicación mediante 

1. ia.b) + (c.d) = (a + c , b+d) 

2. (a.b) . (c,d) = (ac-bd , ad+bc) 

Estas leyes de composición interna en C verifican las siguientes propiedades: 

I) (C , +)es un grupo abeliano. La justificación está dada en los ejemplos 5-2 y 5-5. 
Complejo nulo es el par (0 , 0), y el inverso aditivo de todo complejo z = (a, b) es 

- * = ( - « , 7 6 ) 

I I ) (C — | 0 | , . ) es un grupo abeliano. El símbolo 0 denota el complejo nulo (0 , 0). 
Verificamos los axiomas 

Gv : El producto es ley de composición interna en C, por la definición 2. 

zeC A z ' eC => z. z'eC 

C 2 : Asociatividad. 

\: ~'> .z" - \\a , b).ía",b'l).io",b")- iaa' — bb'. ab' + k ' H ¿ " . 6 " l s 

•= iaa'a"- bb'a" -sb'b"- bs'b" ,sa'b"- bb'h" + ab'a" + bo'a") f l> 

:. | r ' . r ") = (a, b) {(a', b) ,(a",b")\ = (a, b) Ka'a" - b'b" ,a'b" + b'a") = 

= laa'a" - ab'b" - ba'b" - bb'a'\aa'b" + ab'a" + ba'a" - bb'b") (2) 

De (1) y (2) resulta 

(zzr)z" = z(z'z") 

G¿ : Elemento neutro es el complejo (1 ,0 ) . En efecto, si z = (x , y) es neutro para 
el producto, debe satisfacer 

<a,b).(x,y) = (x,y).(a,b) = (a,b) V(o,b)eC 

Por definición de multiplicación 

(ax — by , ay + bx) = (a , b) 

Por igualdad de complejos 

fax —by = a 

I bx + ay = b 

Resolviendo el sistema 
, '.a — b \ ¡ . ,5 . 
A = : . ' =a- +b¿ - tx 

a a , 
. , • — an •- ab = v 

¡b b' 

Si (a.b)* (0 , 0) entonces 

A x , A y 

Resulta (x . v) = (1 . 0) que satisface G3 para todo (a , b) eC. pues er. el caso 

ta . b) = ( 0 , 0 ) se tiene 

( 0 , 0 ) . (1 ,0) = ( 0 . 1 - 0 . 0 , 0 * 0 + 0. 1) = ( 0 , 0 ) 

G4 : Todo complejo no nulo admite inverso multiplicativo. 
Seaz = (a . b)=£ (0 ,0) . Si existe z'1 = (x , y ) , debe satisfacer 

z. z'1 = z - ' . z = ( 1 ,0) 

Es decir 

ía . b). ix . y ) = (x . y ) . (a , b) = (1 , 0) 

Efectuando el producto 

(ax-by ,ay + bx)=(l ,0) 

Por igualdad de nú moros complejos resulta el sistema 

• ax — by ~ 1 

, bx +• ay ~ 0 

Resolviendo el sistema 

A = , I = a 2 +b- # 0 
; & a i 

U - * ¡ A x = . i = a 
10 al 



Luego 

- = A x . a _ J}y _ _ ~° 
~ A ~a

2+b2 V y ~ á ~~¿*~+t* 

O sea 

- i _ /" a b N 
2 l a 2 + ¿ 2 ' a 2 +b2J 

G s : Conmutatividad. 

r , :'= (a . ¿>) . { a ' . í>*) = (aa' — bb', ab' + = 

= (a'a —b'b , ¿'a + a'b) — {a", b') {a , b) - :': 

de acuerdo con la definición de multiplicación en C y la conmutatividad del producto 
en R. 

I I I ) El producto es distributivo respecto de la suma. En efecto 

(: +z')z" =[(a.b)+(a\ b')](a", b") = (a + a', b + b')(a", b") = 

= (aa" + a'a" — bb" — bt", ab" a'b" + ba" + b'b") = 

= (aa" — bb' , ab" + ba") + (a'a"— b'b", a'b" + b'b") = 

= (a,b).(a".b") + (a'.b')(a",b") = zz " + r i " 

Por adición en C, nultiplicación en C y conmutatividad de la suma en R. 
En consecuencia, la terna (C , + , .) es un cuerpo. La diferencia esencial que 

presenta con relación al cuerpo de los números reales consiste en que es no ordenado. 
En efecto, si fuera ordenado, como / 0, caben dos posibilidades: 

i>0 ó z"<0 

En el primer caso, por la compatibilidad de la relación respecto del producto, se 
tiene i2 > 0, es decir, — 1 > 0, lo que es absurdo. 

En el segundo caso es 0 < /, y en consecuencia, — i < 0, y por la compatibilidad con 
el producto resulta — i2 < 0, o sea, 1 < 0, lo que también es absurdo. 

Ejemplo ¡1-2. 

Seanr, = ( - 2 , 3 ) , z 2 = ( l , 2 ) y z 3 = ( - 3 , - 1). Efectuar ( z , - z 2 ) . z 

-z2)z3 =[(-2,3)-(l . 2 ) ] ( - 3 , - 1 ) = 

= ( - 3 , 1 ) ( ~ 3 1 ) = { 9 + 1 , 3 - 3 ) = ( 1 0 , 0 ) 

U.3 . ISOMORFISMO DE LOS COMPLEJOS REALES EN LOS REALES 

S e a cK = | ( a , b) t C / ¿ — 0 j> el conjunto de los complejos de parte imaginaria 

nula. La función /: CR ->R, definida por f(a , 0) =a, asigna a cada complejo real su 

primera componente. 

La aplicación / es obviamente biyectiva. y además un morfismo de CR er. R 
respecto de la adición y multiplicación. En efecto, sean z = (a ,0) y z ' = ( a ' , 0 ) ; 
entonces 

/ ( - + . - • ) = / [ ( a . O ) 4- (a ' , 0)] =f(a + a' 0) = 

= a + «' = / ( a , 0 ) + / ( a * , 0 ) =f(z) +f(z') 

Por otra parte 

/(-' z')=f[(a , 0) (a ' , 0)] - / { a a ' , 0) = aa' = 

= / ( a , 0 ) / ( a ' , 0 ) = / ( z ) / U ' ) 

En consecuencia, / es un isomorfismo de CR en R respecto de la adición y 
multiplicación; o sea, CR y R son conjuntos indistinguibles desde el punto de vista 
algebraico. 

El isomorfismo permite identificar cada complejo real con el real correspondiente, 

es decir, (a, 0) = a. 

11.4. FORMA BINOMICA DE UN COMPLEJO 

11.4.1. Unidad imaginaria 

El número complejo imaginario de segunda componente igual a 1, se llama unidad 
imaginaria y se denota por 

i = ( 0 . 1 ) 
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La multiplicación de un complejo real por la unidad imaginaria permuta las 
componentes ¿e aquél, es decir, lo trasforma en un complejo imaginario. En efecto 

( 6 , 0 ) . / = ( 6 , 0 ) . ( 0 , 3 ) = (A. 0 - 0 . 1 ,b. 1 + 0 . 0 ) = ( 0 , 6 ) 

y por el isomorfismo de los complejos reales con los reales, se tiene 

bi = (0 , b) 

Las potencias sucesivas de la unidad imaginaria son 

•fi = ! 

- i 
i 1 = ( 0 . 1 ) . ( 0 , l > - ( - 1 , 0 ) - - 1 

i 3 = í 2 . / = ( - l ) . / = - / 

Análogamente 

Si el exporente es de la forma 4 k con k e Z, se tiene i 4 * = ( i 4 ) k = 1*. = 1 
En genera!, si el exponente de / es a e N, al efectuar la división por 4 se tiene 

a = 4q +r, donde 0 < r < 4. En consecuencia 

i° = i*** = i*«. r = 1 . ir = Ir 

y este calculóse reduce a uno de los cuatro considerados en primer término. 

11.4.2. Forma binómica de los complejos 

Sea z = (a, b) un número complejo. 
Por definición de suma 

: = ia .0) + «0 , 6) 

Por el isomorfismo de los complejos reales con los reales, y por i ¡.4 i, lesuica k 
forma binómica 

z = a + 6/ 

La conveniencia de la forma binómica se pone de manifiesto al efectuar operaciones 
con números complejos, evitando el cálculo con pares ordenados, que es más laborioso. 

Ejemplo 11-3. 

Seanz, = ( - 2 , 3 ) , z 2 = ( l , 2 ) y z 3 = (- 3 , 1). Calcular (z, - z2)z\ 
Con la representación binómica se tiene 
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• (z, - z 2 ) 4 = [ ( - 2 + 3 /) - (1 + 2 0] ( - 3 + O 2 = 

= ( - 3 + í) (9 + i 2 - 6 t ) = ( - 3 + i ) (9 - 1 - 6 / ) = 

= ( - 3 + / ) (8 - 6 i ) = - 24 + 18 /" + 8 / - 6 Í'2 = 

= - 2 4 + 26/ + 6 = - 1 8 + 26 i 

11.5. LA CONJUGACION EN C 

11.5.1. Complejos conjugados 

Sea s = a + bi. 

Definición 

Conjugado de z = a + bi es el número complejo z = a — bi. 
El símbolo Fse lee "conjugado de z" o "z conjugado". 

Si z = - 1 + 3 /', entonces z = — 1 — 3i . 

El conjugado de z = ( -y , - 1J es z « l ^ y , 1J-

Dado z = a + bi se tiene I = a — W y z = a + fci = z, es decir, que el conjugado del 

conjugado de un número complejo es igual a éste. Los complejos z y: se llaman 

conjugados. 

Definición 

Dos complejos son conjugados si y sólo si tienen la misma parte real, y sus partes 
imaginarias son números opuestos. 

Dos complejos conjugados caracterizan puntos simétricos respecto del eje real. 

lm(z) 

z — a + bi 

*. Re iz) 

*z — a ~bi 

11.5.2. Propiedad. La suma de dos complejos conjugados es igual al duplo de la parte 
real. El productode dos complejos conjugados es un número real no negativo. 

En efecto, sea z = a + bi. Entonces. 

z + z = (a + 60 + (a - bi) = 2 a = 2 Re (z) 
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Por otra parte 

z. F= (a + ¿ 0 .(a -bi) = a2 - (bi) 2 = a J + b7 

Como ayb son números reales, resulta 

z. F e R A z. F > 0 

11.5.3. Propiedad. Un número complejo es real si y sólo si es igual a su conjugado. 

: e R *> z = F 

¡ ) ' F R => : = S + 0 / = » : = f l a f = a = » 7 = 5 

¿i ) - = 3 =¡> a + bi — a — bi bi- ~-bi => 2bí — 0 => fc = 0 

Entonces r = a. o lo que es lo mismo, : e R 

11.5.4. Aatomorfismo en C 

La función/ : C -*C definida por/Er) = F es un automorfismo en C. En efecto 

i ) / es invectiva. Sean z y z' en C, tales que / (z ) = f(z') 
f(z) = f(z') => z = z' => a - bi = a' — b'i 

y por igualdad de complejos resulta a = a" •*> b = b', o sea r = r', 

ii ) /es sobreyectiva. Para todo w = a + bi' e C, existe z = a — bi. tal que 

/(-) = fia — W) = a + bi = w 

ii i) / es un morfismo respecto de la adición, pues 

f(:+z') = z+z'= 

= (a + &') + (a' + 6V) = (a + « ' ) + (b + b')i -

= ia+a')- (b + = (a-bi) + ( a ' - f > Y ) = 

= r + r = / f c ) + / ( * ' ) 

Por definición de fy suma en C . 

iv) /"es un morfismo respecto de la multiplicación, ya que 

f(zz') = zz' = (a + bi)(a,Jrb'i) = 

= (aa'-bb') + (ab' + ba')i= (aa'-bb') - (ab' + ba')i = 

= ( f l - K ) ( f l ' - 6 í ) = lP = f{z)f(z') 

Las propiedades iii) y iv) se traducen en el siguiente enunciado: "el conjugado de la 
suma es igual a la suma de los conjugados, y el conjugado del producto es igual al 
producto de los conjugados". 

M O D U L O EN t 

Ejemplo 11-4. 

Determinar los complejos z — x + yi que satisfacen 

i ) z = — z 

En la forma binómica se tiene 

x +yi = - (x —yi) X +yi = — X + yi => X = — X => X = 0 

Los complejos que verifican la condición dada son de la forma z = yi, es decir, 
imaginarios puros, y corresponden al eje de ordenadas, 

i i ) z.l=) 

Esta condición se traduce en 

ix -i-y i). (x —y i) — 1 

Luego, x2 + v2 = 1, y corresponde a la circunferencia de radio 1 con centro en el ori­
gen. 

11.6. MODULO DE UN COMPLEJO 

11.6.1. Seaz=a + &. 

Definición 

Módulo de un complejo es la raíz cuadrada no negativa de la suma de los 
cuadrados de las partes real e imaginaria. 

La notación es i z | = V a 2 + b2. 
El módulo de un complejo es la distancia del punto correspondiente, al origen. 

Siz = - 3 + 4 (, entonces\z | = VC~3) 2 + 4 2 = V25~=5. 

11.6.2. Propiedades del módulo 

I) El módulo de todo complejo es mayor o igual qué su parte real 
Sea z = a + bi. Entonces 

\a\2 =a2 =* | a ¡ 2 < a 2 + b2 =* !a|2 « | z | 2 => \a\<\z\ 
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Como a e R *=» a < lal, de esta relación y de la! < bl resulta bl > a, es decir, 

Re(z) < Izl . 

Análogamente Im (z) < | z \ 
II) El producto de cualquier complejo por su conjugado es igual al cuadrado del 

módulo. 
Tesis) z. z — \ z |2 

Demostración) 

Efectuando el producto y aplicando la definición de módulo, resulta 

z, z - (a + bi) Aa-bi)- a~ - (bi f -a2 •+ b1 = p|* 

I I I ) El módulo del producto de dos complejos es igual al producto de los módulos 

Tests) ! z z ' | = ¡2 ! \z'\ 
Demostración! 

A partir del cuadrado del primer miembro aplicamos I I , conjugado del producto, 
conmutatividad y asociatividad del producto en C y la propiedad II 

Resulta 

| zz ' ¡ 2 = ( | z | IzT) 2 

Y como las bases son no negativas, se tiene 

Izr'i = |z! |z ' l 

IV) El módulo de la suma de dos complejos es menor o igual que la suma de los 
módulos. 
Tesis) | z + z ' | < | z | + I z' | 

t Demostración) 

Por cuadrado del módulo, conjugado de la suma, distributividad del producto 

respecto de la suma en C y por la propiedad II se tiene 

s; + 2 ' j 5 = (r +z ' ) s s (z r*) = 

- zz + zP + z "i" + z "z' = ¡zl1 + zz ' + zr ' + |z Y 

zV* = ? P = zz* 

Como los términos centrales son complejos conjugados, su suma es el duplo de la 
parte real, es decir 

zT+zz'= 2 Re ( zP) 

Sustituyendo en la igualdad inicial tenemos 

| z + z ' | 2 = | z | 2 +2Re(z?) + \zY ( l ) 

P R O P I E D A D E S D E L M O D U L O 3 5 3 

Ahora bien, teniendo en cuenta que la parte real es menor o igual que el módulo" 

2 J R e ( z P ) < 2 | z F | 

Por módulo del producto 

2Re(z7)<2\z\ |F| 

y como \~z' I = I z' I, es 

2 /?<?(z?)«2fz | i z i (2) 

Sumando (1) y (2) 

|z + r * j s + 2 Re ( s r ' ) < \z\2 + 2 Re (zz') + \z'\2 +2 izi \z"\ 

Después de cancelar y factorear el segundo miembro 

j z + z ' | 2 « ( i z í + ¡z ' l) 2 

y como las bases son no negativas, resulta , 

| z + z " j < ¡ z | + |r ' ¡ 

V) El módulo de una potencia de ex ponente natural es igual a la potencia del 
módulo 

|z"| = | z . z . . . z | = |z| \z\.. . ¡zl = ]z¡" 
' v ' ' \y ' 

n n 
Ejemplo 11-5. 

Al dividir dos complejos, siendo el segundo distinto de cero, puede evitarse ia 
determinación del inverso multiplicativo del divisor multiplicando por el conjugado de 
éste, y se obtiene 

z z w zw 

w ww 

En particular 

- 1 + 2¡ • (—1 + 2 0 ( 2 — 30 _2 + 3/ + 4 / - 6 i 2 

(_ + J ¿)« 2 ~ ¿ i) ¿'-ti' 

- 2 + 7Z + 6 4 + 7 i 4 7 
¡ y 8 5 ~ T 3 " U + T í 1 

Ejemplo 11-6. 

Determinar los complejos z que satisfacen 

i ) iz = 1 + i 

= 1+1 _ < 1 +

= - i - i 2 

i i (-i) i 



i i ) \z - 1 + 2 í] - 2 

Si z = x 4 >•/, entonces 

\x + y í - 1 + 2 / 1 = 2 => 

=H(x - 1) + (y + 2) /'| = 2 =» 

=* V v ^ - 1 ) T ' + ( > ' + 2 ) 5 = 2 

= s > ( x - l ) 2 + (y + 2) 2 =4 

Es la ecuación de la circunferencia de radio 2, con centro (1 , — 2). 

m ) \z - Re ( 2 ) , = [Im (z)f 

z = x + vi =*• \x + y í — xj = y2 => 

=> iy/| = y 2 =*• (y/y2 Y =y1 => 

=* iy ! = > ' 2 = > y 2 =.v con y =» 

=» y 2 - y = 0 =>y (> - 1) = 0 => 

=> y = 0 v y — l => z =x v z = x + i 

Se obtienen los complejos correspondientes a los puntos de las rectas de ecuaciones 
y = 0 v y = 1. 

iv) r = - J + 2 

+ v/ => r + J = 2 =» 

2 x = 2 => x = 1 =* z = 1 

Es la recta de ecuación x — 1 

v ) (a + bi) z = (a2 +b7) i con (a . 6) # (0 ,0) 
Se tiene 

z ~-
(a2+b2)i (a2 +b2)i(a-bi) 

a + bi (a + bi)(a-bi) 

(a1 + b2)i(a-bi) 

a2 + b2 

b+ai 

= i(a~ bi) = ai — bi1 

11.7. RAIZ CUADRADA EN C 

Sea z = a + M Por definición, la "raíz cuadrada de z es un complejo x + y i que 
satisface 

(x + y / ) 2 =a + bi (1) 

Aplicando módulos 

¡(x+yt") 2 l = |fl + W; 

Por 11,6.2. v ) y por definición de módulo 

\x+yi\2 = v a ^ T í 2 

Por cuadrado del módulo 

x 2 + y 2 = y/a2 + tí1 

Es decir 
x 2 + y 2 = \z\ (2) 

Desarrollando (1) 
x 2 — y 2 + 2 xyí = a + bi 

Por ¡eiialdad de complejos 

x" - v" = a 

x = ± \ | ~ -

2 xy = b (4) 

Sumando y restando (2) y (3) * 

f x 2 + y1 = lz! 

I x 2 - y 2 = a 

2 x : = izj + a 

2 y 2 = | z | - « 

Resulta 

. i lz¡ — a 
> ' = - % ' — 2 — 

Ambos radicandos son no negativos, pues i z ¡ > a, y se obtienen cuatro pares de 
valores reales, de los cuales se seleccionan dos de acuerdo con la condición (4): si 
b > 0, entonces x e y se eligen con el mismo signo, y si b < 0, se eligen con dissinto 
signo. 

Ejemplo 11-7. 

Calcular las raíces cuadradas de los siguientes complejos 

i ) z = - 4 - 3 i 
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Como b < 0 , x e y se eligen con signos distintos, y las soluciones son 

^ \ ~ ± ^ 0 ( - ^ 3 s / Í 

2 J \ 2 

Es decir 

\f-4 - 3 i = +1 

2 ' 2 

sfí 3 y/2 

i i ) z = - 2; 

a = 0 . ¿) = — 2 , t i = 2 

• 2 í 0 

jr =• y--—• =--± 1 = y 

Como b = - 2 < 0, las soluciones son 

( 1 , - 1 ) y ( - 1 , 1 ) 
Luego 

V r i r 2 7 = ± * ( l - / ) 

iii) z = ~9 

a = - 9 , 6 = o , iz| = 9 

£n este caso, ios cuatro pares de valores se reducen a dos 

( 0 , 3 ) y ( 0 , - 3 ) 

y se tiene 

• 9 = V - 9 + O Í = ± ( 0 + 3 0 = ± 3 t 

Análogamente 

? 

v / - r 3 = ± v

/ 3 í 

318. FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA 

Sea z = a + W un complejo no nulo. Las coordenadas polares del punto de 
coordenadas cartesianas a y b son: el radio vector p y el argumento <p, o cualquiera de 
los congruentes a <p, módulo 2 ir. 

F O R M A P O L A R EN C 

Las fórmulas de pasaje de las coordenadas polares a cartesianas son 

a = p eos ip 

b = p sen (p 

donde p-\Ié~+ b2 = y «p- argz. 
Se tiene 

2 = a + ¿»' = p eos >£> + p i sen <p 

es decir 
z = p (eos »p + j sen ip) 

Esta es la llamada forma polar o trigonométrica del complejo z. 
Es claro que p y <p definen unívocamente a i . Pero z caracteriza unívocamente a p, 

v no a » p = argz. 

Definición 

Argumento principal del complejo no nulo z es el número real *p que satisface 

i ) a = ]Z| eos ip A b = |z| sen <p 

i i ) 0 < ip < 2 ?r , 

Para denotar el argumento principal escribiremos %p ~ Arg i. 
Dados dos complejos en forma polar z — p icos p + i sen ^> y 

' ' = p' (eos ^?,+ / sen ip") diremos que son iguales si y sólo si tienen el mismo módulo y 
sus argumentos son congruentes módulo 2 ir. En símbolos 

z = z •*> p = p* A = ip + 2 A- ir con & e Z 

Ejemplo US. 

Determinar la forma polar de los siguientes complejos 

i ) z = - 2 + 2 / 

p = N/(- 2 ) 2 + 2 2 = V 8 = 2 V 2 



¡ara el argumento principal.consideramos 

Resulta <p del segundo cuadrante e igual a 135°. 
Luego : - 2 v - í c o s 135° + i sen 135°) 

i i ) 2 = - 3 I 

p = V u 2 + ( - 3 ) 2 = 3 
, p = 7 7 

Luego 2 = 3 (eos ff + i sen »r) 

2 = - 3 i 

11.9 OPERACIONES EN FORMA POLAR 

11.9.1. Multiplicación 

El producto de dos complejos en forma polar tiene por módulo el producto 
los módulos, y por argumento la suma de los argumentos. " , 

Seanz - p(eos v? + i sen.ip) y 2 ' = p' (cost¿?+ /" sen <ff) 

Entonces 

zz' = pp' (eos p + i sen\p).(eos \á + i sen ip") = 

= pp* [(eos tp eos ip1 — sen ip sen tf?) + i (sen <p eos «p* + eos ip sen ip") ] 

= pp' [eos (ip + t f ) + í sen (<p + «pO j 

11.9.2. Cociente 

El cociente de dos complejos en forma polar, siendo el segundo distinto de cero, 
tiene por módulo el cociente de los módulos, y por argumento la diferencia de los 
argumentos. 

-— = w => z = z'w =*• 

=» p (eos i sen ip) = p' (eos «p" + i sen <p") Ricos 0 + i sen 0) =* 

=» p (eos vp+ í sen p) = R p" [eos (0 + «p5) + i sen (0 + >p*)] 

Por igualdad de complejos 

Rp ' = p \ <p + id 2ki¡ 

Luego 

R = - ^ r A 0 = «p-tp* si fe = 0 

•=*-p- = - ^ r [eos (<p-¿)+ i sen U p - «p)l 

11.9.3. Potenciación de exponente natural 

La potencia K-sima de un complejo en forma polar tiene por módulo la potencia 
n-sima de su módulo, y por argumento el producto de su argumento por n. 

z = p (eos <p + i sen <p) =» z" = p " (eos n <p + i sen n <p) 

Lo demostramos por inducción completa 

I o ) n = 1 => z1 = z = p(cos ¡p + i sernp) = 

= p 1 (eos 1 . i¿> + /' sen 1 . ip) 

2 o ) z" = p h (eos <p + i sen ¿ v>) =*.z' , + 1 = p h + 1 [eos (¿ + 1) <p+ / sen (h + 1) <¿>j . 
m ^ o r c v i 

En efecto, por definición de potencia, hipótesis inductiva y 11.9.1., se tiene 

/V^jy= zV= ph (eos /i ip + / sen h <p) p (eos <p +1 sen sp) = 

= p h + 1 [eos (h + 1) ip + ; ' sen (h + 1) <p] 

La fórmula z" = p" (eos n \f+ i sen ra ip) se llama de De Moivre. 
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11.9.4. Determinación geométrica del producto y del cociente 

Sean z • = p (eos ip + / sen <p) y z' = p' (eos ip" + / sen i ^ ) . 

i ) Producto, En un sistema cartesiano consideramos U (1 , 0 ) y los puntos A y 

B representantes de los complejos z y z', es decir, de coordenadas polares 

6/>,P) y (tf .P'X respectivamente. 

* 

i 

i B í y ,p ' ) 

Af .p 

0 u 

Considerando a OB como homólogo de OU, construimos OBC - OLIA. Resulta C 
de coordenadas polares (tf + ip', R), y por la proporcionalidad de lados homólogos 

rf(0,C) 

d(0, A) 

rf(0,B) 

d ( 0 , U ) 

es decir 

R = pp 

En consecuencia, el vector OC representa el producto de los complejos z y z \ 

i i ) Cociente. Razonando sobre la misma figura, suponemos dados los puntos C 
y B asociados al dividendo y divisor respectivamente. Construimos sobre OU, 

A A 

como homólogo de OB, el triángulo OUA semejante a OBC, y obtenemos el 

vector OA, es decir, el cociente. 
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Ejemplo 11-9. 

r - 3 3 y/3 . 
Siendo z ~ — 1 + i y/3 y z' — — + — - — '. realizar en forma polar las 

siguientes operaciones 

z 

Expresamos z y z' en forma polar 

P - v r 1 f + r v 3 r - V4 - 2 

*. v'3 
sen \p — — =• -—•• — v — 120 ° pues r caracteriza un punto del segundo 

cuadrante. 
Luego 

z = 2 (eos 120° 4- / sen 120°) 

Por otra parte 

^ "' \ V. 2 y \ 2 -•' \ 4 4 \ 4 

b 
sen = — = —— =» ip = 60° , ya que z' corresponde a un punto del primer 

cuadrante. 

Entonces 

z ' = 3 ( c o s 6 0 ° + i sen 60°) 

Aplicando las fórmulas deducidas tenemos 

i ) zz'= 6 (eos 180° + / sen 180°) = 6 ( - 1 + 0 i) = - 6 

i i ) Á =• -=- (eos 60° + i sen 60°) = 

i . v ' 3 ~\ i v 3 

i¡i) r = ; f e ( o i ¡ 6 I 20" E Í sen 6 . 120'- i ~ 2" icos -20'' + ' -en 720f> 

= 2" icos 0" i- i sen Ü°) = 26 11 + 0 . i) = 2" = 64 

Ejemplo 11-10. 

Mediante la fórmula de De Moivre, obtener sen 2 <py eos 2 sp. 

Sea z un complejo de módulo 1 y argumento ip, es decir 

z = eos ip 4- i sen *p 



Elevamos al cuadrado de dos maneras: por cuadrado de un binomio 

z2 - (eos sp + / sen ip)2 = eos2 ip — sen2 <p + 2 i sen «p eos p ( 1 ) 

y por la fórmula de De Moivre 

z 2 = (cos <p + í sen p) 2 = eos 2 <p + i sen 2 <p (2 ) 

De (1) y (2) resulta 

eos 2 tp= eos2 p - sen2 ip 

sen 2 sp= 2 sen ipeos ¡p 

11.10. RADICACION EN C 

Por definición, el complejo w es raíz «-sima de z si y sólo si :n = w. 

Teorema. Todo complejo no nulo admite n raíces «-simas distintas dadas por 

wk = V p l cos — + Í sen — I 

donde k = 0 ,\ ,2 , .... .n - \ , p = !z| y p= argz 

Demostración) 

Sean z = p (cos >p + ¡' sen c\ y H> = R (cos d> -+- / sen d>) 

Por definición de raíz, debe ser 

w = z 

Es decir 

R" (cos n <í> 4- / sen « 4>) = p (cos p + í sen -p) 

Por igualdad de complejos 

R ° = p y n<P = ip+2kn 

Luego 

r, "/ «P + 2 A" T 
R = v p y * = — — 

Se obtiene la fórmula 

ni—- — r n,— f <p + 2kn ,. i p + 2 A : f f " \ 
V P (eos ip + i sen ip) = v P (eos — + 1 sen — J -

Todas las raíces de z tienen el mismo módulo, y difieren en el argumento que es 

-Jg- + 2 k l t c o n k e Z 
n n 

De los infinitos valores enteros de k es suficiente considerar 0, 1, 2 , . .. ,x — 1 jara 
obtener las n raíces distintas. 

RAICES ARGUMENTOS 

U j + l ! 

w, _£. + •> H . 
n n 

2 L + 3 . l l 
« n 

n n 

Si k = n entonces la correspondiente raíz w„ tiene argumento 

(£ 2if <P , 
« M n 

Que es congruente a y se vuelve a obtener M>0 . 

En general w,-+„ = w,- y sólo existen n raíces distintas. 
Nota 

Las n raíces n-simas, distintas de un complejo no nulo, se identifican con los 
vértices de un polígono regular de n lados inscripto en la circunferencia de radio 
R = y £ 
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Ejemplo II-II, 

Calcular y representar 

V • 4 - 4 ; v" i 

- 4 ) 1 + 14 \ f Jf = %J 64 

a — 4 — l -< _ 

pues: corresponde a un punto de! segundo cuadrante. 
El argumento de wk es 

R A D I C A C I O N EN C 

' se tienen los cuatro argumentos 

<h0 = ~ = 30° 
6 

* i = ~r + 4" = 3 0 o + 90° = 120° 
6 ¿ 

d>2 = ~ i - 4- TÍ = 30° 4-180° = 210° 

* 3 = - - - + 3 -~ = 30° E 270° = 300° 

Las cuatro raíces son 

»'o -V& (eos 30° +• / sen 30°) = ^ ' 8 ^ X 2 . + _ L ' ' ; 

u¡ = v a l e o s 120° + / sen 120°) = 

= y/J(- eos 60° + / sen 60°) = \ A ¥ (- ~ +i - ^ y - ) 

w2 = Vg"(cos 210° +/ ' sen 210°) = 

= V ¡ 3 ( - eos 30° - / sen 30°) = Ví I - -^4- - ~ i ) 

1 1 y 
w 3 = V8 (eos 300° + i sen 300°) = 

= V I (eos 60° - i sen 60°) = y/H (-L - i J 

i i ) vT 
: = l + o i a - p = l , \ = o 

3 / T 7 ™ 3 / T / ' 0 •+- 2 & TT 0+2fc»r 
=> v 1 (eos 0 + ¡ sen 0) = v 1 (j:os 4- / sen -

2kn , . 2Jttr 
= eos — z — + i sen — - — 

Entonces 

•-•y. " ¿os 0 / sen 0 ~ i 

2n 2n 
wt — eos — ~ 4-/ sen - y - = eos 120° + i sen ! 20° -

- - eos 60° + / sen 60° = r 4- / -^Q-
2 

4 is 4 tr 
w2 = eos —y- 4 /' sen — j - = eos 240° + / sen 240° = 

= - eos 60° - / sen 60° = - -4- - / ^ 
2 ' 2 



11.11. FORMA EXPONENCIAL EN C 

11.11.1. Exponencial compleja 

2n los cursos de Análisis se demuestra que la exponencial real ex admite el 
desarrollo en serie 

y 2 V.3 °° y* 
ex

 = 1 + x + — 1- —— + . . . = Z —— 

y satisface las propiedades básicas e° = 1 y f * e y = e**-*. 
A fin de preservar estas propiedades definimos la exponencial compleja mediante 

eix = cosx + í s e n x 

Se verifica 

eix . ety = (cosx + i senx) (cosy + (' sen y) = 

= (cosx cos .y - senx sen y) + i(senx cosy •+ cosx sen y) = 

= cos (x +y) + i sen (x + y ) = e'**+ y> 

Sea z = o (cos y? + i sen ¡p). Entonces z = p e"* es la forma exponencial del 
complejo z. 

11.11.2. Operaciones en forma exponencial 

La traducción de las fórmulas relativas al producto, cociente y potenciación 

obtenidas en la forma polar son las siguientes 

i ) z.z'^pe1* p'e1*' = pp'el^+*"> 

z_ = _pe>* = _p 

z pV* P 
iii) z " = ( p e ^ ) " = p " e ' ^ 

Ejemplo 11-12. 

Demostrar 

¡ ) - = E 'V =* ¡-| 

En efecto 

i i ) ez = 1 =* z = 2 n ir i con n e 2 

Sea z = x + }¡i 

Entonces 

e* = e

x~y = e

x eyt = (cosy + i sen y) = 

= ex cosy + e* i seny = 1 + 0 ¡' 

Por igualdad de complejos es 

e* cosy = 1 A ex seny = 0 

Como ex * 0 resulta seny = 0 y en consecuencia y = k n con k eZ 
Ahora bien 

y = k n => cosy = cos k tr = (— l ) * 

Luego 
e * ( - l ) f e = 1 = ( - l ) í f e 

Es decir, ex = (— l ) f t ,y comoe* > 0 , se tiene k = 2n. 
A s í . ex = 1 =» x = 0 
Resulta 

z=x-ryi = 0 + 2nni = 2niri 

11.12. LOGARITMACION EN C 

Sea z 0. Por definición ln z = vv si y sólo si cÍU - z. 

= i 

z = e'f =» z = cos p -i- Í sen p => 

=> |zi = Veos2 v? + sen; <p = 1 
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Para determinar los complejos w que satisfacen w — ln z, proponemos 1? ferina 
exponencial para el complejo z y la forma binómica para w, es decir 

z = pe** y tv = u + iv 

Hay que determinar tty v tales que 

• 

I 
e" - p A r = <p + . k n 

$ 
t< - I n p A v = «p + 2 * JT 

Resulta 
ln i - ln p + ¡"0p+ 2krr) con A e Z 

fórmula que permite obtener los infinitos logaritmos de un complejo no nulo. 

Como la pane real del ln r es independiente de A\ todos los logaritmos corresponden 
a puntos de la paralela al eje de ordenadas que pasa por (ln p, 0) 
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Valor principal de ln z es el que se obtiene para k — 0, o sea 

V.p. ln z = ln p - l - / <p 

Ejemplo 11-13. 

Hallar ln z en los siguientes casos 

i ) z = -- 2 

i - - - 2 + 0 / = » p = 2 A <p=ff 

Luego 

w z — ln < - 2í ~ ln ¿ ~*~ i {• 

— ln 2 + i i + 2k)s I 

>p = 22*5° = 5 \ 
P = \ "2 " - r " 4 

Entonces 

In z = ln e + i { 5 y + 2 k tt ) = 

= 1 +i(_S X + 2 A - * ) 

Los valores principales son, respectivamente, ln 2 + í n y 1 + 5 -~- / 
4 

11.13. EXPONENCIAL COMPLEJA GENERAL 

Sean z, y z2 tales que zx =£• 0. Estamos interesados en la determinación de la 

exponencial compleja 
z. 

W = Z i 
# • 

Aplicando logaritmos en tase natural 

in w — , : : ln Z ! 

Por definición de logaritmo 

»̂ tai. 
w = e • 1 

Ejemplo 11-14, 

Hallar el valor principal de la exponencial 



Calculamos 

IzL _ j C i _ r 0 2 _ _ L z i t - J L • 
\+i = (1 -i) " ~ 2" " ~ _ í 

Entonces 

z=(-0' = > l n z = / l n ( - / ) (1) 

A1 complejo - i le corresponden 

p = V ^ + T " i ) r = l A ^ = 3 ^ " 

Entonces r ir 
!,. • - \ - l« t -i- ; ! 3 4- "> k 
u* v t / ~ • , ~ - • 

-- Í j 3 ~- + 2 A: ?r I 

Sustituyendo en (1) tenemos 

In r = - 3 4- - 2 A 7T 

Por definición de logaritmo resulta 

- 3 — 2 h ir 
z = e 

Siendo el valor principal 

V.p. z = t» 

11.14. RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD 

11.14.1 Concepto 

En el ejemplo 11-11-ii) hemos determinado las raíces de orden 3 de la unidad, es 
decir, las tres i a ices cúbicas de 1. Tales raíces son 

i , . V'3~ + . v T 
w-'o = 1 vv, = T + ' V u 's = - •— - ' ~ 

Las dos últimas no son raíces de la unidad de un orden menor que 3, pero la 

primera sí lo es, puesto que 

V T = 1 y v T = ± i 

Por este motivo se dice que wx y w2 son raíces primitivas de orden 3 de la unidad; 
en cambio, w0 = 1 no es raíz primitiva de orden 3 ni de orden 2, sino de orden 1. 

Sea Gn el conjunto de las n raíces «-simas de la unidad. Un elemento genérico de 
G„ es 

2 k rr , . 2 A' <r 
w f e = cos + i sen = e 

2 kn 

donde k = 0, 1, 2, . . . , « — 1. Por definición de raíz H-sima, los complejos wk 

satisfacen la condición w£ = 1, y son tales que (G„ , . ) es un grupo multiplicativo 
abeliano. Esta situación ha sido tratada en el ejemplo 8-12. en el caso particular en que 
H = 3. 

Definición 

El elemento wh e Gn es una raíz primitiva de orden n de ia unidad »i > sótu si ¡iu 
es raíz de 1 de un orden menor que n. 

El conjunto de las raíces cuartas de ia unidad es G4 = - 1 , /. — 1 . — i •. De acuerdo 

con la definición y con el conocimiento de G t . G¡ K G 3 . podemos decir que / y •-/ »m 
raíces primitivas de orden 4 de la unidad. Los resultados 1. i. - 1 y -/ se obtienen de 
la fórmula general al tomar Arlos valores 0. 1. 2 y 3, respectivamente. Observamos aquí' 
que si k es coprimo con n. entonces la raíz w f e es primitiva. Tal es el caso de u-, y u 3 . 
para n = 4. La demostración de esta propiedad es el objeto de lo que sigue. 

11.14.2. Propiedad. El compiejo H% e G„ es raízm-sima de la unidad si y sólo si 
n km. 
Demostración) , , , , 2 f e . 

Sea wk = cos — + i sen — e e G „ . Entonces 

mrx m , 2 k. m x 2 k mn 
u f c = v i <=» vi fe = i «» cos * i sen — I <=> 

n n 
^ 2 km T: , 2k m n n eos • = 1 A sen = 0 «* 

n n 

•» .1. ^2nq A qeZ *> n n i 

km , , , 
n 

11.14.3. Propiedad. Sea 0 < k < n. Entonces wh e Gn es una raíz primitiva de orden n 
de la unidad si y sólo si n y k son coprimos. 

I) n y k son coprimos => wk es raíz «-sima primitiva de 1. 
Sea H'FE una raíz «?-sima de la unidad. Entonces, por 11.14.2.. se tiene que n I km y 

como n y k son coprimos, resulta n ¡ m, de acuerdo con lo demostrado en el ejemplo 
9-8-ií). Ahora bien, siendo n y m números naturales y n I m. es n <. m. y en 
consecuencia vt'fe no es raíz de la unidad de un orden menor que ti. o loque es lo 
mismo. wk es raíz primitiva de orden n de 1. 



M) wk es raíz «-sima primitiva de 1 =*• m.c.d. (n , k) = 1 

Supongamos que n y k no son coprimos, y sea d su m.c.d. positivo. Por definición 

de m.c.d. se tiene 

d | ii A d | A =* ,i - dn' A. k - dk' donde m.c.d. ( / ; ' , * : ' ) - i 

Sustituyendo estos valores en la expresión de wk resulta 

2dk'« . . 2dk'n 
W'b=COS r-— +/sen —•;—;— = n a n a n 

2k'n ^ ; 2k¿n 
Sí' • f¡-

Como ri y k' son copamos se deduce que wk es raíz de la unidad de orden >t' < n. 
lo que contradice la hipótesis. Luego debe ser med in , k) •- i 

Ejemplo 11-15. 

Determinar las raíces primitivas de orden ó de la unidad. 
Las seis raíces sextas de 1 están dadas por 

2kir , . 2kn 
wh = eos — - — T t sen 

o n 

con k = 0 , 1 , 5 

De acuerdo con 11.14.3. I) elegimos k de modo que m.c.d. <n,6) = 1 y se obtiene 
k — 1 o k = 5. Las raíces primitivas pedidas son, entonces 

2rt 2n 
«• = eos ——- + i sen — ~ -• 

o o 

= eos - j + í sen - y = eos 60° + i sen 60° = 

JO JT 1 0 -

t« í-i 

« eos « + Í sen ^ f - = eos 300" + ¡ sen 300" 

1 • V T 
= eos 60° - i sen 60° = •_: ~ z — 

TRABAJO PRACTICO 

11-16. Dado* los números complejos 

- 1 

11-17. Determinar los complejos z en cada uno de los siguientes casos 

a) (1 4-;') 4 r = — / c)' z = {— /) (1 + /) 

bi z = i{ \ +¡) d) iz={] + ; ) t ! ) 

11-18. Obtener z en los siguientes casos 

a) : = ( l + v T í ) ( V Í + 0 

b) z = (VT4- y T t ) 2 - V6 í 

c) z = (y/2 4- V 3 í ) (V3"~ y/2 i) 

í 1 V3 V 
d ) 2 = ( - - ^ - + / — J 

11-19. Resolver las siguientes ecuaciones en z 

a) iz = 1 c) (2 — i)z = i 

b) ( i + / ) . - = 1 d) ~~=i 

/1-20. Expresar z en la forma binómica 

v - v ^ / , 

(3 - ¡i i : + / ) i + 
b) 

i 

11-21. Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones en C 

a ) z 2 = 2 í b)z2 « - 3 - 4 / c ) z 2 = 2 \ / 3 + 2 / 

/7-22. Obtener la forma polar de los siguientes números complejos 

a ) r , =-s/j4-,- C ) 2 j = _ ] _ , -

b l z 2 = ~ 2 - 2 V J / d ) z 4 = - 3 í 



//-2.Í. Efectuar en forma polar las operaciones que se indican con relación a los 
complejos del ejercicio anterior 

a) z, c) z ¡ r 

b) r 2 z 3 d) zl

3° 

11-2-1. Calculara * siendo 
- = — , — l + i"! + V 2 / 

//-25. Probar que si / t.v) = ax 2 + 6x + c donde a, A y c son números reales y z e C es 
ia: .]:!'? ' < r) = 0. *ntortees fir) — 0 

/ / 0 6 Dado - - 1 + sen a + / cos a, determinar r2 — r ! 

;/-27, Determinar ios números reales a y 6 sabiendo que 

( - 1 + i)a + (1 + 2i)b = 1 

/ I-2S. Resolver ia ecuación en C 

(.- -- 1 - /) U - \ + i) i: + 1 + i) (-- + 1 - 0 = 5 

i 1-29. Resolver la ecuación en C 

x 2 + (— 2 — 2 /) x = 3 - 6 / 

¡ ¡-J0. Resolver ei siguiente sistema de ecuaciones en C 

r (1 + /) x - ¡y = 2 + i 

1J2 +i)x + 12 - / )> • = 2/ 

! l-.il. Demostrar 
a) ü conjugado de! opuesto de todo complejo es igual al opuesto de su 

conjugado. 
bi El conjugado de la diferencia de dos complejos es igual a la diferencia de 

los conjugados. 
c) El módulo de la diferencia de dos complejos es mayor o igual que la 

diferencia de los módulos, 
di El conjugado del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus 

conjugados. 

e) fcl módulo del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus módulos. 

/1-32. Sean los compiejos no nulos z y z'. Demostrar 
' . ¡ r l " 1 \z-z'\\z'\-1 = ¡ z - 1 - z ' " 1 ¡ 

11-33. Demostrar 

\z + z f +\z7z'\2 = 2 ¡ r ¡ 2 + 2 ¡ z ' l 2 

/ / -?/ . Demostrar por inducción completa 

í cos x + i sen x ) " = eos ax + / sen nx 

/1-35. Utilizando la fórmula de Do Moivre demostrarlas siguientes fórmulas 

i ) sen 2 x = 2 sen x cosx 

cos 2 x = eos2 x - sen2 x 

" ' sen 3 x = 3 eos2 x sen x - sen3 x 

cos 3 x = eos3 x - 3 cos x sen2 x 

11-36. Sabiendo que los complejos 1, w y w2 satisfacen la relación x3 = 1, verificar 

¡ ) (1 + H ' 2 ) 4 = W 

" ) (1 - w + vv 2) (1 + w - w 2 ) = 4 

11-37. Determinar algebraicamente las raíces cuadradas de los siguientes complejos: 

i ) z = - 15 - 8/ 

ii ) z = 5 - 12 i 

iii) Z = 8 + 4 y/Ti 

11-38. Resolver las siguientes ecuaciones en C 

i ) x2 - ( 2 + Í ) X + 3 + Í = 0 
ii ) x 2 + ( - - 3 + 2 i )x - i = 0 

11-39. Determinar y representar las raices que se indican 

i ) V l - i ü ) \Z~ 7 7 w)\fT iv) 

11-40. Determinar los logaritmos naturales de los siguientes complejos 

i ) Z = y/1 -y/Ji 

ii ; z - - ei 

iii) z = 4 

11-41. Determinar los valores principales de las exponenciales siguientes 
i ) w = (,/2~_,-)»-' 

ii ) w = (3 

iii) vv = (l - / ^/3)Vi 

11-42. Obtener el valor principal de z en los siguientes casos 

i ) ( l - i ) * = l 

11-43. Resolver las siguientes ecuaciones 

' ) x 2 i - 2 x ' ' + 2 = 0 

ü ) x ^ - x ^ + l - O 

http://l-.il


11-44. Determnar los conjuntos de puntos del plano que satisfacen a las siguientes 

relacior.es 

i ) Re(z) = ~2 

i i ) - 2 < / / » ( z ) < 3 

iii) |z + 11 > 2 

iv) - 0.5 < Re (z) < 0,5 A ¡z¡ = 2 

v) j < A r g z < 3 -j A ¡ z | < 2 

vi» - - I +:'•: = ,? 

/,'-45. Determnar analíticamente y gráficamente los subconjuntos de C que verifican 

i ) i: + 1¡ - t - l z - 1| = 3 

i i ) |r + í | | z - r | =c2 

11-46 Calculai 

1 + 2 eos x + 2 eos 2 x + . . . + 2 eos nx 

¡1-47. Verificarla identidad 

z + w i 2 + w i 
| — ^ - z w j + i — 2 + ' w j - ¡ r ¡ + i H ' I 

11-48. Dado z = - 1 + 2 i | + vT7, hallar l n z . 

11-49. Demostiar 

ez - ew «* z - w — 2 n tr í A « e Z 

/ /-ífl . Se definen 
« , — iz iz —iz 

e +e e -e 
eos z = , sen z = — 

Demostiar 

í ) eos z = eos x ch y - i sen x sh y 

v } sen z = sen .v ch y + i eos .v sh y 

fl-5l. Determinar U>s¡ coniitntos de puntos del plano que verifican 

i i ) I r l 1 -z + z 

iii) 2 - Z " ' = 0 

iv) z"' + z - 0 

v ) z + z"' e R 

Vi) Z = P 
vii) | : + / | = |z + 2 Í | 

/1-52. Obtener los siguientes complejos 

a) z = 2 i b) z = w r 
k-o k=l 

11-53. Los complejos no nulos Zi y z2 son tales que 

Izi + z 2 | = |z,! + | z 2 | 

Demostrar que z, = a z2 para algún ce e R+ 

11-54. Calcular z4 siendo 

¡ i 3 = j - V 3 + ¡"f' 

sen á — i sen a 

1 + / 

O Í I a e R - 0 «ia- < 2 

i i i ) z = 
V i - / 

/ M i . Demostrar > 

i ) Re {zw + zw) ~ zw + zw 

u ) l¡n {zw — z~\v) — zw — zw 

¡1-56. Demostrar que si w es raíz cúbica primitiva de i. entonces 
( l - w ) ( l - w 2 ) = 3 

11-57. Sea w una raíz «-sima primitiva de 1 y n > 1. Demostrar 

2 w f e = 0 

fc = Q 
/1-58 Sabiendo que n = 3 k. demostrar que 

r i . . V J > « r i . \ / 3 v _ T 

http://relacior.es


Capítulo 12 

POLI NOMIOS 

12.1. INTRODUCCION 

A partir de la definición de polinomio formal de un anillo con identidad, se llega al 
. ncepto de anillo de polinomios formales de un anillo con una indeterminada, y al 
, !<o particular de dominio de integridad de polinomios de un cuerpo. En esta 
. .iructura se estudian la divisibilidad, los ideales y ía factorización. El capítulo se 
. ompie ra con el tratamiento de los polinomios reales y complejos. 

12.2. ANILLO DE POLINOMIOS FORMALES DE UN ANILLO 

12.2.1. Concepto 

Sea (A , +• , .) un anillo con identidad. 

Definición 

Polinomio formal del anillo A es toda función P : N„ - * A que verifica P («) = 0. 
salvo para un número finito de elementos de N 0 . 

El dominio de la función es N0 =|o . 1 , 2 , . . .) , > la imagen de todo /e N0 se 

escribe P(í') = a¡ . La definición dada caracteriza a todo polinomio formal como una 
sucesión de elementos de A cuyos términos son nulos a partir de cierto índice.VEs usual 
identificar a un polinomio formal en términos del conjunto ordenado de las imágenes, 
lo que conduce a la siguiente notación 

P = ( a 0 . « i a „ , 0 , 0 , . . . ) 

El hecho de que P (n) — an sea distinto de cero no significa que deba ser P (/) = a¡ 
distinto de cero para /' < n. 

En particular, la función nula, definida por P (i) = 0 cualquiera que sea í e N0 se 

llama polinomio nulo, y lo indicaremos así: 

Definición 

•Grado de un polinomio no nulo es el mayor entero n que satisface P (ti) ¥= 0, 
El grado de todo polinomio no nulo se identifica con el índice del último término 
distinto de ceio de la sucesión que lo define. Convenimos, además, que el polinomio 
nulo carece de grado. Algunos autores le atribuyen grado — 1. En otros casos se le 
asigna grado infinito. 

Ejemplo 12-1. 

Determinamos los grados de los siguientes polinomios de los anillos que se indican 

i ) El polinomio P : N0 -*-Z< definido por 

P ( 0 ) = T , P < f ) = P ( / - l ) + 7 s i /= 1 .2 .3.P<0 = 0 s i i > 3 

es P = ( T , T , J , T , 0 . " 0 . . . . ) 

siendo grado de P = g P = 3 

ii ) El polinomio Q : N0 -*Z tal que 

1—2 si n—A 

Q í n ) = < 
) 0 si n * 4 

es la sucesión 
Q = ( 0 , 0 , 0 , 0 . - 2 , 0 , 0 , . . . ) 

y tiene grado 4. Todo polinomio con a lo sumo un término no nulo se llama 
monomio. 

iii) Si el anillo es (R 2 x i , + . . ) y definimos 

R : N 0 -»-R2 * 2 mediante 

R(0) = [ ¿ ° ] = 1 R ( l ) = [ ¡ J-]=A 

y R («) = ĴQ Q J = N para todo n > 1, entonces 

R = (I , A , N , N ) 

tiene grado 1. 

12.2.2. Anillo de polinomios formales del anillo A 

Sea P el conjunto de todos los polinomios formales del anillo A. Es decir 

P = { P / P : N 0 - * A J 

En P definimos la adición y multiplicación mediante 



I . P + Q : N c ~> A es tal que 

( P + Q ) (n) = P ( " ) + Q ( n ) 

I I . P . Q : N c A es tal que 

< P . Q ) ( / i ) = f i P (OQ (« -0 

Ejemplo 12-2. 

Sean P - fe , a¡ , a 2 0 , O . O , . , .) y Q = (b0 , 6, . b2 . b3 , O , O , . . . ) . 
donde gP = 2 y gO = 3. De acuerdo con las definiciones dadas se tiene 

i > s = p + o 

siendo c, = S (i) - (P + Q)(¡) = P( i ) + Q (/) = a¡ + 6,- para todo ¡ e N 0 . 

Entonces 

S = P + Q = (a 0 + ¿ 0 , a t + ¿ , , a 2 + b2, b3, O, 0 , . . . ) 

Siendo g(P T Q ) = 3 

i i ) R = P. Q se obtiene de la siguiente manera: 

c0 = R(0) = (PQ)(0) = Í P ( 0 Q ( 0 - 0 = P(0)Q(O) = ao b0 

c, = R(1) = (PQ)(1) = ¿ P (OQ ( 1 -0 = 

i=0 

= P ( 0 ) Q ( I ) + P ( l ) Q ( 0 ) = a 0 * i + « i °o 

c2 = R (2) = (PQ) (2) = ¿ P (0 Q (2 - 1 ) = 
í=0 

= P(0)Q(2) + P ( l ) Q ( l ) + P ( 2 ) Q ( O ) = a o b 2 + a , í > , + a 2 b 0 

El término genérico del producto es 

k k 
Cu * £ Pt / )Q ( * - * ) • 2 « ¡ é s - j 

Por ejemplo 

cs = e 0 6 5 + a ¡ 6 4 + a 2 ¿ 3 + a 3 b2 +a* ¿>s + a s ¿>0 

En nuestro ciso se reduce a 

c¡ =a2 b3 

Pero c6 = c7 = . . . = O 
. El grado del producto es 5 s i a 2 b3 # 0, es decir, si el anillo no tiene divisores de 

cero. 

Ejemplo 12-3. 

Efectuar la suma y el producto de los polinomios de Z6 

P = (2 , 3 ,15 , 0 ,0 , . , . ) 

y Q = ( 0 , 1 , 2 , 0 , 0 , . . . ) 

i )P + Q = ( ^ í , T , 0 J 0 , . . . ) y ¿r(P + Q) = 2 

i i ) PQ - ( 0 , 2 , 1 , 0 , 0 , . . ) y g(? Q ) - 2 

Se verifica que (P , +) tiene estructura de grupo abeliano siendo neutro para la 

adición el polinomio nulo, y si inverso aditivo u opuesto de cada polinomio P es el 

polinomio — P definido por (— P) (n) — — P(«) . 
El producto es asociativo en P. con identidad 

1 : N 0 -*• A tal que 

f 1 si n = 0 

1 («) = < ' 

[ 0 si / i # 0 

Es decir 

1 = 0 , 0 , 0 , . . . ) 

yaquePeP =»• Pl = 1P = P 
Además, el producto es distributivo respecto de la suma a izquierda y a derecha 

(P + Q) R = PR + QR 

R (P + Q) = RP + RQ 

En efecto, utilizando las definiciones de multiplicación, de adición, propiedades de 
la sumatoria, y del anillo A se tiene 

[(? + Q) R] (n) = £ (P + Q) (0 R (n — i) = 

i 

= 2 1P(0 + Q R ira - £') ~ f [P (¿) R in - 1 " ) + O i i) R (n - ñ l = 
•»r> * ' 1=0 

= 2 P (2) R (n — í) + Z Q ( i ) R (n — i ) = (PR) (n) + (QR) («) -

= (PR + QR)(» ) 

Las consideraciones anteriores nos permiten afirmar que la terna (P , + , .) es un 
arillo con identidad, llamado anillo de los polinomios formales del anillo A. 

El polinomio X = ¿0 , 1 , 0 , 0 , . . . ) recibe el nombre de indeterminada. Nos 
proponemos expresar a todo polinomio formal del anillo A, en función de la 
indeterminada X y de los elementos de A. 



Definimos primero ia función 

/ : A - * / > mediante f(a) = (a , 0 , 0 ,. . .) 

Esta definición caracteriza un morfismo inyectivo de A en P, es decir, un 

monoinorfismo. En consecuencia, / es un isomorñsmo de A en / ( A ) C P, lo cual 

permite identificar a cada elemento a e A con su imagen /"(a) e P. Desde este punto de 

vista, podemos decir que A es un subanillo de P. 
Definimos X o = ( 1 . 0 , 0 , . . . ) y X " * 1 = X h X 

Resulta 

X 2 = XX = ( 0 . 0 . 1 . 0 . 0 . . . .) 

Esto significa que V m € N0 se tiene 

) 1 si n = m 

X'" :\-*P tal que X m |n) - < 
| 0 si n^m 

Entonces, teniendo en cuenta las definiciones de adición y de multiplicación. Las 

sucesivas potencias de ia indeterminada X y el isomorfismo indicado, todo polinomio 

P t P puede expresarse 

P = ÍU0. a t a,,. 0. 0. . . . i = 

= t a 0 . 0 . 0. . . .) + (0 .a,.0. 0. . . . ) + . . . + ( 0 a „ , 0 , 0 . . . .) = 

= ( í7 0 , 0 , 0. . . . ) < 1 .0 .0 . . .> + ( a ¡ . 0 , 0. . . ) ( 0 , 1 , 0 , 0 , . . .)-*-

+ ( a : . 0. 0. . , . ) ( 0 . 0 . 1.0. 0....) + . . . + (a„. 0 . 0 , . . .1(0 0,1,0.0....) = 

- j 0 X , J - r j , X ' + a 3 X 1 + . . . + an X" - t a¡ X'' 

En lo sucesivo, en lugar de X o = ( i , 0 , 0 , . . . ) = 1 escribiremos 1 , omitiremos los 
términos del tipo 0 X " y I X " será sustituido por X" 

Se tiene 

£ a ,X ' '=a r , X* + a „ _ , X n _ 1 + - . . . + a, X + a 0 

Siendo an el coeficiente principal y a0 el término independiente. 

El anillo ce polinomios de A en la indeterminada X suele indicarse mediante el 
símbolo P = A [ X ] . Los elementos de A [X] se llaman polinomios en X con 
coeficientes en el anillo A. En particular, los elementos de A C A [X] se llamln 
constantes. Si gP = «. entonces an se llama coeficiente principal. Un polinomio con el 
coeficiente principal igual a 1 se dice que es mónico. 

De acuerda con las definiciones de las operaciones en A [ X ] , se verifican las 
siguientes proposiciones: 

i ) El grado de todo polinomio no nulo es igual al grado de su opuesto. 

í ( - P ) = í P 

i i ) El grado de la suma de dos polinomios na nulos es menor o igual que el 
mayor de los grados. 

*(P + Q ) < m á x { í P , í Q } 

iii) El grado del producto de dos polinomios, si es no nulo, es menor o igual que 
la suma de los grados. 

g(PQ)<gP+gQ 

Ahora bien, si A es un dominio de integridad, entonces A[X] también lo es, y se 
verifica que el grado del producto de dos polinomios no nulos es iguai a la suma de los 
grados, o sea 

g(PQ)=gP +'gQ 

Ejemplo 12-4. 

En Z5 [ X ] se consideran los polinomios 

A = 3 X2 + T X + ! B = 3 X + T y c = T x 3 + T x + I 

Obtener el polinomio AB — C. La mecánica de las operaciones entre polinomios en 
la indeterminada X con coeficientes en el anillo se realiza en la forma habitual 
aprendida en la escuela secundaria. 

A: 3 X 2 +TX +T 
B: 3 X +T 

7 X 3 + 2 X 2 + 4 X 

l X 2 + 7 X 4-2 

A 6 : 7 X 3 + 0 X 2 + 0 X + T 

El inverso aditivo de C es — C = 4 X 3 + TX + 3" 
Y resulta AB - C = 0 X 3 + 0 X : + TX + 0 
Es decir, AB - C = X. 

12.3. ANILLO DE POLINOMIOS DE UN CUERPO 

Como todo cuerpo K es un dominio de integridad, el anillo de polinomios de K, que 
denotamos con K [ X j . es un dominio de integridad, pero no es un cuerpo. En efecto, 
no todo polinomio no nulo admite inverso multiplicativo. Demostramos a continua­
ción que únicamente los polinomios de grado cero son inversibles. 



Teorema. Un polinomio de K [ X ] admite inverso multiplicativo si y sólo si es de grado 
cero. 

Demostración) 
Sea P e K [X] un polinomio con inverso multiplicativo. Entonces, existe Q e K [X] 

tal que 

PQ = QP = 1 

Por ser K [X} un dominio de integridad, se tiene 

g¥ i-gQ ~g\ - ü 

Y como los grados son enteros no negativos, resulta 

Recíprocamente, si g? = 0 entonces P = a0 0. 
Y, como a,, es un elemento no nulo de K, admite inverso multiplicativo Es 

decir, existe 

P" ! = </0" 

12.4. DIVISIBILIDAD EN EL DOMINIO K [X] 

12.4.1. División de polinomios 

Teorema. Dados dos polinomios A y B en K [ X ] , siendo B no nulo, existen y son 
únicos dos polinomios Q y R, que verifican 

i ) A = BQ + R 

i i ) R = 0 v í / R < £ B 

Demostración) 
Sea¿/B -m. Se presen i. n los siguientes casos: 

i A •-• 8 v f A < m ~ Q = 0 •• p - A satisfacen las condiciones de la 
i e SÍ ¿. 

11. gA - n > tu ~gti 

Sean 
n m 

A — 1 a¡X' y B - I ¿>, X' 

Entonces an # 0 y bm=£0 

A expensas de A y de B podemos generar un polinomio de grado menor que A o 
bien el polinomio nulo, restando de A el producto de B por un polinomio 
conveniente del tipo cpX

p. 

En efecto, sean 

Q, = x " ~ m y A , = A - Q , B 

Resulta Ai = 0 v gA, < gA, pues el polinomio Q Í B es de grado n y su 

coeficiente principal es a„. 
Si A¡ ^ 0 y gAi > g B , el procedimiento puede reiterarse obteniéndose A2 tal 

que 

•\; -0 v gA. <gAx 

En general, si A, ¿ 0 ¿A, 3»g&. llamando 

i 

A¡ = Z c( X' con t't 4- 0 

se definen , 

Q y i = £ - x f - " ' 

y 

A i + 1 = A , - Q J + 1 B 

Los enteros no negativos gA, gAu gA2, . . . forman una sucesión decreciente y 

en consecuencia se llega a la existencia de A>, tal que 

AH = 0 v gAh <m 

Resulta 

A f t = Ah-1 — Qh B = Ah_2-(Qn + Q „ _ , ) B = . . . = 

= A ~ ( Q , + Q 2 4 > . . . + Q h ) B 

* h 
Entonces.llamando R x Ah y Qa I Q, se verifica 

A - 8 ü T R - »R -- 0 w g R < # 8 ) 

La demostración de las unicidades de Q y R se proponen como ejercicio. 
Los polinomios Q y R, que verifican el teorema, se llaman el cociente y el resto 

de ¡a división de A por B. 

Ejemplo 12-5. 

Obtener el cociente y el resto de las divisiones de los siguientes polinomios de 
R [ X ] 

i ) A = X 4 + X2 + 1 B = X 2 4- X + 1 



La operación se realiza en la forma habitual ordenando ambos polinomios según las 
potencias decrecientes de X y completando el dividendo. 

X 4 + X 2 + 1 [ X 2 + X + 1 
/3 

X I 1 

- X 3 + 1 

- X 3 - X 2 - X 

X 2 + X + 1 

X 2 + X 4- 1 

o 

i A = - - 4 - X B = —• X + 2 

- V x 3 14-x-

x 3 - 4 X : - : x 2 + 1 6 x - t : s 

4 X= 

4 X 2 + 32 X 

-- 32 X 

- 32 X - 256 

256 

12.4.2. Caso particular 

Si el dividendo A es de grado n y el divisor es de grado 1, es decir B = í? t X + b0, 
¿tronces, de acuerdo con el algoritmo de la división, el cociente Q es de grado n - 1 y 
el resto es e: polinomio nulo o bien de grado cero, es decir, puede identificarse con una 
constante en K. y se tiene 

A = B . Q + r 

En el caso en que el divisor sea de primer grado y mónico es posible obtener e l . 
cociente y el resto, mediante el procedimiento conocido como Regla de Ruffini. 

Sean A = a„X" + an_,X""1 + an_2X
R~2 + . . . + a ,X +70 

5 Ii - X t btJ = X - a, siendo a = - b0-

Entonces, los coeficientes del cociente y el resto, que se Obtienen utilizando el 
procedimiento indicado en 12.4.1., son 

1 -a„ 

<-'n-2 = «n - i a 

Cn- 3 2 +Cn-2<¡ 

c0 = a, 4- c, a 

y r = aQ + cQ a. Estos resultados pueden lograrse con ia siguiente disposición práttica 

a„ an„ i an„2 . . . a, a0 

-+-

acn_ i a f „ _ 2 . . . aí'i ac 0 

•3 . 'O 

Ejemplo 12-6. 

Mediante la regla de Ruffini, obtener el cociente y el resto de la divisiór. de 
A = — X 3 + 2 por B = X — 2 

- I 0 0 2 

- 2 - 4 - 8 

Resulta 

1 

Q = - X 2 - 2 X - 4 y r = ~ 6 

12.4.3. Relación de divisor en K [X j 

Por definición, el polinomio B es divisor de A si y sólo si existe C tal que A = BC. 
Se dice también que A es múltiplo de B. Si B¥=0, entonces la definición anterior 
equivale a decir que el resto de la división de A por B es el polinomio nulo. 

Se verifican las siguientes propiedades 

i. Si un polinomio es divisor de otro, entonces es divisor de su producto por 
cualquier polinomio. 

AÍB =*A¡BC 

I I . Si un polinomio es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma. 

A|B A A|C =» AIB + C 

I I I . Si el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo polinomio no aulo, 
entonces el cociente no vana, pero el resto queda multiplicado por dicho polinomio. 

Hipótesis) A j j ^ C * 0 Tesis) AC ¡ B C . 

R O RC Q 



Demostración) 
Por hipótesis 

A = BQ + R y R = 0 V gR<gB 

Multiplicando la primera igualdad por C, utilizando la distributividad, asociatividad 
y-, conmutatividad en K. [ X ] , se tiene 

AC = BQC + RC = (BC) Q + (RC) (1) 

Por otra partí 

g í RC) = j»R i-gC <gü - gC-g i BCi -. RC ~ 0 !~¡ 

Las proposiciones Í I ¡ y (2) verifican la tesis. 

Ejemplo 12-7. 

Dados A = I X3 + 2 X + 1 y B = 2 X — 4. obtener el cociente y el resto 
4il izando ia regia de Rul'fini. Teniendo en cuenta la propiedad I I I . podemos apl'car la 

regia dividiendo A y B por 2, es decir, multiplicando a ambos por el polinomio 12.a 
fin de que el divisor sea mónico. 

Entonces A = 2 X3 + X + y ~\- B=X 2 

2 0 1 
1 
2 

2 4 8 18 

2 4 9 
37 

Resulta 

1 37 
Q - 2 X 2 + 4 X + 9 y ~ R = ~ es decir R= 37 

12.5. IDEALES DE K, [Xj 

De acuerdo con 9.6.2., el subanillo 1 de K. (Xj es un ideal si y sólo si 

A e I A P e K [X] =» AP e I 

Ideales triviales del anillo K [X] son el mismo K [ X ] y el conjunto cuyo único 
elemento se reduce al polinomio nulo. Este se llama ideal nulo de K [Xj . -

Teorema. Todo ideal de K [X] es principal. 

Demostración) 

Se trata de probar que todo ideal de K [X] está generado por un único polinomio. 

Distinguimos dos casos ' 

i ) Si I es el ideal nulo, entonces está generado por el polinomio nulo, y en 

consecuencia es principal, 

i i ) Sea I ^ { o } un ideal no nulo de K [X] . Entonces existe en I un polinomio no 

nulo. Como los grados son enteros no negativos, de acuerdo con el principio de 
buena ordenación, I contiene a un polinomio de grado mínimo. Sea és teB. Ahora 
bien, si A e I, por el algoritmo de la división, existen en K ( X | dos polinomios Q y 

A - BQ + R y R = 0 v gR < gB 

O sea 

R = A - BQ 

Por definición de ideal 

A € I A B e l =* A e 1 A BQ e I =» A - BQ e I =* R e í 

Como B es de grado mínimo en I, no puede ser gK <gB, y en consecuencia R = 0. 
Es decir 

A = BQ 

Esto significa que I está generado por el polinomio B, de grado mínimo, o. lo que es 
lo mismo. I es un ideal principal. 

12.6. FACTORIZACION EN K [ X ] 

12.6.1. Máximo común divisor 

Sean A y B dos polinomios no simultáneamente nulos del dominio de integridad 

principal K [K]. 

Definición 

El polinomio D es un máximo común divisor de A y B si y sólo si es divisor de 
ambos y. además, múltiplo de todo divisor común. 

[ D I A A DIB 

D esunm.cd.de A y B <* < 
[ D'IA A D'|B => D'|D 

Teorema. Todo máximo común divisor de dos polinomios A y B es una combinación 
(ineal de los mismos con coeficientes en K [X] . 
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f icmostración) 
Sea I el ideal de K [X] generado por los polinomios A y B. 

Es decir 

I = { P A + Q B / P e K [ X j A Q e K [ X ] } 

Como *.odo ideal de K [ X ] es principal, I está generado por un polinomio D de 

grado mínimo, es decir, existen S y T en K [X] tales que 

D = SA + TB (1) 

A = I . A + 0 . b A B = 0 . A + 1 . B -»• A e l A B e l 

O sea. A y B son múltiplos de D. o lo que es lo mismo, D es un divisor común de A 
v 3. 

Sea ahora 

D A \ D 'IB => A = MD' A B = ND' 

Sustituyendo en (1) 
D = SMD' + TND' = (SU + TN) D ' 

Luego 
D'ID 

En consecuencia, D = SA + TB es un máximo común divisor de A y B. 

Propiedad. Si D y D' son máximos comunes divisores de A y B, entonces existe 

n e K tal que D = aD'. 

Demostración) 

Por ser D' un m.c.d. de A y B, se verifica 

D'IA A D'IB 

Y como D también lo es, se tiene 

D'|D 

Por definición de divisor existe R en K [X] tal que 

D = D'R -

Por grado del producto 

gD=gD'+gR 

Y como los grados son enteros no negativos, resulta 

gO>gD' (1) 

MAXIMO C O M U N D I V I S O R 3 9 J 

Análogamente 

gD'>gD (2) 

De (1) y (2), por la antisimetría de la relación de mayor o igual, es 

gD=gV 

O sea, gR = 0. Esto nos permite identificar al polinomio R de grado 0. con una 
constante no nula a, de K. 

Luego 

D = aD' 

Siendo todos los m.c.d. de A y B del mismo grado, convenimos en llamar máximo 
común divisor de A y B al único m.c.d. mónico. y escribiremos m.c.d. (A , B) 

Ejemplo 12-8. 

Determinamos el m.c.d. de A y B en los siguientes casos 

i ) A = 3X 3 - B = 4 X 2 en Z, [X] . 

Resulta m.c.d. (A y B) = X 2 . 

i i ) A = - 2 X2 4- 2 X B = VT X - v ' T e n R [ X | 

Se tiene m.c.d. (A y B) = X — i. 

12.6.2. Determinación del m.c.d. por divisiones sucesivas 

La propiedad demostrada en 9,14.2. es válida en K [X] y nos permite afirmar que el 
m.c.d. de los polinomios A y B es igual al m.c.d. entre B y el resto de la división de A 
por B, siendo B =*=• 0. 

El esquema de las divisiones sucesivas propuesto para los enteros en 9.14.3. adopta 
aquí la forma análoga siguiente 

Q i * Q-2 Q „ - i Qn Qn*l 

A B Ri R n - 1 R* 

Ri R: Rn 0 

En consecuencia 

m.c.d. ÍA , B) = m.c.d. (B , R,) = m.c.d. (R, , R 2 ) = . . . = m.c.d. ( R „ _ , , R„) = 

= m.c.d. (R„ .0) = R„ 

siendo R„ el último resto no nulo de las divisiones sucesivas. 



Ejemplo 12-9. 

Determinar el m.c.d. de A = X5 + X3 - 2 X2 + X - 1 y B = X4 - 2 X + 1 
por divisiones sucesivas. 

X X X 2 + X + 1 

X 5 + X 3 - 2X 2 + X - I X a ~ 2 X + 1 X 3 - 1 X - i 

X 5 - 2X 2 + X 

X 3 - í 

X 4 - X 

- X r i 

X - l 

X 3 - X 2 

X : - í 

X 2 - X 

X -- 1 

X - 1 

0 
Resulta m.c.d. (A . B) = X — i. 

12.6.3. Polinomios coprimos 

Sean A y B dos polinomios no simultáneamente nulos de K [ X ] . 

Definición 

Los polinomios A y B de K [X ] son coprimos si y sólo si todo divisor común de 
A y B es inversible. 

Equivalentemente, podemos decir que A y B son coprimos si y sólo si todo m.c.d. 
de A y B es de grado cero. Como el polinomio mónico de grado cero es 1, se tiene 

A y B coprimos m.c.d. (A y B) = 1 

En consecuencia, de acuerdo con el teorema 12.6.1,, resulta 

Ejemplo 12-10, 

En R [X] se consideran los polinomios 

A = X 3 - X 2 y B = X - 1 

Por el algoritmo de ia división existen 

Q = X 2 + 2 X + 2 y R = 2 

tales que 

. X 3 + X = (X 2 + 2 X + 2) (X - 1) + 2 

Entonces 

( X 3 + X) - (X 2 + 2 X + 2) (X - 1) = 2 

O sea 

\ ( X 3 + X ) + ( ' - 4 r - X 2 - X - l J ( X - 1 ) = 1 

Es decir, heñios expresado al polinomio 1 como combinación lineal de A y B con 

coeficiente* S - 4- >' T - — X: - X- 1- de lo que se deduce que A y 8 son 

CUDf!iT:OS. 

12.6.4. Polinomio primo o irreducible 

Sabemos que los únicos polinomios inversibles de K [Xj son las constantes no nulas 
de K. Dado A = X + 1, ocurre que las únicas descomposiciones de A en el producto de 
dos polinomios P y Q son tales que P es inversible o Q es inversible Es decir, no es 
posible descomponer a A en el producto de dos polinomios de grados positivos. Se dice 
entonces que A es primo o irreducible en R [ X ] . 

Definición 

El polinomio no inversible A e K [X] es primo o irreducible si y sólo si toda 

descomposición A = PQ es tal que alguno de los factores es inversible. 

O bien 

A es irreducible si y sólo si no existen P y Q tales que 

A = PQ con g P > Ü A gQ>0 

Ejemplo 12-11. 

i ) Todos los polinomios de grado 1 son irreducibles en K [ X ] , pues ningún 
polinomio del tipo A = ajX + <z0 con a¡ =£0 puede descomponerse en el 

producto de dos polinomios de grado mayor que cero. 

;¡ s No todo polinomio de arado 2 es irreducible en R IX] 

En efecto. A ~~ a\l * tX t c con bl -• 4 •< 0 es irreducible, perc Ü 
b" — 4-ae > 0, entonces A es reducíble, es decir, puede expresarse come ei 
producto de dos polinomios reales de grado 1, 

12.6.5. Propiedades. En el dominio principal K [X] se verifican las siguientes 
proposiciones, cuyas demostraciones son análogas a las desarrolladas en el Capítulo 9: 

I. Si un polinomio primo es divisor de un producto, entonces es divisor de algunode 

los factores. 

Pesprimo A P|AB =* P|A v P|B 



11. Si un polinomio es divisor de un producto y es coprimo con uno de los factores, 
entonces es divisor del otro. 

P|AB A m.c.d. (Py A) = 1 => P|B 

1 2.6.6. Teorema fundamental de la descomposición factorial. Todo polinomio no nulo 

en K [X] puede expresarse como el producto de una constante por polinomios 

mónicos irreducibles. Tal descomposición es única, excepto el orden de los factores. 

Demostración) 

Distinguimos dos casos: 

I. Si A es una constante no nula o un polinomio irreducible en K [ X ] , el teorema se 

..,,1 . . . i . , . ; . -

A = a - a . 1 

O bien 
n . « a, 

A = I a, X' = an 2 — X' 
¡=o i=o an 

!l Sea A de grado m, reducible en K [XJ. Entonces existen en K [ X j dos polinomios 
P¡ y P; de grados positivos, tales que 

A = P,P 2 (1) 

Supongamos que la descomposición es válida para todo k < m, es decir 

Pi = «, ¿ P'1 ; y Pz=a2 t ?\. 
i= i j-1 - ¡ 

donde a¡ y a; son constantes y los polinomios P\, y P\¡ son mónicos irreducibles. 
Multiplicando las dos últimas relaciones se tiene 

P.P 2 = ( « , « , ) f ir P\¡)f it P j / ) 

Teniendo en cuenta ( I ) resulta 

A = a 'n P" 
h 1 

siendo a una constante h — í + u y los Ph polinomios mónicos irreducibles, 0 sea, la 
descomposición es válida para m, y en consecuencia lo es para todo n e N, de acuerdo 
con el segundo principio de inducción completa. 

Para probar la unicidad de la descomposición factorial, suponemos que A admite 
dos descomposiciones 

A = a P , P 2 . . . P r y A = 6 Q , Q a . . . Q , 

Como a y b son el coeficiente principal de A, se tiene a — b. Entonces 

P,l>2 . . . P r - Q : Q 2 . . . Q , (2) 

Ahora bien 

Pi lA y Pi primo =>PilQ¡ para algún / por 12.6.5.1. 

Entonces, Q, = RP,, pero como Q¡ es irreducible debe ser R una constante, y 
además igual a 1, ya que ambos son polinomios mónicos. En consecuencia, = Q¡. 

Luego de dividir (2) por esta igualdad resulta 

P ; P, . . ,Pr~ "ir Q¡ 

Reiterando el proceso, de acuerdo con el segundo principio de inducción completa, 
los Pte son iguales dos a dos a los Qy. y la descomposición es única. 

Ejemplo 12-12. , 

Descomposición factorial de los siguientes polinomios en R [Xj y en C (Xj . 

i ) P = X 6 - X 5 + X J - X 3 = X 3 ( X 3 - X 2 + X - 1 ) = 
= X 3 [ X 2 I X - 1) +(X - [)] = X 3 (X- - 1 M X - 1) 

Esta es ia descomposición de P en cinco factores mónicos irreducibles en R [X] El 
exponente 3 del factor irreducible X es el mayor enrero que satisface X3 ¡P. Además. 
X2 +• 1 es irreducible en R [ X j , pues b2 - 4a¿" = 0 - 4 < 0. 

En cambio, en C [X] la descomposición factorial es 

P - X 3 < X + r t lX-0{X" l ) 

i i ) Q = X 4 4 X 2 + I = X" + 2X 2 + 1 " X 2 = (X 2 + 1 ) 2 - X 2 = 

= { X 2 4 - X + 1) (X 2 - X + 1) 

que son irreducibles en R [ X ] , pero no en C [ X j , pues 

x 2
 + X +- 1 = X 2 + X + -j + ~ = 

Análogamente 

tf-x+.=fx-i-+/#)fx-4 
- y K 



12.7. ESPECIALIZACION DE X Y RAICES DE POLINOMIOS 

12.7.1. Especializado!! de la indeterminada X 

SeanPeKfX] y a e K 

Definición 

Espeeialización de X por a es el elemento de K 

P i f t l - í ata' s i f P > 0 

i-0 

P( t t )=P s i # P = Ü 

P(a) = 0 si P = 0 

Ejemplo 12-13. 

Determinar las especializaciones de X en los siguientes casos 

i 1 a = \ / f y P = 2 X 4 - X 2 + 1 en R [ X ] 

Se tiene 

P (y/2) = 2 (v/2) 4 - (V2) 2 + 1 = 7 

i i ) a = l + í y P = / X + í en C [X] 

Resulta 

P ( ¡ + / ) = / ( ! +0 + Í = 2 í - 1 

iii) a = 2 y P — 3 en Z 5 fXj 

Entonces 

P(2) = 3 

iv) De modo más general, si P e K [X] , la espeeialización de X pora define una 
función de K [ X ] en sí mismo. Si P - X 2 - i . y a = X- l, entonces 

p (o) = 1X ~ i ¡ 2 — I — X 2 — 2 X 

12.7.2. Raíces de polinomios 

SeanPeKfXj y « e K 

Definición 

a e K es raíz de P si y sólo si la espeeialización de X por a es 0. 

O sea 

a es raíz de P «• P (a) = 0 

Propiedad, a es raí?, de P si y sólo si X ~ a es divisor de P. 

I. a es raíz de P => X — a!P 

Dividiendo P por X o, se tiene 

P = ( X - a ) Q + r (1) 

Especializando X por a se tiene 

P ( a ) = (Ú — a) Q (a) + í* m r 

Y como a es ra í\ de P por definición resulta P (a) = 0 - r 

sustituyendo en ( I I 

P « M X - < * > 0 

y en consecuencia 

X - a j P 

I I . X -ot',P => a es raíz de P 

Por hipótesis 

X - aíP 

Por definición de divisor, 3 Q tal que 

P = (X - a) Q 

Especializando X por 

Es decir, a es raíz de P. 

12.7.3. Teorema del resto. El resto de la división de P por X - a es P (a). 

Demostración) * 
Dividiendo P ••• \ — (i se ¡ictic 

P •-- i X - a) Q .'" 

Lspeciaíi/anco X poi ct íesulta 

P(a) =(ce — a) Q (a) + r 

ü sea 

r = P (a) 

Una consecuencia inmediata del teorema del resto es la siguiente 

X - a | P **P(a) = 0 
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fpmplo ¡2-14. 

i ) Determinar si P = X" — an es divisible por X — a. 
Como r = P (a) = a" - a" = 0, resulta X - alP. 

ii ) Obtener el resto de la división de P - 3 X2 — 6 X + 1 por (3 X + 6). 

Dividiendo ambos polinomios por 3, se tienen 

X 2 - 2 X + y y X + 2 

El resto de su división es 

!• '= (~2) 2 - 2 ( - 2) + 1 = 8 + \ • = # 

De acuerdo con 12.4.3. I I I . 

r 

O sea 

r = 25 

12.7.4. Raíces distintas de P e K | X ] 

Si a i. os an son raíces distintas de P eK [ X ] , entonces 

n ( X - a , ) i P 

I. La propiedad es válida para n = 1. pues 

ir (X — aA = X - a, |P ya que a¡ es raíz de P. 
i= 1 

I I . Demostramos ahora 

TT { X - a J I P =*h7r' ( X - a J I P 
i= 1 <~ 1 

Por hipótesis y definición de divisor 3 Q tal que 

P = Q \ ( X - a ¡ ) i l ) 
i=i 

Ei resto de la división de O por (X — ah + 1) es r = Q (a h + ! ) . 
Especializando en (1) X por a.h^x • 

P ( a h T , ) = Q(a f l + 1 ) (a h + 1 - a i ) = 0 Í=I 
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por ser a/,+ | raíz de P. Como las raíces son distintas 

ah+1—OÍJ-^O V 7 = l , . . . , / ¡ 

resulta 0 (fy. + i) = 0 
Osea,r = 0 
Entonces, X - o , 1 +j 1Q =» 0 = S (X - ah+,) (2) 
D e ( l ) y ( 2 ) 

P = S ( X - a h + 1 ) 7T Í X - O j ) 
t= i 

y por lo tanto 

"ir1 ( X - a ( ) i P 

Consecuencia. Todo polinomio de grado n en K [ X ] tiene a lo sumo n raíces distintas. 

Demostración) * 
Sean a,. or2. . . . . am todas las raíces distintas de P. Por el teorema anterior se 

verifica 

n < X - a , ) | P 
¡= 1 

Entonces 

P = Q n ( X - a . ) 

Luego 

n — gP = gQ + m> m 

Es decir 

m < n 

« 

12.8. RAICES MULTIPLES 

Sea a raíz de P e K [X] . 

Definición 

a tiene multiplicidad p e N si y sólo si P es múltiplo de (X — aV pero no lo es de 
(X-a)"*1. 

En este caso se dice que a es raíz múltiple de orden p. 
O sea 

• a es raíz múltiple de orden p e N <=> (X — a ) p |P A (X - ocf +1 X P 



La definición dada puede traducirse de ia siguiente manera 

a es raíz múltiple de orden p o P = (X — ay Q A Q (a) ^ 0 

Las raíces de multiplicidad 1 se llaman simples. 

Por ejemplo, 0 es raíz doble de P = X 2 ; 1 es raíz triple de Q = X (X - 3) 3 y 0 es 
ju'z simple. 

1 2 9 P O L I N O M I O D E R I V A D O Y R A I C E S M U L T I P L E S 

£29.1, Operador derivado 

La función D : K | X | -*• K [X\ 

lefinida por 

D|P) = D f í a ¡ x O = t í a . X ' - 1 = P' si g?>0 
v i = 0 -•' i = l 

DiP) = 0 si P = 0 v irP = 0 

feibe el nombre de operador derivado en K [ X ] , y ia imagen por D de todo polinomio 

fte llama polinomio derivado de P. 

El operador derivado satisface las reglas usuales de la derivación 

i ) (P + OT = P' + Q' 

i i ) (aPY = ÍP' 

iii) (PQ)' P'Q + PQ' 

iv) ( P " ) ' = H P " 1 P' 

12.9.2. Propiedad, a e K es raíz múltiple de orden m > 1 del polinomio P si y sólo si a 

*s rui? de P y de P\ 

i. Sea a raí/ de P con multiplicidad m > 1. Entonces, por definición 1 2.S. es 

p „- (V ._. «•;»» n A ta'! =é o 

Derivando 

P' = m (X - a)m ~1 Q + (X - ct)m Q' 

Especializando X por a resulta 

P' (a) = 0 ya que m> 1 

O sea, a es raíz de P\ 

I I . Sea a raíz de P y de P'. Hay que probar que a es raíz de P con multiplicidad 
mayor que 1. 

Por hipótesis 

P (« ) = 0 => X - t t | P =* P = ( X - o ) Q ( 1 ) 

P'(a) = 0 => X - a l P ' = > P , = ( X - a ) S ( 2 ) 

Derivando (1) 

P' = 0 + (X a) 0 ' 

Sustituyendo en (2) 

O -f- (X — a) Q* = <X — <y) S 

r ni.snccs 

O = (X - o)!S - 0") < X — a) T i3 i 

De i 1) y ( 3 ) resulta 

P = ( X - a) 2 T , 

O sea. a es raíz de P con multiplicidad m > 2. 

12.10. NUMERO DE RAICES DE POLINOMIOS 

Sea P e K [Xj un polinomio de grado n, y sean ax, a2, . . . , a,¡ todas sus raíces 

distintas con multiplicidades m^, m2 w^ , respectivamente. 

Teorema. La suma de las multiplicidades de las raíces distintas de todo polinomio de 

mudo Í! es menor o igual que n. 

k 
2 m¡ <gP - n 

i= 1 

Lo demostrarnos por inducción sobre k. 

i l Sea k - 1. es devir. que la única raíz es a, con multiplicidad m , . Entonces, 
por 12.S. se tiene 

P - í X '- ¡í: f O Q i =¿ f) 

Luego 

2 m, =ml -g(X~cti)m' < m , +gQ~gP = n 
i= i 

i i ) Debemos probar que si la propiedad se cumple para k — h, entonces se 
verifica para k = h + 1, o sea 

h h + l 
2 m¡<n => 2 OT¡<« 
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l:n efecto, siendo a, , a 2 , . . . , ah raíces distintas de I' con multiplicidades m¡, 
! ? F : . . . . , m h ,se tiene 

h m; 
P= TT (X-a¡) -Q y Q (a,) 0 para / = 1,2, . . . , / ; 

Debe ser Q divisible por (X - a h + 1 ) m k + l . Sean H y R el cociente y'el resto de la 

división, es decir 

Q = ( X - a h + 1 ) m h + I H + R 

Si R - 0. entonces 

P = 7T <X-aA ' H 
i= i 

v en consecuencia 
h•i * * i 

N - ¡ rP = I m¡ + g H > Z m, 
!= 1 í= 1 

Si R ? 0 . entonces 

P = V ( X - « , ) m i . H + I ( X - e / " R 

¡= 1 5= 1 

Como 

( X - a ^ . l ^ ' i P 
Resulta 

( X - C ^ ^ ' M R n (X-a,)"" 
i= I 

y en consecuencia 

( X - a f t + 1 ) h + 1 i R 

O sea 

R = (X-ah + 1 ) h + l s 
Luego 

P = " i r 1 (X - a,)'"' (H + S) = (X - a , ) m i T 
í= 1 i - 1 

Entonces 

h + l h+1 
« = ¿ r P = 2 ttZi+gT> 2 /«¿ 

(= i <= i 

Consecuencia. Todo polinomio de grado n en K [ X ) tiene, a lo sumo, n raíces. 

R A I C E S D E P O L I N O M I O S 403 

En efecto, si at, a2,-. . . , <xk son todas las raíces distintas de P con multiplicidades 
mu m2 wifc, respectivamente, entonces el número total de raíces es 

Ejemplo 12-15. 

El polinomio P = X4 - 4 X3 + 5 X2 - 4 X + 4 en R [X] admite la raíz 2. pues 
P(2) = 0. 

El polinomio derivado P' = 4 X3 - 12 X2 + 10 X - 4 es tal que P" (2) = 0, y en 
consecuencia 2 es, al menos, raíz doble de P. 

i a: 1 s . i _ t „ . ÍT' . • 
."lpíti.áiiuO ii- lie i audlilt.il IC [d lCgld UG I\Ui.iMU 

1 - 4 5 - 4 4 

- 4 . ' •> - 4 

i - 2 1 7 ! o 
-» 0 -> 

1 0 1 í o 

Resulta 

P = ( X - 2) 2
 ( X 2 + 1) 

Es decir P admite en R [X] la única raíz doble 2, y la forma propuesta es la 
descomposición factoría! de P en R. 

12.11. RAICES DE POLINOMIOS REALES 

SeaPeR[X] , de grado**. 

12.11.1. Teorema de Gauss. Si el polinomio real P, de grado n, con coeficientes 

enteros, admite una raíz racional — (siendo p y q coprimos), entonces p es divisor 

del término independiente y q lo es del coeficiente principal. 

n i 
Hipótesis) P = 2 a,- X es tal que a¡ e Z y an # 0 

i=0 

— e Q es raíz de P y m.c.d. (p , q) = 1 

Tesis) p\a0 A q\an 

http://audlilt.il


Demostración) 

C orno — e Q es raíz de P, se verifica 
a 

O sea 

Entonces 

a" Z a, - - r ~ 0 » I Ü, p' </"'' - O ~* 
.--o q' -.=o • 

**a0q
n+p\Í fliP'"1 O -

~a{)q
n = p| - í aiP'-tq"-' ) =* 

=» a 0 = p , s con s e Z ( I ) 

Distinguimos dos casos 

i ) a0 = O y el teorema se cumple con p = O y Í? = 1 

n ) a 0 * O 
Entonces p =É O, pues si fuera p = O, como q ¥= 0. por (1 ) sería a0 = O, contra lo 

supuesto. 
En este caso, de (1). resulta 

p!a0 Qn 

y como p y q son coprimos, se tiene p | a 0 P o r 9-8 i i) 

Por otra parte 

v a- p ' ¿ = O =»( 2 a,p'í?ñ"* ! + a„p" =0 •» 

•» «- p" •= <f f - 2 a. p' í í n "'"* 1 ! •=* 

- * <Í„ p" - q . t con f e Z. =*• 

=* <7ia„ p" => í?ia„ 

Ejemplo 12-16. 

Determinar, sí existen, las raíces racionales de 

P = 8 X 3 + 10 X 2 - 1 1 X + 2 

Si existenraíces racionales ~- , debe ser p |2 A q\& 

Los divisores de 2 son: 1, - 1 , 2 y - 2 . 
Los divisores de 8 son: 1, 2, - 2 , 4, - 4 , 8 y —8. 

De los 10 números racionales, — - i - y -4- son ¡as raíces de P, v en 
2 4 

consecuencia la descomposición factorial es 

P = 8 ( X + 2 ) Í X - 1 ¡ i X - | l 

2 - ^ 4 -• 
1 2 . 1 1 . 2 . Raices complejas de polinomios reales 

Sea P e R [ X | un polinomio de grado n 

Teorema. Si un polinomio real admite una raíz compleja, entonces admite a su 
conjugada. 

n i 
Hipótesis) P= 2 a¡ X' es tal que a. e R v zeC es raíz 

¿~o 

Tesis) 1 es raíz de P 

Demostración) 
Debemos probar que 

Por hipótesis 
P(=)=0 

! ' ( - - ) = 0 

11 

2 a, zl = 0 

2 a ( 2
¡ = Ó 

i=0 

2 a, = 0 por conjugado de la 
de 0 

2 a¡ = Ü 
¡=o 

4 

2 a,(?y = 0 

P (2) = 0 

z es raíz de P 

por conjugado del 
producto. 

por conjugado de una 
potencia y por ser a¡ e R 



\'«ta: 
Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo polinomio real de grado 

impar admite una raíz real. 

12.11.3. Teorema fundamental del álgebra. Todo polinomio real de grado positivo 

admite una raíz en C. 

La demostración de este" teorema exige recursos no algebraicos y la omitimos. 

12.11.4. Descomposición factorial de polinomios reales 

Sea P € R I X ] , de grado n>0. 

Teorema. Si P es un polinomio real de grado n > 1. entonces existen n complejos a t , 

ü : . . . . , a „ . tales que 

P = a„ 7J ( X - a - ) 
i= 1 

i ) Si gP = n - !, entonces 

<*o % , 
P = a, X 4- 0O = a , I X -i 1 puesa1=?=0 «i J 

Luego 

i a0 

P = a, ir (X — «.•) donde a, = 
¡=i a i 

i i ) Suponemos que la propiedad se verifica para g? = h < n. 

Sea P de grado h + 1 y ah + l raíz de P, la cual existe por el teorema 

fundamental. 

Entonces 

P = ( X - a H M ) 0 (1) 

siendo gQ =h. 
Por la hipótesis inductiva se tiene 

Q = a h + 1 % ( X - a , ) 

i=l 
Y sustituyendo en ( 1 ) 
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Ejemplo 12-17. 

Efectuarla descomposición factorial del polinomio 

P - \ X 3 - 4 x ~ + 2
 x ~ 1 

enC [ X j . 

P = 4~ < * 3 ~ 3 X 2 + 4 X - 2 ) 

T o m o a, = I es raí? de 

Q = X 3 - 3 X 2 + 4 X - 2 

entonces (X — 1) es divisor de Q. 
Efectuando la división por la regla de Ruffini, 

1 

1 - 3 

1 

4 

-< 

~> 

2 

1 - 2 i 1 o 
el cociente es 

y sus raices son 

Luego 

S = X 2 - 2 X + 2 

« I . Í =1 ± / 

P = y ( X - 1 ) ( X - 1 - i) ( X - 1 + í ) 

12.12. RELACIONES ENTRE RAICES Y COEFICIENTES 

Sea P = Z a,X' (1) un polinomio de grado n en C [ X l . Su descomposición facto-
¡=o 

rial es, en consecuencia 

P = a„ TT ( X - a , ) 

/= i 
Es decir 

P = a „ ( X - a 1 ) ( X - a : ) . . . ( X - a n ) 

donde a¡ con / = 1, 2, . . . , n son todas sus raíces complejas, simples o múltiples. 
Efectuando el producto de los polinomios mónicos irreducibles, se tiene 



P = an I X " - (a, + otj + . . . + a n ) X " " 1 + 

+ (a1 a 2 + a l o¡ 3 + . . . + a n _. i a n ) X " ~ 2 -

- (a, a 2 a 3 + a , o¡ 2 a 4 + . . . + a n - 2 a n - 1 a n ) X " " 3 

+ ( - l ) " « i a 2 • • • « » ] ( 2 ) 

De ( ! ) y (2) resulta 

- an (OÍ + o¡ 2 + . . . + « n ) = «„_ t 

— fl„ (O. ú.i Ctj + fki Sj Sj . . . + « „ % a„ - ¡ «n * ~ 

( - 1)" . i , a, o ¡ . . . an =a0 

Entonces 

a, + a2 - + - . . . + a_ = 

a , os + a, a 3 + . . . + a „ _ x an -

O sea 

+ . . . + a n _ 2 « n _ 1 «n = 

. . . a „ _ ¡ = (-- 1)" • 

2 o ¡ ¡ -
.= i " n 

«3 a n - 2 
2. Q¡ «< = — 

D &I a , a * * -

1 a, = ( - 1)" 
«0 

«IT 

<2n 

« O 

Expresando 

P = a„ X " + a „ _ , X " - 1 + . . . + * ! X + a 0 

las relaciones anteriores se traducen en 

FORMULA 1>K T A Y I . O R 4 0 0 

i ) La suma de las raíces es igual al segundo coeficiente cambiado de signo, 
dividido por el coeficiente principal. 

ii ) La suma de los productos binarios de las raíces es igual al tercer coeficiente 
dividido por el coeficiente principal. 

Las mismas reglas valen para las sumas de productos ternarios, cuaternarios, 
etcétera, con signos — o +, alternativamente. 

El producto de las n raíces es igual al término independiente dividido por el 
coeficiente principal, con signo + o —, según que n sea par o impar, respectivamente. 

Ejemplo ¡2-18. 

Determinar el polinomio monteo de grado 3 cuya» raices son 

a¡ - 1 , a2 - — 1 , a 3 - 2 

Hay que obtener a2 . «i y a0 tales que 

P = X 3 +a2 X 2 +auX+a0 

Como 

Se tiene 

Luego 

a, + a 2 i - a3 = 2 = — = — a, 
A3 

ii 
a, a2 •¥ a! a 3 + a¡ 2 a 3 = — l = = ax 

a ¡ 

"o 
«i o¡2 a , = - 2 = — = - a 0 

"3 

= - 2 . a, =— 1 , a 0 = : 

P = X 3 - 2 X ! - X + 2 

12.13. FORMULA DE TAYLOR Y 
METODO DE HORNER 

Sea P = 2 a¡ X' en K | X j un polinomio de grado positivo. 
i=0 

Pensando P como una. función de K en K respecto de la especialización de X, si 
efectuamos una traslación definida por a e K, al referir a P respecto del nuevo origen, 
la indeterminada Y está vinculada con X mediante X = Y + a 



< x > 

—1 i i * 
o a 

< Y > 

O sea Y = X — a 
Entonces se tiene 

P= Í biíX-aY 

donde P queda expresado en potencias de X - a = Y. y cuyos coeficientes b¡ serán 
cetcrminados a continuación. 

1 2.13.1. Fórmula de Taylor 

n 

A partir del polinomio P = 2 b¡ (X - a)' ( i ) de grado n > u . determinamos las n 
í=0 

derivadas sucesivas: 

i-l 

P" = I 1 ) (X - a ) ' -

P" = ¿ / ( / - 1} (/ - 2) (X - a ) ' ' 3 

¡=3 

P < n l ) = £ / (i - 1 ) 0 - 2 ) . . . [/ - (n - 2)] (X - a)l<nl) 

P<"> = Í - 1) (j - 2) . . . [i - (n - 1)] (X - a ) ' " 

Especializando X por a en P y en las « derivadas, se tiene 

P k) = b0 

- P' ( a )= 1 .6) = 1! fe, 

P" (a) = 2 . 1 . fe2 = 2! b2 

P"'(a) = 3 . 2. 1 .fe 3 = 3 ! b3 

P<">(a) = ni bn 
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Entonces 

¿>o=P(a ) 

1 
bx 

b2 

P'(a) 

9 . P ' » 

1! 

1 

1 nfn) /_\ 

Y sustituyendo en (1) resulta la fórmula de Taylor 

P = P ( a ) + I - i — ^ Í X - a ) ' 
Í=I 

Si convenimos en llamar a P (a), la derivada de orden o de P en a, podemos escribir 

P ( a ) = 1 Í Ü Í 2 ) 

Y la fórmula anterior se expresa así 

P = 2 
P<i)(a) 

(X-aY 

12.13.2. Método de Homer 

Para obtener los coeficientes ¿¡ de la fórmula (1) efectuamos las n + 1 divisiones 
sucesivas siguientes, hasta obtener un cociente nulo 

P 

b0 

X - a 

Qn-l X-a 

Q»-i 

fe2 

X - a 

Qn-3 

0-2 

£>n-2 
l X - a 

Qi 

Qo X - a 

dónde gQ¡ = /, Vi = 0 , 1 , . . . , n - 1 



Por el algoritmo de la división se tiene 

P = 6 0 + ( X - f l ) Q l , . i = * o + ( X - « ) [ f t i + ( X - « ) Q n . 2 ] = 

= /><,+£>, (X a) + (X~a)2 Qr¡.2 = 

= b0+bl (X - a) + b2 (X - a? + (X - af Q n . 3 = 

= . . . = b0+b¡(X-a) + b2 (X - a)2 + . . . + bn (X -

cuyos coeficientes son ios sucesivos restos que resultan de las divisiones «sucesiva» 

indicadas. 

Ejemplo 12-19. 

Expresar ei oolinomio P = X3 — 3 X2 + 2 X + 1 en potencias de X + I utilizando 

los métodos anieriores, 

i ) Fórmula de Taylor. Obtenemos los polinomios derivados 

P' = 3 X 2 - 6 X + 2 

P" = 6 X - 6 

P'" = 6 

Especializamos X por — 1 

P ( ~ 1)= - i - 3 - 2 + 1 = -5 

P ' ( - 1 ) = 3 + 6 + 2 = 11 

P" (-- 1 )= - 6 - 6 = - 12 

P*"( - 1) = 6 

Luego 

3 »<<>.- i \ 
i - s r S r l L ¡x - n' = 

= - 5 + 11 ( X + 1) - 4 f ( X + l ) 2 +4" ( X + D 3 = 

= ~ - 5 + 1 1 ( X + 1 ) ~ 6 ( X + l ) 2 + ( X + 1) 3 

ii ) Método de Horner. Efectuamos las divisiones indicadas en 12.13.2. mediante 
la regla de Ruffini 
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1 - 3 2 1 

- 1 1 - 1 4 - 6 

* 1 - 4 6 | T -5 
__ J 

1 - 1 5 

1 - 5 1 11 

... 1 - 1 

1 1 " 6 

y los coeficientes son b3 
- 5 ,b\ = 11 , ¿ . = - o y ¡)j = 

Se tiene 

p = _5 + n ( X + ! ) — 6 ( X +• i ) 2 + (X + 1) 



TRABAJO PRACTICO XII 

: 2-2". Determinar 2. b y ^ en R de modo que 
i ) 9 X ; - lo X + 4 = a ( X - 1)<X - 2) 4 ¿>X (X - 2) + r X < X - 11 

i i ) X + 2 = a (X- + X + 1) + (bX + c) (X - 1) 

-'2-2/. Dados en Z6 [XJ los polinomios 

P = ~ X 4 + X 3 + 4 X + 3 

Q = 3 X 2 + 5 X +7 
Determinar 

i ) 2 P - Q 

ii > PQ 

üi) P : + Q 

iv) el grado de XP + T Q 

12-22, Obtener el número de polinomios en Z [X] de grado menor que 4 con 

coeficientes a, tales que ¡a, - 1 | < 3 

12-23. Determinar si existen polinomios A e R [ X ] de grado positivo, tales que 
A 2 — A = 0. 

12-24. Obtener el cociente y el resto de la división de A por B, pertenecientes a Q [ X ] , 

en los siguientes casos: 

i ) A = - X B = — X - l 

ü ) A = X 4 - X 2 + 2 B = - X 4 + 2 X - 1 

üi)A = 2 X 2 - l B = X 3 - X 

¡2-25. Dados A = X 3 4 - 2 m X + w y B = X ! + m X - l en R [Xj , determinar m 

para que A sea divisible por B. 

12-26. Mediante la regla de Ruffini, determinar el cociente y el resto de la división de' 

A por B en„cada uno de los siguientes casos 

i ) A = - a X 3 + a 3 X - l B = X - a 

Ü ) A = 3 X 4 + X 2 + 4 X + 1 B = X + 2 e n Z s [ X ] 

iü )A = i X , ~ 2 X a + i B = X + i enC[X] 
iv) A = 3 X 3 - 6 X 4 - 1 B = 3 X - 9 

¡2-27. Determinar el m.c.d. de los pares de polinomios que se indican 

i ) A = X 4 + X 3 - X 2 + x - 2 y B = X 4 + X 3 - 3 X 2 - X + 2 

i i ) A = X 4 - 16 y B = X 2 + 4 

i i i ) A = X n — 1 y B = X 3 3 — 1 

iv) A = X 3 4- 2 X 2 — X — 2 y B = X 4 + 2 X 2 - 3 

¡2-28. Sean P y Q en K [X] y a e K. Demostrar que P . Q (a) - P (a) . Q es múltiplo de 
X — a. 

12-29. Realizar la descomposición factorial de P = X3 - 4 X2 - 4 X - 16 en Q [Xj , 
R [ X ] y C [ X ) . 

12-30. Verificar que P = X4 — 5 X2 +6 carece de'raíces racionales. 

12-31. Obtener todas las raíces de P = X4 — 10 X + 1 

12-32. El polinomio P = X3 4-2 X2 - 4 X - 8 admite una raíz doble. Obtener la 
descomposición factorial en Q [ X ] . 

12-33. Expresar en la forma X4 + ¿ a¡ X' el polinomio P = Tt IX — a,) tal que 
i=3 ¡=1 

ct¡ e Rpara / = 1, 2, 3,4 

12-34. Determinar el polinomio mónico de grado 4, cuyas raíces son — 2, — 1, 1 y 2. 

12-35. Investigar si los siguientes polinomios son irreducibles en Q [XJ y en R [Xj 

i ) A = X 3 - 3 

i i ) B = 5 X 2 +4 

iii) C = X 6 - 1 

12-36. Demostrar que P = ¿ a¡ X' es irreducible en R [X j si y sólo si 
2 ¡=o 

A = a¡ — 4 a 0 a 2 < 0 . 

¡2-37. Proponer un polinomio irreducible en Q [ X j del tipo a X3 + b X + c, tal que 
b 2 - 4 a c > 0 . 

12-38. Determinar en Z 5 _[X] un polinomio P de grado. 2, tal que . 
P(T) = 3 , P(3) = 0 y P(2)=T. 

¡2-39. Sea B ^ O en K [ X ] . En IX] se define la relación de congruencia módulo B 
mediante 

A ~ A ' B j A - A ' 
Demostrar que tal relación es de equivalencia y determinar las clases de 
equivalencia. 



¡2-10. Demostrar que la congruencia módulo B ^ 0 en K [ X ] es compatible con la 

suma y el producto. 

1241. Sean A y B en K. [X] . Demostrar que 

I = { S A + T B / S y Te K f X ] } 

es un ideal de K. [ X ] . 

12-42. Demostrar que la intersección de toda familia de ideales de K[X] es un ideal. 

12-43. Demostrar que el ideal generado por A, y A: en K [ X ] es igual a la intersección 

de todos los ideales que contienen a A, y A 2 . 

12-44. Determinar todas las raíces de las siguientes ecuaciones 

i ) X 4 + 16 • = 0 

i i ) X J + X 2 + X + 1 = o 

iii) i X 3 + 1 = 0 

12-45. Dado P = 8 m X ! + 7 im - 1) X + 1 con m * 0, determinar m en los siguientes 
casos 

i ) Las raíces son opuestas. 

i i ) Las raíces son recíprocas. 

iii) Las raíces son reales e iguales. C -* J -

12-46. Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) X J + 2 X 1 + 3 X + 2 = 0 siendo a , + a 2 - a ¡ 3 = 0 

i i ) 2 X3 - X2 - 5 X - 2 = 0 siendo a, a, + l = 0 

12-47. Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) ab X - b X (a + b + X) = a X ia + b + X) + ab ia + b + X) 

ü ) X 8 + 2 X 4 + 1 = 0 

12-48. Dada la ecuación X3 - 7 X + m = 0. determinar m para que a, - 2 a¡ 2 = 0. 

12-19 Determinar ir, soma 4e los cutárados de las raíces de la ecuación 

X 4 - J X J + 4- X* - X + ™r - 0 

/2-50. Dado P = X' -3 X2 + 2 X en R [ X j , determinar el polinomio cuyas raíces 

exceden en 3 a tas anteriores. 
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ítrrrr.ons G. F.: Introduction to Topology and Modem Analysis. Mac Graw-Hill Book 
.. , 1-17. • Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburadas y no aceptan las 

Company, Inc., New York, iyo->. ~ . ,., 
F 7 ' * respuestas que no uguran en ios üuros. 
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1-18. La proposición compuesta es la conjunción de 8 proposiciones simples: 

Pi A Pi -A • • - A Ps 

donde p ¡ : "la chatura de ciertas disciplinas escolares se trasmite a los maestros", 
etcétera. 

1-19. Adoptando la combinación de valores de verdad que figura en el texto, los 
* renglones para las tablas propuestas son: 

i ) V F V V V V V V i i ) V V V V 

1-20. • Mis maestros hacen que algunas lecciones no sean aburridas. 
• Aceptan las respuestas que no figuran en los libros. 
• No imponen un cúmulo de normas estúpidas. 

1-21. i ) ~ p A i / . Su negación equivale ap v ~ q, y la retraducción es: "es justa» 
3 no mantiene' el orden". 

i i ) p A q\~p v ~ q ; "los alumnos no conocen a los simuladores o no los 
desprecian". 

iii) p = * í ; p A ~ q\- "los alumnos conocen a los simuladores y no los 
desprecian". 

J 1-22. i ) sí. ü ) sí. iii) no. iv) sí. 

1-23.Í )p A q. i i ) ~ p A (q V ~q). 

1-24. F. 

1-25. i ) s í ; V . i i ) s í ; F iii) sí: V. iv) no. 

1-26. i ) V. i i ) V. i i i ) F. 



1-27. i ) Vx : - P (x) A Q ( x ) i i ) 3 x / P ( x ) A ~ Q ( X ) . i i i ) 3x/V>> : x,y =¿0 

1-28. Utilizar k ley del silogismo hipotético. 

/ -2 o . i ) V x eR : x2 > 2; 3 x e R/x 2 < 2; existe algún número real cuyo cuadrado es 
meno o igual que 2. 

i i ) 3 x eZ /x 3 + 1 = (x + l ) 3 ; Vx e Z: x 3 + 1 # (x + l ) 3 ; todo número entero 
es tal me su cubo aumentado en uno, es distinto del cubo del siguiente. 

i i i ) Vx : * (x) =* Q (x) ; 3 x/P í.v) A - Q (¿c), existen personas que estudian y 

no tritnfan. 

¡•SO. Utilizand) leyes lógicas, se liega 3 ¡a proposición equivalente - p v ~ q cuyo 
circuito e> 

1-31. i ) [ ( p A a) v ( ~ p A ~q) v a] A p 

i i ) Utilizando una ley de De Morgan y el hecho de que la disyunción entre una 
proposición y su negación es una tautología, se llega ap A q, cuyo circuito 
es 

o -— o 

1-32. Vx e Z : x es impar => x2 es impar. 
Contrarre:íproco: si el cuadrado de un entero es par, entonces dicho entero es 
par-
Contrario Si un entero es par. entonces su cuadrado es par 
Recíprocc Si el cuadrado de un entero fts impar entonces d'cho entero as 
impar. Paia demostrare! teoremacontrarreciproco, considerarx = x1 — x ix — 1). 

1-33. Suponer qie a es par o que b es par; se llega a que ab es par. 

1-34. De las dof primeras resulta p v r, considerando esta y la tercera proposición, 
por ser ambas verdaderas, resulta la verdad de p. 

1-35. De la verdid de las dos primeras se infiere la verdad de r, y por ta ley del modus 
ponens, resulta la verdad de s. 

1-36. La forma simbólica del razonamiento es 

~/> ~» r A s 

~ r A s 

P 

La validez se justifica teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicación y 
la disyunción entre la negación del antecedente, y el consecuente. 



TRABAJO PRACTICO II 

2-34. S = {(1,1,1) , (1,1,0), (1,0,1) , (0,1,1). (1,0,0), ( U . i . u ) , ( ü , 0 i ) , (0,0,0) 

J-J5.S, ={(1 ,1 ,1) , (1 ,1 ,0) , (1 ,0 ,1) , (0 ,1 ,1)} 

S 2 = Si 

S 3 = ( ( 1,1,1), (0,0,0)} 

2-36 S\ = { ( 0 . 1 , 0 ) , (1,0,0), (0,01), (0,0,0)} 

S 2 - S 3 ={(1 ,1 ,0) , (1 ,0 ,1) , (0 ,1 ,1)} 

S¡ n s 3 = {(1,1,1)} 

CSj u s 3 ) n s , = s , 

2-37. A = < " - 3, - 2. - 1,0, 1,2,3} y B = f - 2 , - l , 0 . 1,2 } 

A n B = B , A U B = A , A - B = í ~ 3 , 3 } , B - A = < £ , A A B = A - B 

2-38. A = 1 y B = |^—^ , - | j son dos intervalos cerrados reales. 

A n B = B ; A U B = A , B c = R - B = ( - ~ , - - y ) U £ | , « ) 

2-39. A = { - 1 , l } y B = [ - l , 1] . 

A O B = A , ( A U B ) C = B C = R - B = (x e R/br| > i) = ( - « , - l ) U ( l , » ) 

2-40. A U B = ( - 6 , - 3 , - 2 , - 1.0, 1,2, 3, ó} 

A O B = { - 3 , - 2 , - 1 , 1,2,3} , A - B = { o } , B - A = { - 6 , 6 } , 

A A B = { - 6 , 0 , 6 } 

2-4!. <i . .{(0 / 0 ) } , { o - , 0 ) } , A 

2-/2. A2 = {ia,a) , (a,b), (6 ,a), (6,6)} , los elementos de P ( A 2 ) son: <p , {(a,a)} 

{(a,6)} , {(*.«)} , {(6.6)} , {(a,a) , (a.6)} , {(a.a), (6.a)} , ' 

{(«.«) ,(6,6)} , {(«,6), (6.a)} , {(a,6) ,(6.6)} , {(6,a) ,(6,6)} , 

{(a,a) , (8,6) , (6.a)} , {(a,a) , (a,6) , (6,6)} , { (c ,6) , (6,«) , (6,6)} , 

{ ( a , a ) , ( 6 , a ) , ( 6 , 6 ) } , A \ 

2-43. i ) x e A n B = * . r e A A x e B =*• x eA. Luego, A O B C A. 
Usar el mismo procedimiento para demostrar AC A U B . 

2-44. Considerar x e A , utilizar la hipótesis y la definición de intersección. 

2-45. Sea x e A U B => x e A v x e B = » x e C V x eC -» x eC. 

2-46. En el texto está demostrado: <j> C A, y como por hipótesis A C 0, resulta A = <p, 
por definición de igualdad. 

2-47. Considerar A — (A O B ) . tener en cuenta que la diferencia entre dos conjuntos es 
igual a la intersección del primero con el complementario del segundo, utilizar 
una ley de De Morgan y la distributividad de la intersección respecto de la unión, 
para obtener A — B. El mismo procedimiento se sigue para probar (A U B) ~ 
— B = A — B . 

2-48. Se aplica el mismo método que en el ejercicio anterior. 

2-49. \A n B ) - C = (A n B) n c c = AOBnc'nc* = ( A n c c ) n (Bn c e ) = 
= ( A - C ) n ( B - C ) . 

2-50. ( A - B ) - C = (A r¡B c)rtC c = A n ( B E OC c) = A n (B U C) e = A -(BUC). 

2-51. A -(B - C) = A n (B n c c) c = A O ( B C U C ) = (AOB c ) U (A n C ) = 

= ( A ~ B ) U ( A O C ) . 

2-52. Expresando en térrninos de intersecciones ambos miembros de la inclusión, hay 
que demostrar 

A n B c n cc
 c A n ( B c u c ) 

SeaxeAOB c nC c =*xeA A x e B c = * x e A A x e B e U C =*xe An¡B c UC) 

2-53. A U (B - C) = A U ÍB n C e ) = (A U B) O (A U C c ) = 
= ( A U B ) n ( C n A c ) í = ( A U B ) - ( C - A } r 

2-54. ( A O B ) U ( A O B e ) = A n ( B U B í ) = A n U = A 

2-55. Como (A - B) U B = (A n B c) U B = (A U B) n (B c U B) = (A U B)nU = 
= A U B, hay que probar B C A *> A U B = A, lo que está realizado en el 
texto. 

2-56. Está demostrado en el ejercicio anterior. 

2-57. A A B ^ í o ( A - B ) U ( B - A ) = <¡> o A ~ B = 0 A B ~ A = 0«» 
# A C B A B C A # A = B 

'2-58. A*<b A B i « í - » 3 x e A A 3 y e B «*• 3 (x,y) e A X B A X B <j>. 
Luego A X B = 0-*>A = 0 v B = # . 



2-59. i ) (x,y)e A X C =* x e A A yeC =*xeB A yeD=> (x,y) e B X D 

ii ) Sean x e A A yeC => (x,y) € A X C =* (x,y) e B X D =*• 
=» x e B A v e D. 

2-60. (x,y)e(AOB)X C =>x e A A x e B A eC => (x e A A y cC) A, 
A ( x 6 3 A >-eC) = > ( x , v ) e A X C A (x,y)e B X C => 
«* ( i , y ) £ ( A X C ) n ( B X C ) . 

2-61. (x,y) e (A - B) X C * » j t e A A x¿ B A _r e C * > ( x e A A yeC) A 
A (x i 3 v v i C) «• (x,y) e A X C A (X.F) ¿ B X C «> 
o (jc,jOe(AX C ) J - ( B X C). 

2-Ó2. i ) x e A u C =» v e A v x e C ==• x e B v . t í D • x e B 'J D 
i i ) Seguir ei mismo procedimiento. 

2-63. i ) r e . ' «* x e B A x e C = > x e B n C 

i i ) x e A =*• x e B n c => x e B A x e C 

2-64. Se sigue el esquema del ejercicio anterior. 

2-65. x e A « x e A A X Í B *>xeC A x ¿ B * > x e C - B . 

2-66. i ) xelc o.xe üc A X e U «• x e Uc n U x e <p 
ü ) U = ( U c ) c = <t>c 

iii) A O A c = A — A = 0 
iv) A U Á c = ( A ° n A ) c = <pc = U 

2-67. xe B •» x ¿ A » x e A c 

2-68. i ) A - (A - B) = A O (A D B e ) c = A f l ( A c U B) = 
= (A n Ac) u (A n B) = 4> u (A n B ) = A n B. 

i i ) A U (B ™ A) - AU (B H A c ) = (A U B) O {A U A c ) = (A U B) n U = A U B. 

2-69. i ) x e A c = * x í A = > x e B 
i i )Se sabe que A U B C U . Además 

x e U => x e A v x e A c => x e A v x e B =» x e A u B. 

2-70, i )x e ACs B =» r e A A x e B =» x e R c
 A x e B =» * e<j 

Luego A n B C # y como <¡>C A O 8, resulta A n B - ó 

i i ) x e A * » j r # B » * e B*. 

2-7 / . c (A U B U C) = c (A) + c (B U C) - c [A n ( B U C)] = 
= c (A) - c (B) + c (C) - c (B n C ) - c [(A O B) U j A n C)] = 
= c ( A ) - f ( B ) t c ( C ) - c ( B n C ) - c ( A n B ) - f ( A n C ) + c ( A n B n C | . 

2-72. a)4>eA=><pceA^\JeA 

b) A, e¿ *> Ac¡eA ~> U A f e / t «* f U AÍ. " e,4 => n A, e/1. 
tal \iel J ' « I 

T R A B A J O P R A C T I C O I I 425 

2-73. i )AeA OB => A e / 1 A A e 5 = * A c £ / 4 A A c e£ =*• A C e¿ n« 

i i ) A ¡ e . 4 n 5 => A¡eA A A¡ e f i =*• U A¡ a A A U A , - e 5 = > 

íel 

i i i ) 0 e A A 0 e í =»^e/tna 



TRABAJO PRACTICO III 

i 'l. 
ii ) 

A X B 

f » R 

iii) R'1 = { ( 3 , 1 ) , (4,1) , (3,2)} 

3-2U i ) R = {(1.1) , (2,4) , (4,16)} S = {(4,2) , (16,8) , (6.3)} 

; i ) 5oJ? = ((2,2) , (4,8)} 

üi) D„ = ( 1 , 2 , 4 ; 

D s = { 4 , 6 , 16} 

D S . „ = { 2 , 4 } 

IR = { l , 4 , 16} 

ls = { 2 , 3 , 8 } 

i S o R = { 2 , a } 

3-21. 

i ) 

3 

i i ) 

* - V v • > v 

3-22. R es reflexiva, simétrica y transitiva 

3-23. a) Reflexividad. , 

(x.y) e R2 =* v = y => (x.y) — (x.>>) 

bl Simetría. 
(x,y)~ ( x > ' ) -» v = >•' v' = y =* (x ' , v ' ) - ( x ^ ) 

c) Transitividad. 

(x,y) ~ ( x ' , v ' ) A ( X ' , V ' ) ~ ( X " , P " ) =» y ~y' A J' = _y*' => y = y" =?> 

=* (x,y)~<*",y") 

d) K< f l. 6) = {(x,y) ! y = é} e ) I = R 

f ) ^ = { ^ 0 . , , / j e R } 

J-24. i ) R = {(1,2) , (2,1) , (1,8), (8,1) , (2,4) , (4,2)} 

iii) R es a-reflexiva, simétrica, a-transitiva y no antisimétrica. 

3-25. a) Reflexividad. 
(a,b) e N 2 => a + b = b "4- a =* (a,A) ~ (a ,¿>) 



b) Simetría. 

(a,b)~ki',b') =*a + b' = b+a' =*a'+b = b' + a => (a',b') ~ (a,b) 

c) Transitividad.. 

(a,b)~ki',b') A (a\b')~(a",b") =>a + b'= b + a A a'+b" = 
= ¿' + fl" =*a + b' + á' + b" = b±a'+b' + a"=m + b"=b 4 -a"=» 

=*(a (fc)-(a 

d) Clases ds equivalencia. 

K ( a > b ) - { ( * J ' ) f N 2 / * 4 - 6 = j > + a} 

e) Conjunt) de índices. [ = l ) í U ¡U . « + l j > cor. « e N 

Ver9..Ki 

3-26, R = {{ají), , í c c ) , (d,d), [b,c), ( c . 6 ) } 

3-27. i)R = {(1,1), (2,2) , (3,3) , (4,4). (1 ,2) . (2,1)} 

b) Reflexividad. 

x e A =>x=x =*(xrx)eR 
c) Simetría. 

(xy) e R => x -y v x + y = 3 y = x v y + x = 3 =*(yjc)eR 
d) Transitividad. 

<x.y)eR A (y,z)e/? = > ( x = y v x-i-y-3) A ( y = r v 2 + v 

= 3 ) = * x = 2 v x 4 -2 = 3 => (x,z) eR 

e) La partición de A es = | { l . 2) » {3} » {*} j 

3-2S. R es de equivalencia. 

J-29. i ) x e R = > S x - l | = !x i ¡ =* x ~x 

ü ) x ~~y =* | x - 1 i = I y - 1 ! =* jy - H = |.t - l j =» y - x 

üi) x —y A y ~ 2 -> x ~ 2 
iv) A R pertenecen los pares (x,y) que verifican 

\x - 1| = \y - 11 =»x - 1 = ± ( y - 1) =*x - 1 = y - 1 v x - I 

= - y + l ==> x = y v x 4 y = 2 

f R 

x 4-y = 2 

3-30. i ) Simetría. 
(a,b)eR => (a,b)eR A ( £ , ¿ ) e /c =>(b,a)eR 
Transitividad. 

(aJb)eR A (6,c) e/? => (c//) e/í =*• (a,c) eU 
i i ) Si ü es de equivalencia, entonces es reflexiva y circular, pues 

(a,¿>)eR A (6,c)eR =* (ayc) eR => (c,a)eR 

3-31. i ) R es de equivalencia. Se prueba siguiendo los esquemas anteriores, 

i i ) (x ,y ) € ü <* x2 - x —y2 - y •**• x2 - y2 = . r - y •*> 

•*»• (x- i -y) | x - y » - (x-y) — 0 o ( x - y ) (x+y-1) = 0 «*• 

*> X ~ y V x -r y -- i 

iii) Ko = { x e R / x~a) 
x ~a => x2 — x = a 2 -

O seaK„ ={a,\-a} 

r 1 A 

iv) ¡ = , 0 0 r 
D 9 

J[ + V = 1 

x = a V x = i - a 

J-J2. i ) x eA =*• ( x , x ) e A => (x,.*)eR US 
i i ) x e A •* (x,x)eR A (x ,x )eS (xj)eR nS 

3-33. br| 4- 2 (y| = 1 = * ± x ± 2 y = l = » x + 2 y = l v x - 2y = 1 v 

v -x + 2y = I v — x — 2 y = l => 

„ * + l . l v l + ¿ , l v ' - i r + Z - i v - i + J L s i 
1 V4 -Vi - 1 'A - i -'A 

con |x| < 1 A ly l < - y 



. _ r i 1 1 
¡* ~ r y • T J 

3-34. (a.b) eR <J R'1 =*ía,b)eR v ( a ,6 )e / r l - » ( ¿ > , a ) e / r ' v (b.a)eR <•+ 
=> (7>.a)e«" 1 U/J =*(6 . f l}e/c .U¿r i . 

_?-J5. i ) i? es a-reflexiva, a-simétrica, transitiva y antisimétrica, 

ii }ix.y) eR « j - v e R * x — y >0 

3-36. i ) ( x , > ' ) e « ^ x 3
 = y ^ x

2 - y 2 = 0 «¡» ( x + .>>) (* -y ) = 0 <* 
x +y = 0 V x - . y = 0 con b c | « l A I ^ K l 

ii ) R es de equivalencia, pues: 
a) x e A «*• x 2 = x 2 => x ~ x 
b) x ~ v =» x 2 = y2 => y2 = x 2 =* — x 
c) x — y A _y ~2 =>x 2 =y2 A .y 2 = z2 =» x2 = z2 => x — z 

i i i) K,, = ( x e A / x 2 = a 2 } = { ~ a , a } 

4 = { K u / « e [ 0 , l ] } 

5-57. i ) ( a , 6 ) e / l - 1 «• ( Z > , a ) e - » (a,b)eR =* ( M e / ? " 1 

i i ) (a,2>) e / T 1 A (&,c )e /T l = * ( 6 , a ) e / í A (c,¿>)e/í «* (c,¿>)e£ 
=> (b,c)eR'¡ 

3-38. (a.b)eR n « ' «A (¿,c) f J¡n/i ' «* 
=*-(a,£)e/í A (2>,c)e/í A (a,b)eR' A ( ¿ , c )e /T => 
=» ( a c ) e R A ( s , c ) e « ' = » ( a . c ) e ü n / i ' 

3-39. (a.b) eR n i ! ' A (6.a) eRCiR' =¡-
=>(a,b)eR A (b,a)eR A (a,b)eR' A (6,a)e/T =>a = b 

3-40. i ) a e X a e A =>a~a =>aeX* 

i i ) a e ( X U Y ) * - » a ~ * , V l ) e X U Y = > 
( a ~ 6 , V6 e x ) v ( a ~ 6 , V 6 e Y ) •*> 

« a e X * v a e Y* ** a e X* U Y* 

5-4/. i ) /i es reflexiva, simétrica, no transitiva y no antisimétrica, 

i i ) R es a-reflexiva, simétrica, a-transitiva y no antisimétrica. 



3-42. 

R> R2 R} 
Rq * s Rf, R$ R9 « 1 0 RH Ru Rl3 « 1 4 « 1 6 

R no no no no no no no sí no no no no sí SÍ no S í 

S sí sí no no sí no no sí sí no no sí no no sí sí 

T sí sí sí sí sí sí sí sí no sí sí no sí sí no sí 

A sí sí sí sí , sí sí sí sí no sí sí no sí sí no no 

.v41 R es no reflexiva, simétrica, no transitiva y no antisimétrica. 

3-44. R = { ( 1 , 1 ) ,(1,2) ,(1,3) , (1 ,4) , (1,5) ,(2,2) ,(2,3) ,f 2,4) ,(2,5) ,(3 J) . (3 .4) , 

(3,5), (4 ,4) , (4 ,5) , (5,5)} 

Elementos minimales: 1 
Elementos maximales: 5 

3-45. R ={(1,1),(1,2) , (1,3) , (1,4),(1,5) , (2,2) , (2 ,4) , (3 ,3) , (4 ,4) , (5,5)} 

Elemento minimal: 1 
Elementos maximales: 4, 5 y 6 

5-46. Cota inferior: 1. Cota superior: 6. 

3*47. i ) A no tiene primer elemento, pero el último es 1. 

i i ) No está bien ordenado pues el mismo A carece de primer elemento. 

i i i) Cotas inferiores son todos los reales no positivos. Cotas superiores son los 

reales mayores o iguales que 1 -

iv) El ínfimo o extremo inferior es 0 4 A. El supremo o extremo superior es 

l e A. 

TRABAJO PRACTICO IV 

4-25A ) /= í ( l . O ) , (2,3), (3,8) > 

ii i) /es inyectiva, no sobreyectiva ni biyectiva. 

4-26. i ) 

é 

m 
i 
i 

•» 

1 
1 

1 ! l i 

- 2 - 1 0 1 3 X 

i i ) /es no inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. 



4-27, i ) 

• 

f 1 

1 i 

-2\ - l \ 0 

' ; 
I 2 3 X 

! 
1 

* 

I 2 3 X 

ii ) / n o es inyectiva, es sobreyectiva y no biyectiva. 

4-28. i ) 

3 - 2 - l 0 

ii ) no es inyectiva, ni sobreyectiva, ni biyectiva. 

4-29. i ) 

biyectiva. 

Ü ) 

\ V 
-

R 

no inyectiva, sobreyectiva, no biyectiva. 

i i i ) 

Q 

2 -

1-

- 2 ~ 1 o • 
< 1 2 Z 

• —1 

• 
—2 

/es inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. 

4-30. Representando / p o r una tabla 

(1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) 

fía,b) 2 1 0 5 4 . 3 

Puede hacerse un gráfico en tres dimensiones. / es inyectiva, no sobreyectiva, ra 

biyectiva. 



4-31. 

X {'} {') {1 ,2} { • , 3 } { 2 3 } A 

/ ( X ) B {2.3,4} {1,3,4} {1,2 ,4} { 3 . } { 2 , 4 } { . ,3} 

fes inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. 

4-32. Se presentan infinitas posibilidades. 

4-33. f\.\)-h .4 . 0 . i6> / ( B i = -h .4 .'•> . 1c -

/ • ( A n 8 ) = { 4 J / I . A U B ) * { ¡ , 4 , 9 . 16} 

Resulta / ( A U B) = / ( A ) U / ( B ) y / ( A n B) C / ( A ) n / ( B) 

4-J-/. Verificar tomando A = {(1,2), (2,2) , (3,3)} y B = {(1.2)} 

-/-J5. i ) Considerar X = í 1 , 2 . 3} , Y = í i , 2 , 3 , 4 } , / : X - * Y definida por 
fix)=x y A = { l , 2 } C X . 

i i ) Tomar, por ejemplo, X = {1 , 2 , 3) , Y= { I , 2 ) , /: X -»Y tal que 

/ ( 1 ) = 1 ! / ( 2 ) = 2 , / ( 3 ) = 2 , y A = {1 ,2} 

iii) Proponer una situación del tipo anterior. 

4-36.fl [ - l , l ) = 0 / " ' ( " " ' T i = ^ [ 0 , 3 ] = [ - V 2 . V 2 ] 

/ - ' [ 0 , 3 ) = [ - y/2, y/2) [ 1 , 10] = [ - 3 . 3] 

4-37. i ) x e A =*•/<*) e / ( A ) => j e e / " 1 [ / | A ¡ | 
Osea A C / " 1 [ / ( A ) ] (1) 

Suponemos cue existe y e / " 1 [ / (A)] A y ¿ A pero como existe 
x e A¡f(x) = / ( y ) , resulta/no inyectiva, lo que es absurdo. Luego 

/ " ' [ / ( A ) ] C A (2) 
De í 1) y (2) resulta la igualdad. 

Á = { x ; * . ; ' x , y ; C / " 1 [ / M I ] 

i ) W : Z - - » Z / ( y o / ) ( * ) = ent (4^ + l ) . 

a)'f"g- Q ~ * Q / ( / = £ ) (x) = — - 2 - - - + 1 

i i i ) ( W ) ( - 2 ) = 3 y , í / « í ) ( - - y ) = - j 

4-J9. Como por hipótesis: V z e C , 3 x e A / (g ° /) (x) = # [/(pe) ] = z =* 
= > V z e C , y=f(x)eB!g(y)~z resulta#sobreyectiva. 

4-40. g 0 /es biyectiva =>/es inyectiva A £ es sobreyectiva. 
h °ges biyectiva => g es inyectiva A /J es sobreyectiva. 

Luego, g es biyectiva y en consecuencia g~l es biyectiva. Entonces 

g~l o (g c.}) =: (g-1 » g ) o / = i B o / = / es biyectivay (h ° g) «g'1 = / ¡ o / c = / / 

es biyectiva. 

4-4/. Como h o g ° f' = (¡1 o g)° f"= h ° (g °/ ) es sobreyectiva resultan h ° g y la. so­
breyectivas por 4-39. Análogamente 
f°hog sobreyectiva => /•> h y f sobreyectivas. 
g°f°h inyectiva =>li y f ° h inyectivas. 
Resulta biyectivay ft biyectiva. 
Lúe20 ( fs ¡1) ° h 1 ~ 7 es bivcctíva. 
Como h~g y h~l sonsobreyectivas.es h~l - (h 0 g) = g sobreyectiva. Por 
otra parte, como j M / ' A i y [f* ft)~' son inyectivas, su composición g tam­
bién lo es. 
Luego g es también biyectiva. 

4-42. a) x e A => f(x) efíA) => x ef "x [ f ( A ) | 

Osea A C / " ' [ / ( A ) ] 

b) y e / [ / ( B ) j =» 3 x e / " L (B)/ y = / ( x i e / [ / (B)] => 
=» y = / ( x ¡ e B. 

e ) / ( X ) - / ( A ) = / ( X ) n [ / ( A ) ] c C / ( X ) n / ( A

c ) C / ( X n A c ) = / ( X - A) -

d ) ( Y - B ) = / _ 1 ( Y n B c ) = / " ' (Y) O / " 1 (B c ) = 
= x n [ / - ' (B)]E = X - / - > (B) 

e ) / ( A n / - » ( B ) ) C / ( A ) n / [ / - ' ( B ) ] C / ( A ) n B porb) 
Además 
y e / ( A ) n B =>y e / ( A ) A y e B = > 
=* 3 x e A / y = / ( x ) e A A / ( x ) e B = > 
= » x e A A xef'1 (B) = * x e A n / - ' (B)=> 
= * / ( x ) e / ( A n / - ' (B)) 

4-43. i ) Sea x e A n B =» x e A A x e B . Luego 

X, , „ (x) ~\ \ X. M - 1 A x a (x) = 1 . o sea 

i n ü í i s i m í r i t i ' 1? .'insli?:) el caso x é A B 

ü > Para ia función característica de la unión se procede en forma similar. 

4-44. (/-> d) (a) =f[d (a)} =f(a,a)~ (a.a) = d (a) 
Luego }' 3 d = d 

4-45. i ) / ( x + y ) = ( x + y , - x - y ) = ( x , - x ) + ( y , - y ) = / ( . x ) 4 - / ( y ) 

ii ) f(kx) = ( fo t , . - toe) = k (x, - x ) = kf(x) 

4-46. i ) we ñ / " ' ( - « » , x 4 - 2 " n ) = * w e / " 1 ( - < » , x + 2 _ n ) , VK =*-

http://sonsobreyectivas.es


=*• V« : /(u>) e ( - » x + 2~") ==- V« : f(w) <x + 2'" (1) 
Resulta f(w)<x ya que si fuera f{w) >x =* 
= > / ( T V ) ~ X > 0 => 3 « 0 e N / / ( w ) - x > 2 ~ " " < > =* 
=*• ^ "o / / ( w ) >x + 2~"° , contradictorio con ( l ) . 
Entonces / ( w ) e(— °°,x] =» w e / " 1 (- x] 

i i ) w ef _ 1 (— °°, x] =*• / ( w ) < x y como V « e N : 0 < 2 " n , se tiene 
f(w)<x + 2~n, Va Luego 

/ ( w ) e ( - « , x + 2 ~ " ) => w e / " " 1 (-<*>, x + 2 " " ) , V« => 

=* w e ñ ( — « , * + 2"") 
n = l 

•M7. a) Í2 + 0 = Í2 >*P(S2)+P(*) = P(Í2) =*P(<&) = 0 
b) A U B = A + A c B => P (A U B) = P (A) + P (A c B) ( 1 ) 

B = AB + A c B => P (AB) + P ( A c B) = P (B) (2) 
Sumando (1) y (2) 
P (A u B) + P (AB) +_E4AíHr5 = P (A) +JB4^Sf+ P (B) =*• P (A U B) = 
= P (A) + P (B) - P (AB) 

c) A + Ac = £2 =* P ( A ) + P ( A e ) = P( í2) =*• P ( A C ) = 1 - P ( A ) 

4-48. a) V x e R : X " 1 (-<». x)e ,4 =*• X " 1 ( - « , x + 2~n)eA -

=* H X " 1 ( - °° x + 2"") = X " 1 ( - °°, x ] e A , por 4-46 
lt = 1 

b) V x e R : X " ' ( - ° ° , x ] e < 4 => X ~ l ( - « , x - 2""]e .4 =* 

=s-n X " 1 ( - « , x - 2 " " ] = X " 1 ( - « , x ) e ¿ , por4-24. 

449. X " 1 (~ °°,x]eA o X " ! ( - « x)ev4 (por 4-48) <¡» 
<s>[X - 1 (- ~ x ) f e /i (por 2-72) <*> X " 1 (- °°, x ) c eA por 4.9.2 c) 
* > X _ 1 [x,°°)eA 

4-50. X'1 (-<=°,x]eA ( X " 1 {-x,x}f eA X'1 (-°°, xf eA o 
0 X'1 (x,°°)eA 

1 ) => i i ) La condición i ) equivale a la inyectividad de /, por 4-37. Entonces 
f(x)e/(A n B) <»• x e / " 1 [ / ( A n B ) ] <*• xeA n B «*• 
•*» xe A A x e B ^ / ( x ) e / ( A ) A, / (X ) e / (B) « > / ( x ) e A n B. 

fi)¡* iii) / ( A ) n / ( B ) = / ( A n B ) = / ( 0 ) = 0 

i i i) => iv) ( A - B ) O B = 0 = > / ( A - B ) n / ( B ) = 0 (1) 
(A - B) U B = A =» / ( A - B) U / (B) = / ( A ) (2) 

De (1) y (2), por 2-65, resulta / ( A - B) = / ( A - B) = / ( A ) - / ( B ) 

iv) =* i ) Suponemos f~l[ / ( A ) ] =¡¿ A => 3 x ? A A / ( x ) e / ( A ) 
Sea M = A U ( x ) =*• A C M =» 
- > / ( M - A ) = / ( M ) - / ( A ) » / • ( { * } ) = * =* 

TRABAJO PRACTICO V 

5-27. i ) Conmutatividad. 
a * ó = 2 (a + o) — 2 (b + «) — u * u 

i i ) * no es asociativa, pues 
( 3 * 2 ) * ( - 2 ) = 1 0 * ( - 2 ) = 1 6 
3* [ 2 * ( - 2 ) ] = 3 * 0 = 8 

i i i) No existe neutro e ya que 
a* e - a =*• 2 (a + e)=a =» 2 a 4- 2 e = a =*e = — 

¿. 

ív) Los elementos de Z no admiten inverso porque no existe neutro: 

v ) Regularidad. 
a*b=a*c=*2iaJrb)=2(a+c)=>a + b=a+c=>b = c 
O sea, todos los enteros son regulares respecto de *. 

5-22. Está demostrado en 5.3.5. 

5-23. Siendo / t = { (1 ,1 ) , (2,2), (3,3)} , /, = { (1 ,1 ) , (2,3), (3,2)} , 

f 3 ={ (1 ,2 ) , (2,1) , (3,3)} , / 4 = { (1 ,2 ) , (2,3), (3,1)} , 

/ s = { ( 1 , 3 ) , (2,1), (3 ,2)} , / 6 = { ( 1 , 3 ) , (2,2), (3 ,1)} , resulta 

0 fl k h h u h 
fx fx h /a u h n 
fl h fx h h h fs 

f3 h fs fx u fl u 
u u fe h h fx h 
u fs fs h fx u h 
h h h fs h h fx 

5-24. a * a' — a' * a =e =*• a es inverso de a' => a = (a')' 

5-25. (b' * a') * (a * 6) = b' *(a' * a)* b = b' * e * b = b' * b = e = (a * b)*(b' * 
= (a*b)*(b' *«') => (a*b)' = b' *a' 



•26. * es conmutativa, asociativa, con neutro e = — 4, con inverso a' = — a - 8 para 
todo a e Z. Además, todos los elementos son regulares. Seguir el procedimiento 
del ejemplo 5-6. 

\-27. a-b A c-d => 2¡a - h A 2|C - Í/ => 21 (a - 6) + (c - </) 
2|(a + c) - (6 4- rf) => 2|(« + c + 4) - (b + el + 4) =* 

=> 2l(a * c) - (6 * d) •=> a * c — b * d. 

x-28. * es asociativa, conmutativa, no existen neutro ni inversos, y ningún real es 
regular. 

>C«. i no es asociativa no conmutativa: ac existen neutro ni inversos: sin embargo, 
todos ios elementos de Q* son regulares. 

5-30. Por definición a * b = míh <a.b) . Esta ley interna es conmutativa y asociativa. 
No existen neutro ni inversos, y ningún elemento es regular. 

55/ . La suma de funciones en R1 es conmutativa, asociativa, con neutro e : I - * R 
definida por e (x) = 0 , Vx e 1, y el inverso aditivo de todo elemento fe R1 es 
- / : I -»R. tal que ( — / ' ) ( x ) = ~ / ( x ) . Además, todos los elementos son 

regulares. Demostramos la conmutatividad 

if + g) <-v) = / (*) + g(x) = g (x) + / (x) = (g + f) (x) =>f + g = g+f 

5-32. /, = {(a,a), (6.6)} , f2 = {(a,a), (6.*)} , f\ = {{a.b) , (6.6)} , 

/•4 ={(«.&),(&,*)) 

- fx h /a 

/. fx H ¡ \ 

/2 Í2 f2 fs h 

fl h h h 

/« U h fs fx 

pues / í 1 .J ! = (i? ) = 4; 
?"no e< a^ociativ'j va que 11 / ÍÍÍ 6 S. c i = r {a.b) ~*~ c~ — a ^ b~ -r v'J y 

f[a, fxb.a] - fu , i ¡ ^ J ) = J (b •*• c2)'. 
No existe neutro, pues f(a . e) - a => a + e2 = a =» e = 0 y 

/ ( e , a) =a =*• e 4- a 3 = a =* e ~ a — a 2 

Sólo existe neutro a derecha, y es 0. Todos los elementos son regulares a 

derecha, pero no a izquierda. 

5-34. i ) Asociatividad. 
(a * b) * c = (a * 6) * (e * c) = (a * e) * (6 * c) = a * (6 * c). 

i i ) Conmutatividad. 
a * 6 = (e * a) * (6 * e) — (e * 6) * (a * e) = 6 * a. 

5-55. Seguir el procedimiento indicado en 5-26. El neutro es e = -- y el inverso de 
1 

todo elemento a, es a' — —— 
9 a 

5-5(5. Demostramos la asociatividad 

t f(S/')] W = / ( * ) ( S A) (*) = /(x) [g(x)h (x)] =[f(x)g(x)J ñ (x) = 
= (fg) (*) h (x) = \(fg)!,] (x) «» f(g h) = (fg) h. 

5-37. i ) a * (b * z) = a * (6 z) = a (6 r ) - (a b) z - (a 6) * 2 . 
Análogamente se prueban ii i v ¡ii). 

.'v.AV. ? Í f un rrsorti'írno núes 

/ \ab) - log ; (a¿>) = log ; dr + !og. 6 = fia) +f{b) 

a) fes 1 - 1 , pues si x' y x" son reales positivos que verifican / ( * ' ) = / ( x " ) , 

entonces log 2 x'— log 2 x" = y => x' = x " = 2V 

i i i ) /es sobreyectiva, pues ' 

V y e R , 3 x = 2-v / / ( x ) = log : x = Sos2 2y = v 

5-39. fixy) = sg(xy) = « x . s g j = / ( x ) / 0 ' ) considerando todas las altematívas. 

5-40. (x o >•) * x = (x * r = x +>• = (x * z) - i - ( v * rj = (x *z)*(y* z) 
z * (x o _y) = z * (x + y) = z (z * x) o (z * y) = z = z = z + z = 2 z. 
Entonces * es distributiva a derecha respecto de o , pero no lo es a izquierda. 



TRABAJO PRACTICO VI 

6 Demostramos ¡os siguientes casos 

¿ J L . - L - 2 - 4 -2 . i ) r,= 1 

i i ) ¿ — 
i=i 2' 

fttí i 
D) 2 — 

A 4-2 

<= i 2' 

/Í + 1 

i -1 2' 

1 + 2 

h+2 . h+1 
- r 

2 (A 4- 2 ) - ( A + 1) 

-•h ->h+l 

h + 3 
>h - 1 

8. i )n = l « (1 + x ) ! = 1 + x = 1 + 1 x > 1 4 1 . x 
i i ) (1 4 - x ) * > ! + fe: => (1 + x f > i + (A + l ) x 

D ) ( l + = ( 1 -t-jc) h<l +x)Xl + A x ) ( l + x) = 
= 1 + x + Ax + fcc2 = 1 + (A 4 1)x + hx2 > 1 + (A + l ) x 

11.i )n= 1 =* 2 |1 2 + 1 

ii ) A 2 + h — 2k => (A + l ) 2 + (A 4 1) = 2 

D) (A + l ) 2 + (A 4 1) = A2 + 2 A + 1 T A + 1 = ( A 2 + A) + 2 (A + I) = 
= 2 k + 2 (h + 1) = 2 (k + h + 1) = 2 k' 

15 

¡=t v¡=t y <=i \ ¡=t y 

D) S í 3 = S t 3 + (A + 1) = ( . Z i j + (A + 1) = 

= (fc + 1) 
+ 4A4-4 = (A + l ) 2 (A4-2) 2

 = \ (A 4-1) (A 4 2) 

—(^T, i^j2 . Se ha tenido en cuenta el resultado del ejemplo 6-3. 

6-37. 2 (x¡ - x) = S x,- - 2 x = Í2 x - ; i x = 0 
'=1 /=! i=l 

. X i — 6-38. i ) n = 2 = * ^ ¿ x¡y = (x, + x a ) 2 = x* + x 2, + 2 ; 

- f 2 4. * 
~ Lá Xj T" ¿ Xf Xj 

¡= 1 I * / 

" > ( ¿ * i ) = S * + 2 X i X ; =•( S X ¿ ) = 2 x j -I- Z J 

P) f " r¿) =( X r. + r ^ . i « S x A f 2 . w , í x,- + 

" .r, + *ix¡ + x « x h - 1 + .2 - x h M , v , + x 

1= l ' 15=./ 

« 9 . S > . - 2 ) 2 = E V - 4 X í + 4 ) ^ f X 2 - 4 i f x , 4 2 4 = 

= 100 - 4 . 10 x + 40 = 140 - 40 ( - 20} = 140 + 800 = 940 

6-40. Utilizar la definición de la función factorial. 

6-41. Considerar las dos posibilidades 
x 2 - x = 2 x — 2 v x 2 - x + 2 x - 2 = 7 
Resulta x = 2 v x - l 

6-42. i >64a 1 2 - 192a 9 4 240a 2 - 160 + 8 0 a ' 2 - ¡ 2 a - 4 + a'6 

i i ) x 2 +y2 4 6 xy + 4 (x +y) %/xy 

6-43. i )fQ ( J ) p"-h q" = ( p + 0)" = 1" = 1 

6-44. T 5 + T 7 = 210 ( 6 4 x 1 4 + i ó x 1 6 ) 

6-45. x = ± 2 v x = ± 2 t 

3 
6-46. Soluciones reales son x = 0 V x= 

6-47. T 6 
f 1 0 " l 

Los términos de grado natural son los 5 primeros: T i . T2 T s 

6-49. 10! 3! 



6-50. Con las cbs personas juntas se tienen 9! 21 posibilidades. Con tales personas 

separadas,resultan 10! - 9! 2! = (10 - 2) 9! = 8 . 9! casos. 

6-57. 66 . 660. 

6-52. 5! 

6 5i. C 8 i 2 - C 4 2 + 1 = 23 

6-54. Con i varcnes y 6 — i mujeres se pueden formar C 8 . j •
 c 9 , 6 - < - E l número total es 

^ f , . 
—. v 8 . s • >- 9 , o - i • 

«5-55. Hay tantas distribuciones posible* como funciones crecientes de I L 0 0 en lio . o 

sea C J O O J O ~ ( 1 0 9 , 1 0 

6-56. V 6 3 — V 5 2 = 6. 5. 4 - 5. 4 = 1 2 5 . Los números cuya primera cifra 

(centenas'; es 0. son V s 2. 

•5-57. Como no ¡e exige que las cifras sean distintas, resulta Vg_, — V, . = ó3 — ó2 = 

= 6 J .5 = 180 

6-58. C 4 2 - C4J3 es el número de muestras de tamaño 5 que contienen exactamente 
2 ases. 

(J-59. C 4 > 2 .C321 =6 . 3 2 = 192 

6-6/. ( n - k - 1)1 k\ 21 

k+2 k+3 

A 

!Í-¿J*. No se piden restricciones en cuanto a convexidad, y pueden formarse -

V'io 1 0 10 V 1 0 ,• 

triángulos hasta —----- decágonos. El número total es Z —y— po­

lígonos. 

6-63. 2 . 5! 5! 

ó"-6«/. i ) Tantas como funciones de I„ en I 3 , o sea V"3 n = 3" 

¡i) p * - " - * . V' 
' n " 2. n - k 

6-65. i ) V ; U = 3 -

.pfe.i3-.fe = 13! .,13-fe 

> o • 2.13-H A! (13 —A-)! * 

6-66. Sean A = {xu x 2 , .. . , x „ , . . . } numerable y M C A, infinito. 

Consideramos x,;( el primer elemento de A perteneciente a M, el cual existe por 
el principio de buena ordenación; de los que le siguen en A, elegimos el primero, 
x, , perteneciente a M. Siempre es posible obtener uno porque M es infinito. 
Resulta 

\| ; g, 9 x- ¡ x• , > nu'íiCnibfc 
«. «! "2 S3 J 

6-67. Sean A, = ¿a. .a. . . . . . a. . , . . ! > con /e 1 „ . 
n 

Consideramos la unión disjunta Z A,- y la función 

f: í A , - - N 
1* 1 

definida por / (a¡j) = (/ — 1) n + i (según una ordenación por columnas). Como 
n 

f es biyectiva, resulta 2 A, ~ N. 
1=0 

6-68. i ) V 4 M = 4 » i i ) P i ' 3 - 3 - 3 = vy^v 

6-69. C. . = C D . 
5,3 9,3 

6-70.1 ) C 6 > 3 . C 8 i 4 « ) C 5 > 3 . C 8 t 4 « 0 C 6 < 3 . C 6 i 4 

http://pfe.i3-.fe


TRABAJO PRACTICO VII 

"•19. Se niega cada axioma del sistema dado. Como Ai : va : a e A =» ia,a) e ü , su 
negación es ~ A, : 3 ala e A A (q.a) (R. El sistema ~ A , , A 3 , A3 debe ser 
compatible, para lo cual es suficiente exhibir un modelo. La interpretación 

A = ^ 1, 2, 3 j> , R - | (1,1) , (2,2)j es un modelo. Esto prueba la independencia 

de Ai. Análopmente se procede respecto de la independencia de A2 y A 3 . 

" - / / . 1. (a.b) e R => a b =» (a.b) e R v (b.a) e R en virtud de A2 y de A ¡ . 
Resulta (b.a) i R, porque en caso contrario, por A3 y A5 

<a.b)eR A ib£)eR =»íaJs)eR *>a*a 
lo que es absurdo. 

7-12. I. a) 1' = 0. En efecto 1' = 1 ' . 1 = 1 . 1* = 0 
p o r B s , B 2 y B 6 . 

b)0' = 1 por el principio de dualidad. 
I I . Suponemos que a admite dos complementarios a' y a". Entonces, 

a* — a"+ 0 = a ' - f (a.a") = (a'+a). (a'+a") = 
= (a+a') . (a'+a") = 1 . (a'+a") = (a'+a") A=a' + a". 
Análogamente a" — a" + a' y en consecuencia a' —a". 

Ul. a + (a.b )=(a.i)+(a.b) = a. (l+b) = a.(b+l)= a. 1 = a 

Por dualidad resulta a. (a+b) = a. 

7-13. Probamos que n+b=£n 
i ) / i = l = M + f e = 6 + l = s ( f e ) # l 
ú)h+b=th => s(h) + b=£s(hj 
D) s (h}+ b = b + s (h) = s (b+h) * s (h) 

7-14. i )n= 1 =¡>a + 1 = s ( a ) ¥ = a * f e ¥=s(¿) = fe + 1 
i i ) a + / ! # f e + A * a + s ( A ) í t H ! W 
D) a = s (/j) = s (a+h) * s (b+h) = 6 + s (h) 

7-15. i ) 1 ] « = 1 1 . 1 = 1 . 1 
2] l . h = h . 1 => 1 . s (h) = Í (/z). 1 
En efecto: 1 . s (h) = 1. h + 1 = h . 1 + 1 = h + 1 = s (//) = s (A) . 1 

ü) l ] n = 1 =* s(b) . 1 = 1 .s(b)= 1 .fe + 1 = fe . 1 + 1 
2]s(b) .h — b .h +h => s (fe). s (h) = b . s (h) + s (h) 

D) s (fe). $ (A) = s (b) . h + s (b) = (bh + h) + s (fe) = 

= bh + (h + s (fe)) = bh + (s (fe) + h) = bh + s (fe + h) =bh + b + s (h) = 
= b.$(h) + s(h) 
3] Es consecuencia inmediata de i ) y i i ) . 

7-16. i )a<b =* fe = a + x =»• fec = (a + x ) <? =*• 
=> fec = ac + xc => ac < fec 

i i ) a < ó A c<d ac <bc A be <bd ac<bd 
iii) Si a ^ 1 entonces 1< a. Luego 

1 < 2 -sí- 3 ~ í + r +x)b ^ ah-h + Yh =» 
=*• 1 = fe +xfe => 6 < l, absurdo. 

7-17. i ) (N,*) no es monoide. 
ii ) (Z,*) es monoide. 
i i i) ( R 2 * 2 ,* ) es monoide. 

7-18. i )(a*b) +c *d = ((a * fe) *c)*d = 

-(a* (b*c)) *d-a* (b*c) * d 

ii ) a) « = 1 = » a m *a 5 =am * a = am *1 

b)a¡n *a A = a m a m * a h + 1 =am * ah *a — 
= c¡m*-h *a = a m + ' 1 + i 

7-79. Sea S ={$i/i e I j u n a familia de sub-semigrupos de A y sea X =n S,- la 
intersección de dicha familia. i e I 

Consideramos a e X A fe eX »» a e S¡ A & e S<, V / e I 
=•» a * fe e S,, V / e I =* a * fe e X 
Luego X es un subsemigrupo de A. 

7-20. i ) Probar que S es el conjunto de los múltiplos naturales de 1, o sea 

S = { l . a / a e N } 
i i ) Demostrar que S = (l . a + ( - 1 ) . 6 / a e N ) , definiendo 1 . a = 1 si a = 1 

y 1 . g = 1 + 1 -fc . + l 
' a ' 



TRABAJO PRACTICO VII! 

•í-. ' i J) Nu. b¡ Si. c) No. US S Í . 

8-23. t ) L'n jcnerador es í. 

ii ) L'n generador es z (obsérvese que z~ =z). 

1 , 1 
8-24. El neutro es e = -r- . y el inverso de a es a = -—- . 

«<-J5. El neutro es e » i . y e! inverso de «c.i a ' = 2 / —3. 

S-26. Está tratado en 5-31. 

Neutro es (0,0, . . . , 0) y ( — - JC 2 , . . • . - * „ ) es el inverso aditivo de 

( * 1 . * 2 xn). 

8-28. Sean /„, / 1 2 0 , / 24o las rotaciones de 0 o , 120° y 240° respectivamente;/A, /B y 
fc las simetrías respecto de BC, AC y AB. Proceder como en el caso 5-23. 

&29. Tener er¡ cuenta 8.14.3. para obtener los subgrupos 

H, = { j ' o ) , H 2 = {/o , / A } , H 3 = {/o f / B } , H 4 = {/o , / c } , 

H5 ={jo • fiio > fnoj » H6 = G. 

•S-Jft Corno (!), 0 .. . . , 0) e H. es H ¥= <¡>; y por definición de H se verifica H C G. 

Sanix,.x:, . . . . v „ ) e H •• (y ¡.y-,. - • . y„) e H .t, = 0 ' y, = 0 ~ 
=> A"(- i'¡ = 0 => X¡ 4 (-".l".¡ - 0 =* 

= » | x ( ! . v ; . , >*„) + » - y ¡ , ~ V;. . . . — ¡ , t i - r í 

Luego,(H , -r) es subgrupo de (R" , +). 

8-31.H¥=<t> y H C R 2 x 2 . S e a n A e H A B e*H *» 
=> 'A =— A* A B - — B* => A + (— B» = ~ A* + B f =» 
• * A + ( - B ) = - ( A t - B ' ) = - [ A + ( - B ) l ' = * 
=> (H , + ) es el subgrupo de las matrices antisimétricas de (R 2 x2 , + ) . Pruebe el 
lector cue A = — Af => a¡¡*= 0 , Vi. 

8-32. i ) f(cb)=(ab)2 = a2 b2 =f{a)f{b) 

W Al N ( / ) pertenecen los elementos de A que satisfacen x2 = 1 => 

= > j = l v x = - l = * N ( / ) = { - i , i ) . 

I ( / ) = R + pues V>-eR + , 3x = \/y/f(x) = y. 

8-33. Es un morfismo biyectivo, con N ( / ) = { l } , I ( / ) = A. 

#-.?</. Está tratado en 5-38. 

8-35. i = e ' e H =*• e ef (H) = > / " l (H) =¡£<t> 

ü ) / ' ( 'O - G poi definición de preimagen. 

üi) xef1 (H) A - r e / " ' (H> = * / ( . r ) e H - í ' í . v J c H *» 
«»/<.v»e H " [ / ( . v ) j ' e H - > / ! . r j * " ' / í r ' i e H =» 
- » / * . » • ' )e H *» x * v ' e / " 5 (H>. 

8-36. xeG =*• x * x = .r =» JC * .v * x " 1 —x*x~s => .v * t> = e =» x — e. 

Luego G = | e j > . 

8-37. Sean a y b en G. Se tiene: 

(a*b) * (a*£>) = e = e * e = (a*a) * (b*b\ =» 

•"* tf * (h*á) * b —<i * (a*b) * 0 =>b*a~a*b 

8-38. i ) / a es morfismo, pues: /„ U*>') = a"1 * (.v*y) * <r = 

= a"' * x * (a *d1) * y * a = {a1 *x*a)*{ái *y*a)= fa (x) * fa (y) 
i i ) /es l — l.Seanx ej> tales quefa {x) = fa {y) 

Entonces^ 1 *x * 4 =s f ' *y * 4 =* x —y 
i i i) /es sobreyectiva, pues V>' e G , 3 x = a * y * a"1 tal que f(x) =y. 

8-39. Sean / : G -»• G' y £ : G' - • G " homomorñsmos respecto de *, *' y Entonces 
g o /: G ->G" verifica 

i£°f)(a*b) =g [f(a*b)\ =g[f(a) *<f{b)] -

= g ! / ( « ) ] *"g 1 / (6)] (a) * " ( r / ) ( * ) . 

W f t F (a*6) = / o t í > = / b o f a = F (6) o F (fl) 

En efecto: f 0 # 6 Lvi = (a*¿f 1 * x * (a*bf— 

= * . r * S . * - * - 1 . / t í (x) • * = /6 í/e tv>] - (7 b«/»)(x) 

8>4i. i ) Verificar ios axiomas áe sruoo 

si) Sea * conmutativa. Entonces a s 6 ~ é * a = a * — d -¡ a •-a, 
conmutativa, y recíprocamente. 

8-42. i )/es un morfismo, ya que/(a*í>) = (a*b)'-b' * a' ~a'° b'-f(a) °f(b) 
i i ) /es 1 — 1, pues si f(x) = / ( v) entonces x' =y' =¡> x =y. 
wi) / es sobreyectiva porque V j e G . 3 x = _ v ' e G t a l que f(x) = y 

El grupo (G,°) se llama recíproco de (G, * ) . 

8-43. Neutro es e — (1 , 0), pero los pares del tipo (0 , b) carecen de inverso. No es 
grupo. 



8-44. i) eeS A e e T = > e = e + eeS + T = * S + T # ^ 

i i ) S + T C G por definición de S + T 

ii i) a e S + T A ¿ e S + T = * a = x + j A b =2 + u / x eS,z eS,y el, 
u e l ^ x - z e S A y - uel => (x -z ) + ( y - « ) e S + T = > 

=» (x+y)-(z+u)eS + l 

8-45. Ver 8-36. 

S~fó. 1. Si (X , *) es un grupo, entonces las ecuaciones x * a = b y a * x = b admiten 

las soluciones únicasx - b * a'1 y x = a"1 * b. 
2. Sea (X , *) un semigrupo en el cual son resolubles las ecuaciones x * a = b y 

a* x = b, cualesquiera que sean a y & en X. Entonces se verifica la existencia 

de un elemento e e X tal que e*a—a. Sea . t e X ; por hipótesis, existe y eX 
de modo que a * y — x. 
Luego 

e * x ~ e * (a*y) = (e*a) *y=a*y=x 

O sea, e es neutro a izquierda. 

Sea xe X. Por hipótesis, existe c € X tal que c * x = e y en consecuencia c es 

inverso a izquierda de x e X . El lector puede probar que la existencia de 

neutro y de inversos a izquierda implica que ( X , *) es grupo. 

8-47. Aplicar 5.4.2. 

8-18. i )f(x+y)-ax"y = a » a » . . . *a = ax * ay =f(x)*f (y) 
X + y 

ü) I ( / ) = { / ( * ) / xeZJ = {a* I xeZ A aeG}=[a\ 

8-49. i )fl(xl^2.x3)^(yí,y2,y3)}=f(x1+y,,X2+yi,x3+yí) = 

= (x1+yi~xj-y3,X2+yi-X3-y3) = {xl-x3,Xi-x3) + (yi-y3,y2-y3)= 

=f(xi,x2,x3) + f(yi,y2,y3) 

i i ) ( x j . x 2 . x 3 ) e N ( / ) ~ / ( x i , X j , x 3 ) = (0,0) ~ ( x ^ x - ^ X j - x , ) =(0,0) ~ 

< * J C i ~ X 3 = 0 A X2-.C3 = 0 • » X j = X 3 A X2 = X3 *> X i = x 2 = x 3 

O s e a N ( / ) = {(a.a,a) / a e R ] 

i ü ) l ( / ) = { / ( . x 1 , x 2 , x 3 ) / ( x , , x 2 , x % ) e R 3 } 

=» I ( / ) « { C x i - * 3 , * a - * s ) / ( x 1 ; x 2 , x 3 ) e R 3 } 

{ x t - x 3 , x J - x i ) = \ y l , y 2 ) =*xx-x3=yx A X2-X3=>>2=* 
= * X I = .V I + <*, x 2 =J>2 + a, x 3 = a con a e R 

O s e a I ( / ) = R 2 

8-50. i ) Sean H C G un subgrupo normal yueG. 
Va e H : H * a * u l eH . Entonces ¿ = w * a * u - 1 = > u * a = ¿ » * « =*• 

= * a * a e H u = » a H C H u (1) 

Sea v — u1 => c = v * a * v ' 1 e H. 

Como c — ux * a * «, se tiene a * « = u * c , o sea ¡z * M e K H =* 
=> H u C u H ( 2 ) 

De ( 1 ) y ( 2 ) resulta u H = H w. 
i i ) Como u * a e u H A I Í H = H « , se tiene « * a e H « y e n consecuencia 

existe b e H tal que u * a — b *u. Luego « * a * u " 1 = 6 e H, y H es normal 

5-5/. / no es un homomorfismo. 

8-52. i ) Sean H normal y fa un automorfismo interior de G. 

/ a ( H ) = { / 0 ( x ) / x e r í } = {v = a * x * < f l / x e H } = {v / >• e H} 



TRABAJO PRACTICO IX 

'•yiO, Analizar los axiomas siguiendo el método habitual. (Z 2
 , • * " , . ) es anilio conmuta 

tivo, sin identidad, coa divisores de cero. 

9-71. i ) Asociatividad: (ab)c = 0c =0=aQ = a(bc) 

i i ) Distributividades: \a+b) c = 0 = 0 + 0 = ac + be. Análogamente c (a+b) — 
— ca + cb. 

9*12. Seguir ei procedimiento indicado en ejemplos anteriores. Neutro es (1.0). 

°>-l3. Considerar el ejemplo 5-7. No tiene divisores de cero. 

•414. i ) /es un morfismo, pues: 

1. /[{a+b y/2) + (c+d V 2 ) I = / [ ( f l + c ) + (b+d)y/1] = 
= (a+c) - (b+d) y/1 = (a-b y/2) + (c-d y/1) =f(a+b y/1) + 
+f(c+dy/l) 

2. f [(a-b y/1) (c+dy/2 ]=f {(ac+2 bd) + (ad+bc) y/2] = 
- (ac+2 bd) - \ ad+bc) y/1 

f(a+b y/2) .fic+dy/l) = (a-b y/1) (c-dy/1) = 
= (ac+2 bd) - (ad+bc) y/1. 

i i ) /es biyectiva. 

í>*75. Verificar los axiomas. 

'*/6. i ) 0 € A t A 0 € A : =» 0 6 A i <"< A i =» A , O A? 

u * A a A A.-1- A ^* A \ f
 ; A^ CI A 

üi)<ie A( ~ A-> b € \i r' K¡ a • b's Ak ' J A i'c .-V — 
w u t í ' e A , n A 2 

Esto prueba que (Aj H A 2 , +• ) es subgrupo de (A , + ) 
iv) El producto es ley interna en A. pues a e A t O Ai A 6 e A ¡ H A : =* 

•=» a í> e A i A a i e A j «»a¿> e A i o A * . 

v ) La asociatividad y distributividades se verifican por ser Ai H A 2 C A. 

9-17. Si en A existiera* ^ 0 tal que x" = '0 o seax . x . . . x = 0. entonces habría 
divisores de cero, lo que es absurdo. 

9-18. i ) Sea a - b módulo n =» n\a- b => a — £> = nk (1) 

Además b — nq + r A 0 < r < JI. Sustituyendo en (1): a — nq — r — nk => 

=*• a — (k + q) n + r A 0 < r < n. O sea, r es el resto de la división de a por n. 

ii ) Sean ay b tales que a—nq + r A b — nq' + r a — b = n (q ~~ q') 

=> n\a — b => a ~ 6. 

9-/9. i ) a « £ => 0 < 6 - a => - 6 + 0 < ( - £ + Z > ) -« = > - £ > < ~ a 

t i ) a = Q => a 2 - 0 0 < a2 

a e A r =» a2 e A* => 0 < r =* 0 *S £ 

a ¿ A " •=* a* € A" 0 < a" 
Tener en cuenta 9.8 

9-20. i ) Se sabe que i a + 6 ¡ < [ a ¡ 4-! b l 
Sea .c - y = 2 =* .v = 2 + y => ' x \ - i z + y i =» i x ! < ¡ z | + | y i =* 
^ U | - | y i « | 2 | = * ¡ x ! - l y ¡ < U - y | = > U - y ! > ¡ x l - [ y ¡ 

ii )Por un error tipográfico, el enunciado se corrige así \\x\ — [vil < I* — v i . 

Utilizar i ) y 9.12.2. 

iii) x i y A _V7=0 =» y = xk A A: ñt 0 =» ! y I = i x \! & i -\ • i & ! > t =» 

= > ¡ y ¡ U : ¡ > ¡ . T ¡ ! * ¡ = * í . v j > | . r | 

9-27. i ) 0 e l =>I=?í=0 i i ) x e l A y el =*• nx =0 A «y = o=> 
= * « x - « y = 0 =>n (x-y) = 0 => x - y e" 1 

iií) x el A y e l = * « x = 0 A « y = 0 = > (nx) (ny) = 0 (xy)] = 0 => 

=> n (xy) = 0 =* xy e A 

iv) x e l A a e A =* nx - 0 A a e A => n (xa) = 0 A «(ax) - 0 =*• 

= > . t « e ! A a x e I 

9-22. Sean A un anillo de división e í cualquier ideal propio no trivial. La tarea se 

reduce a probar que A C l pues por definición, se sabe que l C A. Como [ es no 

trivial, existe un elemento no nulo a e I y por ser A un anillo de división, a es 

inversible; en consecuencia, a a" 1 = 1 es un elemento de I. 
Sea x e A: como 1 e I, se tiene x 1 e I, y por lo tanto x e I. Luego A C I . 

" 2J- t J Teniendo e-ñ «tenta 8-27. resulta » RJ , •*•> un grupo jbe'iiarto. 

ii í tí pruduvrii' vi fcv & -o,r;puiie;6n ¡ruerna en R"* por ! ; i deliniCHW dada. 

Falta probar que es asociativo, que el neutro es U . 0 . 0 . 0 ) , que toda 

cuaterna no nula tiene inverso multiplicativo (emplear los métodos habitua­

les). La no conmutativídad se verifica con un eontraejemplo. 

i i i ) Se completa demostrando las dos distributividades del producto respecto de 

la suma. 

Referencia: lectores y Tensores, por. Luis A. Santaló, pág. 87. Editorial 

Eudeba, 1961. 

9-24. Sumando las ecuaciones Üx + Oy = 0 y el conjunto de soluciones es Z s . 

9-25. Sean a|c A b\c A med (a, 6) = 1 ;a|c => c =ax (1) 



Por hipótesis y (1) es b\ax. Por 9-8 ii ) se deduce b]x, o sea x = by. Sustituyendo 
en (1) queda c = (ab)y => ab\c. 

9-2(5. Sean mcd (a,b) = d A a\c A b\c. Entonces d~sa + tb A c=ax—by. 
Luego de = safey + tbax = (sy + De) ab <=> ab\dc 

9-27. i ) 2|10 => 2|10 d. Como 2\u, resulta 2 i l 0 d + u, o sea 2\n. 

i i ) 3 | 9 => 3|9 d. Como 3|rf + u. se tiene 3]9 c?+a* + «, es decir 3 | I0c í + «. 
Luego 3!n. 

iu) l l i l l u ' •• \l\d-u i ¡ i 11 d — (d—u) => H l i O r f + « 
Por ejemplo, si « = 132 como 11113 - 2 resulta 111132. 

9-2*. i ) 2 : ü ) 5 ; üi) 21 ; iv) 5 

•'"•-29. alb =» b = ax => \b\ = [a\ [x \ - a \x\ pues a > 0 ya que \b\ < a. o sea a >\b\ > 0. 

De i¿>¡ = a \x\ A a>\b\ resulta a >a ix| =* ix¡ < 1 => x = 0. Luego 
¿> = ax = 0. 

9-30 Supongamos que a = bq + r A 0 < r < b y a = bq' + r' A 0 </•'<£>. 

Entonces + r - bq' + r'y b (q — q') = r' — r =» ¿jr* — r (1) 

Por otra pa r t e r '<6 A r>0 =* r' — r < b (2) 

Ademásr < b A / - ' > 0 =» r — r'<b (3) 

De (2) y (3) resulta \r' -r\<b. (4) 

De acuerdo con 9-29, de (1) y (4) se deduce r' - r = 0, sea r' = r. Entonces 
b(q - q ) = r'~r = 0 =>q-q'=0 =>q'-q. 

9-31. El algoritmo de Euclides se reduce a 

<7t 12 

a b ?t 

'i r2 
0 

mcd (a ,b) = r2. Por el algoritmo de la división entera, se tiene 

a = bq, + r , y b = r¡ q2 + r2 => r2 = b - rt q2 = b ~ q2 (a~b q¡) = 
= b - q2 a + qi q2 b = (~q2)a + (l+qt q2)b 

«•J2 Mediante 9-26, como mcd (a, í>) = ¿f, a|m y í>|m, resulta sóldm. Probar que 
dm\ab. 

9-33. a~b =*• « | a - a - t> -nh =s> a=b + nh ak - (b±nh)h = 

= bk + £ ( * ) > * - ' « ' * ' =* afc - b" = n £ ( J ) * * " ' n'1 ti^nq -* 

n\ak - bu => a* ~bh 

9-34. En 5-8 está comprobado que ( R " * N , +) es grupo abeliano. Verificamos entonces 
A 6 : El producto es ley de composición interna en R N X " , de acuerdo con 9-2. 

A? : Asociatividad. Sean A , B y C en R"*n, y los productos A (BC) y A (BC). 
La fila i de A es: an , al2 ain. La columna /' de BC es 

I bu, efe,- , Z b2k ckj Z d n f e t-fej 

n n 
Entonces el elemento (i, /) de A (BC) es Z a l f t Z ckj = 

= t í aih bhk ck} = í f 2 a ( h bhk] ckj que es el elemento ( / , /I 
h=l * = 1 fe = l \h=í J 

de(AB)C. 
A 8 : El elemento genérico de 1 es 55 (delta de Kronecker) definido por 5^ = 0 si 

i¿j y Su = 1 si i - / El elemento ( í , j) de A I es ¿"¡¡t 5 * / = a n 

+ a i 2 5 2 / + . . . + a „ 8 , , + . . . + a ¿„ 5 n i = a„ 1 = o v =* AI = A,*y análoga­

mente I A = A. 

A 9 : Sea C (A + B). La fila i de C 

La columna; de B es: ax¡ + ¿?t/, at¡ + b2j,. ., , an;- + bni* 
n 

Entonces, el elemento (i . j) de C (A + B) es Z c,ft (akj + bk¡) = 

= 2 c.k aki + Z cu, bkj, que corresponde al elemento (i, j) de CA +CB. 

h=l fe=l 
O sea C (A + B̂ ) = CA + CB. Análogamente se prueba (A + B) C = AC + BC. 

9-35. Hipótesis) Para cada m se verifica 

V / i <m : P(/i)es V =*P(m)esV 

Tesis) P(«i)esV, V « e N 

Demostración) 

Suponemos que H ={x e N / P (x) es F} # <£>• Por el.principio de .buena 
ordenación, existe en H el elemento mínimo m, tal que P (m) es F (1), y 
h<m =» P (A) es V. Ahora bien, por hipótesis resulta P (m) es V, lo que es 
contradictorio con (1), o sea H = 0. 

9-36. ac~ be => n\ac — BC => n\(a - b) c => n\a — b (porque si un entero es divisor 
de un producto y es primo con uno de los factores, entonces es divisor del otro). 
Luego a ~ h 
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9-37, i ) Sean j o , , Í?2 anj una clase completa de residuos módulo n y a, 3-a¡. Si 

a¡ ~ tfj, entonces a¡ y #/ pertenecen a la misma clase de equivalencia, lo que es 
contradictorio con la hipótesis. 

Recíprocamente, si a¡ a¡ , Vi i= j, entonces dos elementos cualesquiera y 

distimos no pertenecen a la misma clase de equivalencia, y en consecuencia 

(a,, a, a„ j es una clase completa de residuos módulo n. 

ii ) En efecto, supongamos que aa¡ -* aa¡ para algún / # / . Entonces n\aa¡ — aa¡. o 
sea nU ía¡ — a,), y como a y n son copamos, se deduce que nía, - a}. es decir 
a, ~~'a. Esto e» contradictorio con la hipótesis. 

9-38. Sea !a clase de restos módulo p : U, 1 p — 1. Como a 0 ya que Ü no es 

múltiplo de p, aO, al, a2,. .. ,a{p— 1) constituyen una clase completa de 

restos módulo p, por 9-38 i i ) . Entonces cada elemento de la primera clase es 

equivalente a uno de la segunda, y recíprocamente. Como 0 pertenece alas dos, 

por la cOTapatibilidad de la relación respecto del producto, se tiene 

1 . 2 . . . ( p - 1) ~ (a 1) (a 2)... (a (p - 1)) 

Osea (p- IV . ~an~l (p— 1)!, o lo que es lo mismo, p I O " - 1 - l ) ( p ~ 
Comopy(p— 1)! soncoprimos, resultap\(a p~ i — 1) =» a"'1 ~ 1. 

9-J9. i ) a y n son coprimos => med (a,n) = 1 => 1 = s a + t n => b = sab + tnb => 
=* b - (sb) a = (tb) n => n\b - (sb) a =» a (sb) ~ A => s b es solución de la 

ecuación. 

i i ) Sean ÍJ y s2 soluciones de ax = b (mód. n). Entonces ast ~ & A as2 ~ b f> 
=>asi'~asz, por la simetría y transí tividad de la relación. Se tiene 

n\a(s¡ ~ s 2 ) y a coprimo con n => «Isi — s2 =>s¡ ~ s 2 

i i i ) Siendo a y n coprimos, y « primo, por 9-38 se tiene an~1 ~ 1 =*• 

=>• a 1 - 1 ¿>~-& = » a a " ~ 2 ¿ ~ ¿ =* x = a n _ 2 ¿? es solución de ox ~ b fmód. «). 

9-4ft i ) Come 3 y 4 son coprimos, es med (3 .4) 1 = (— 1) 3 + 1 . 4 => 

=» sb - \ - i * " = —7 es solución. Todos los congruentes a -7 modulo 4, 

son soluciones {ver 9-39). 

¡i ) I2L? - ó =» ,t = 6 + i 2 k - haz son soluciones. 

i i i) De acuerdo con 9-36, — 2x ~ 12 =+ x 6 luego de cancelar — 2, que es 

coprino con I I . Por 9-39 iii) es x = l n ~ 2 .(—6) = -6 una solución. 
Resulta K¡ el conjunto de las soluciones 

9-41. i ) — * j =ab'1 +cd'l=ab'1 d~l d + cd~l b'1 b = (ad-rbc)(bd)'1 = 

_ ad+bc 
bd 

ü) £. . L. ^ab'1 cd 1 =(ac)(¿£Í) 1 = -— 

.... a c a . b c . d a + b c + d 
m ) T " ~d ~~b b = ~d -~d "* ~T~ = " 

9-42 Sean Kj y K2 subcuerpos de K. Como 1 e K, A 1 e K 2 , es 1 e K, n K 2 , o sea 
K! n f í ¡ # 0. Además K, C K A K2 C K => K, O K2 C K. Mediante la con­
dición suficiente 8.4.2., el lector puede demostrar que (K, n K 2 , + ) y 
((K, ( n K2 ) — i 0}..) son subgrupos de (K , +) y de (K — \ 0} , . ) , respectiva­
mente. La distributividad es consecuencia de que K) O K 3 C K. 

. . . . i , i , Ur+v) 1 

9-4 S. ! ! n "" < "» X "*",!" = .T i" y — r — — 

-jh-l ' TÍ! 

En efecto, (** - y " ) C x - y ) > 0 ^ x " ^ 1 + y " + 1 - y x h ~ x y h >C 

yh+í ^ ^ - l + x > , h + J f h y + J , h - 1 < 2 X h + I + 

e* + y * ) + y (xh + y*) < 2 * 1 + y" 

=*• (x+y) ( J T +y" } 2 ix * -n- -1 
Por la hipótesis inductiva 

x - + y ^ > M ) ^ > <*£¡£ ^ = Ü&TL 

9.44, (Q ( v ^ ' i , + , .) es un subcuerpo de (R . + . .). Basta probar que (Q ( V I ) , +) y 

(Q( V3) —{0} , . ) son subgrupos de (R +) y de <"R —(o) . . ) , respectivamente. 

(Ver 5-7). 

9-45. i ) (nx) \my) = (x+x+ .. +x) ( y + y + . . . + y ) = xy + xy + . . . - t - x y ^ 
n m nm 

= (nm) (xy) 

ii ) (ne) ime) = {nm) (ee) = ínm) e 

9-f(>. i i p x = ( p i i (ex) — i pe) i i xI — Qx — ü 
Debe notarse que í! y i &cn elcméatos. N y m> de K 

i i ) S i p n o fuera pr:„.o. admitiría ía descomposiciónp =P¡ Sj .con i < f ' i 

y 1 < p 2 < p . 

Entonces p e = ( Pi p2)e = ( p, p 2 ) (c t?) = ( P i t ' H p : i') = 0. Y como no 

existen divisores de cero, resulta px e = 0 v p2 e •= 0; o sea. la característi 

ca es Pi o p 2 , lo que es contradictorio con la hipótesis. 

9-47 (x + vf = xp + £ (j¡ 1 v P _ l - v ' Todo término del desarrollo de la 

. ÍP\ ^ p i p • i) < P - j + 1 ) , , , 
sumatona tiene coeficiente ^ . J —p . donde la 



característica p es un factor. Por 9-46 i ), tales términos se anulan y resultan 
(x=yf = x p + y . 

9-18. i ) El conjunto (x e ( f / x 2 < 2} carece de supremo en Q. 

P T 

ii ) Sean x = - — e y =— . Tomando n>qr se tiene np¡>qr => 

=>npS-qr>0 = * H B Z S L > 0 ^ n - 0 = > n x > ~ 
W q s s 

9-49. Ver 6-66 y 6-67. 

9-?9. i ) Sean A,- = a ü . a j 2 , . . . , ain. con / e N. tales que i ¿= j =» A{ O A, = <p. 
Definimos 

/ : Z A¡ - * N mediante 
i=l 

/*(%) = E «h + 7 . Como/es biyectiva, resulta Z A¿ numerable. 

i= 1 
¿!„ — 

a 2 n . . . . 

a ^ 

Ordenando según el proceso diagonal de Cantor, resulta í. A, igual a la 
i- i 

unión de una familia numerable de conjuntos finitos, que es numerable por 
i )• 

ii ) Sean 

TRABAJO PRACTICO X 

¡0-8. Sea — e Q una raíz, con mcd ( p,q) — 1. Se tiene (—\ +• ¿ a« (— ) = 0 =» 

~ pn+qn (a^a, -P~ + . . . ^ , R O = 0 =» p" + a 0 <?" + 

+ a¡ p?" ' 1 + . .. +an.t p"'1 o = 0 =* pn +q (a0 qn'x +ax pqn'2 + .. . 4 

+ a n - i Pn~l) = 0 =* +• a s = 0 =* -q s = p" =* I p " y siendo p y a copri-

mos, es 1 p , es decir q — i{. Luego e Z. 

i f l - 9. i ) Considerar la ecuación x2 — 5 = 0 y verificar que carece de raíces enteras, 

i i ) Si ei es la diagonal y a la arista, se verifica d2 = 3 a2 => C~a"3 ~ ^-

Haciendo — = x, considerar x2 — 3 = 0. 
a 

10-10. Seap e Z raíz de la ecuación. Entonces 

P n +an.lp
n-1 +an.2p

n~'1 + . . . + a j p + a o = 0 =* 

= » p . í + a o = 0 con s = s n . ! p n ' 2 + . . . +ax =*p( - s ) = a 0 =* p |a» 

i 0 - / / . Considerar eQ con mcd (p.q) = 1. Si fuera raíz, al sustituir se llega a 

= ± 1 o — = ± ^ r . valores que no satisfacen a la ecuación. 
<7 4 3 

Í 0 - / 2 Sea \/2 + s/J = x =» 2 + 5 + 2 VlO = x 2 => 2 VT5 = x J - 7 =* x4 -
— I 4 x 2 + 9 = 0 tiene como raíz z\/2+y/5, pero carece de raíces enteras. 

10-13. En efecto Vf V;- se verifica: 

1 
* = 3 < 3 + w = b ' > y ^ = 3 - l r J 7 < 3 + i r 7 = ° ¡ 

14. _ p r { \ 1,4 1,41 

Para V 2 . <J 2 ^ ^ 

Para V 3 " : | 

1 1,7 1,73 
2 1,8 1,74 



Resulta: 

VJ-y/3 : 

2 3,1 3,14 
4 3,3 3,16 

: ¡ -0,4 -0,33 
i -0 ,3 , -0,31 

i 2,38 2,4393 
4 2,70 2,4708 

obtener 
1 

V i 

10-15. i t A = t r u . ; G j > u < U e < y / x¿ <i> 

i i ) A = Q - U < ' o W j r e Q * / x* <<} 

10-16 i ) [-4 , Dj ü ) (-*>, - 3 ) U ( - 1 . -H») 
iii) ( - V Ü , v 7 ! ) iv) (-*>, ) u ( V T , + « ) 
v ) De x 3 < x resulta 

x (.vi-I) U ! ) < 0 =» x 6 ( - » , - 1 ) U v 0 , l ) 

úisnMiiwmo a>íí)í!s<MUM'X¡> > R 

- 1 0 1 

vi)(x+2)(*_ 1 ) {x -2)x<Q - * j r e ( - 2 , 0 ) U ( l , 2 ) 

- 2 0 1 2 

Extremos inferiores o ínfimos: - 4 . no tiene. -v/_5 . no tiene, no tiene, —2 

Extremo.;superi:ies o supremas: 0. no tiene, V : - au tiene, t, 2. 

10-17 \/*5 < v/T v ™ . 

iQ-18. Cotas inferiores son los racionales menores o iguales que 0; colas superiores.son 
los mayores o límales que i. El supremo es 1 y el ínfimo es 0. 

10-19. i ) Cota sjperior es todo real mayor o igual que v T . 
Cota inferior es todo real menor o igual que 0. 
Supremo es y/2; ínfimo es 0. 

ü ) B = (- °°, — v 2 ] U [ \J2, + °°). No está acotado y carece de extremos, 

i i i ) C = | V2 , + °°). No tiene cotas ni extremo superiores; está acotado 

¡nferkrmente por todo real menor o igual que y/2,y el ínfimo es s/T. 

10-20. Sea c e C =*• c = x -V y con x a A y < Z> ^* c < a + Z> a + ¿> es cota su­

perior de C. 

V S > 0 , 3 x e A A 3 yeB ¡ a < x + £ , A b <y + £ , y si c es otra cota 

superior de C. entonces a + b — 2 E <x +>' < c', o sea a + b < c' + 2 . 

Luego a 4- b < c'. 

10-21. 3 x2 - 2x - !< 0 =» 3 (x- l)(x+ ~)< 0 =*• x eí- 4 " . 1 )• 

Intimo es — ^ - , y supremo es 1 

10-22. S¡ U«.U.' v « Á verifica x < a £ < j, e! >npremo no sería a. lo que es absurdo. 

10-23. III. v " a = x 4 v<x = v = - x = , v m =* a = ( y m ) " = y m " -

=» y — y a 

IV. =x => a m = x " =* a m p = x " p x =n\raM¥ 

I 

10-24. i ) ia.b) = [a.A] - <a.h) ~ [a.A| ~ (0.1 ] 
Porque la diferencia entre un conjunto no numerable y un conjunto a lo 
sumo numerable, es coordinable al primero. 

ii ) Dividimos el intervalo (0,1) en n partes: 

0 ! 1 1 1 1 O 1 

Se tiene [0,1) = £ fa,-., . at) = £ B, 
i - i i= i 

V¡ = 1. 2, . . . , n es Af ~ B¡ =» 3 / ¡ : A¡ B, biyectiva. Definimos 
n n 

f: Z A¡ -*• Z B¡ mediante / í x ) = / ¡ ( x ) si x e A,-, la que es biyectiva. 

Luego £ A, *t[0.1 ), 
>=! 

¿¡¡i Comtderamvs ta (0.1); i sucesión s., = ¿ <dt s < . . . < -.i, t:ú que 

U 1-
! 2 3/4 7/8 

Se tiene A¡ ~ [a (_ i , a¡) V i e N y con el mismo procedimiento utilizado en 

i i ) resulta £ A , - [ 0 , 1 ) . 
i=l 



10-25. i)2s/T ii ) log 2 5 = T 

/0-26. i ) 2 ii ) V^3 + y/2 ; - 1 (1 + s/2 + V I ) (2 - y/1) 

10-27. i ) Aplicando 10.9.2 iv) 

l o g ^ + i o g í ( 2 x ) * -logr^^i 

< 2 x ) 3 = 2 = ^ f -

Ü ) ( i ; f = i i + i => x = i 

//ATA 4 . 4 V - 3 . 4 y = 1 =» 4 y = 1 =» y = 0 

/í?-¿9. x v " = x t ; 2 A x=¡M = > V T = ^ - = > 4 x - = x 2 =>x = 0 v x = 4 

En R* son soluciones 4 y 1. 

Sustituir logj x por - ¡ — - — en la primera ecuación y se llega a 3 (log., y)2 — iogx y 
— 4 log* y + 3 = 0, que carece de raíces en R porque A = b2 — 4 ac = — 20. 

Si la primera ecuación tiene segundo miembro igual a ~- , el sistema admite 

las soluciones (2,8) y (8,2). 

TRABAJO PRACTICO XI 

¡1-16. (8 i 2 s/3) + (2 + 3 s/2) i 

11-17. a)r =- 1 - 2¿ b ) ; = - ! + ; ' c)z = l ~ ¡ d) z = - 2 / 

/ / - / & a) 2 = 4 i b) - 1 + y/E i c) 2 y/6 + i d) 1 

11-19. a)z=-i b):=~ l- i c) * = - - + y- / á)z=-i 

11-20. a)z = - y + y y/6 i b)z = l - 7 i c) z = y 4- y / 

/ / - 2 / . a)2 = ± ( l + í ) b ) r = ± ( l - 2 / ) c )2 = ± (y/2~y/T+ i y/2 + y/3) 

11-22. a) 2i = 2 (eos 30° 4- / sen 30°) b) z2 = 4 (eos 240° 4- i sen 240°) 
c) 2, = V2~(cos 225° + /sen 225°) d) 24 = 3 (eos 270° + í sen 270°) 

11-23. a)2j = - 6 4 b ) z 2 z 3 =4%/2(cos 105° 4- i sen 105°) 

C ) 7 7 = T " T ' d)z3 =321 

/1-24. z 2 =4i 

11-25. f(z) = az2 +bz + c=az + b~z+c=az2 +bz +c = Ü~0 

11-26. \z2 -z\ = [(sentt - eos 2af + (3 eos a + sen 2 a) 2 ] ' ' ' ' 

U-27. a =- y , * = y 

11-28. I, i.-1,-i. 

11-29. z , = 3 , z 2 = - 1 + 2 í 

M 6 3 . 16 , 11 . 

11-31. k) - F + J = 0 = 0 = - F F I = -2 4-z =~z+z 
Cancelan do Y resulta - T — — T 

b) z l - 2 2 = 2 , + ( - Z 2 ) = 7 ¡ + ( - z 2 ) = 7 i - 7 ¡ " 



Luego | 2 , | --\z 2 \ < U , - z j | 

e ) z x = - ± z 2 ^ | z i l = M - | U 2 I = * - p r r = ~ 

i 1-11 \ z~l ~z'~l\ = — • 
1 2 

1 , ., r 

. 1 2 ' ~ z I _ J l l i . i l 
! 2 • z' I (-( \z'\ 

--zz +0-r z'z J-zT+zs- r/*- rí + z í ^ 2 Ur + 2 ¡s'|: 

/1-34. i ) n = 1 => (eos x + i sen x ) 1 = eos x + / sen x = eos I x + / sen 1 x 

i i ) (eos x + i sen x ) h = eos hx + i sen hx => (eos .v + / sen x ) h " t 1 = 

= cos ( í ¡+ l )x + 1 sen ( / i + l ) x 

Aplicar al primer miembro de la tesis la definición de potenciación, y luego 

la hipótesis inductiva. Ver 11.9.3. 

11-35. i ) Está resuelto en i 1-10. 

i i ) Aplicar 11-34. y cubo de un binomio. Igualar después las partes real e 

imaginaria. 

11-36. i ) Siendo 1, w y tv 2 las raíces de x3 - 1 ==0, es w = w2 y además 

1 + w + iv 2 = 0. Entonces 1 + w2 - - w => (1 + w2 )4 = ( - w ) 4 = 

i i ) ( i - w + w 2 »(1 + w - w2 ) = [ 1 + (w - w)j [ t - (w - w) j = 

= 1 - (w - = 1 - w2 + 2 w w - w2 = 1 - w2 + 2w\vl - w 4 = 

= 1 _ w 2 _ H > + 2 W 3 = 1 + 1 + 2 = 4 

//-J7. i )w = ± ( l - 4 í ) ü ) w = ± ( 3 - 2 í ) iü) w = ± ( \ / T o + V 2 0 

-? _ ~>i * >y i • ? +. "'TS J - 77 

,, . .— . * ,-— 3i5° + 2 % ^ 3 í 80 -*- 2 k 
Í ¿ •J ¡ i jv — v - • tr' — .'• i •';'' -v- — .v _ i - •-*— — • - ~ 1 -cu ~ " -.- , 

con k = 0. 1. 3. 

u S p = 1 , <p - 2, 0 O , w f e = eos ? - + 1 sen , 
3 o 

con A: = 0 ,1 ,2 . 

111)p = 8 , ip = 0 , wk = 2 cosí — ^ — + / sen —^—J , fe = 0, 1, 2. 

iv) p- 2 , ¡ p - 30° ,w f e = V 2 cosí — +rsen 3~)' 

= 0,1,2. 

11-40.1 ) p = , v 5 = = 3 1 5 ° = w . ln 2 = lu \/6 + / r r + 2 ^ 7 r j 

i i ) p = e , <p= - | - Jt , lnz = l + Í 7r + 2 ¿ w j 

iii> p — «4 , t p = 0 , l n 2 = In 4 + 2 n / 

En todos los casos A e Z, y el valor principal se obtiene para = 0. 

/ / « # / . i ) l n w ~- (J — 0 ln ( vT — 0- Para el logaritmo es p—y/J. < í=a rc 

- v '2 
tg — en el cuarto cuadrante. 

Luceti w ~ <>''' "'lí"''K ' " '! 

r rt", 
ú ) ln w = 2 / ln 3 / = 3 1 \ ln 2 + / — I = 

L — 

= - — * + 3 í ln 2 => w = e 2 . 

iii) ln w =• -: ln 11 — i s/3! 
¡ 

T '1 f . , _ _ ; / . i ¡ , -1 - i - ,• i I — 1 = 1 ! — - / ¡n => 

1/ " 6 . ' " 6 

11 -2—Íln2 

=*• w = e 6 

í 1 ^ " " 1 , - 3 
/ / - Í 2 i )z = 0 i i ) 2 ln ( — + Í — J = ln / =* z = - y 

11-43. i ) Resolviendo la ecuación cuadrática en x'. se obtiene x" = 1 + ¡ v x' = 
= 1 - 1 . de donde, después de aplicar logaritmos, resulta 

,v = ? V X = (? 

/ T 1 ± V ^ T 1 ¿ i V3 A" 1 . . ^ v 

/ / . ^ , i ) Es la recta, x =— 2 

i i ) (x.y ) / - 2 < y < 3 > 

iii) ¡2 + 1| > 2 => (x + \f + y2 >.4. Es el exterior de la circunferencia de 

centro (—1 ,0) y radio 2. 

• v ) { W ) / - \ <x< 4 - A + / = 4 } 
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v ) { ( v 2 , p ) / 4 5 ° < < p « 1 3 5 ° A p<2J 

vi) ¡x + yi — 1 + ¿ 1 = 2 =*• (x — l ) 2 + (y + l ) 2 = 4. Es la circunferencia de 
centro (1 , — 1) y radio 2. 

11-45.1 ) | 2 + 1 | 2 = ( x + l ) 2 + y 2 H 2 = ( x ~ l ) 2 +y2. Restando 
estas igualdades: |z + 1¡ 2 — |z - 1 j2 = 4 x => 

= » 3(z + l | - í z - l | ) = 4 x = > l z + 1 | - l z - 1 | = j j (2) 

Como |z + 1| + |z — U = 3 (3) , sumando (2) y (3) se tiene 

^ 2 , , x2 v 2 

|z + l| + -j x, que sustituido en (l¡ (.ondute a ^ ' = l.Es _ 
3 V5" 

la elipse de semidiámetros a = — , b — —^ 

í i ) Luego de elevar al cuadrado y operar algebraicamente se llega a 
(x2 + y2 ) — 2 c2 (x2 — y 2 ) = 0 y en coordenadas polares resulta 
p2 —2 c2 eos 2 ^> = 0. Es la lemmscata de Bernouiüi. 

11-46. Tener en cuenta que eos kx = 2 ' 

Efectuar 2 2 eos kx = t e i k x + 2 Í T * * mediante las sumas de ¡os n 

k=í fc=l *=t 

primeros términos de las dos sucesiones geométricas. Luego de operar se llega a 

1+2 I cosfcc= -
».= ( e

i x - 1 

11-47. No es una identidad. Basta dar un contraejerplo: z = 2, w — 8. 

11-48. z = — V5 + v 2 ¿ =* I = — \¡5—\¡2i =*• p = \ff,<p — are tg - ^ L ene! tercer 

cuadrante. Se aplica la fórmula ln z = In vT +1 (¡p + 2 k ff) 

11-49. i )e* = e

w =>• e* eiv =eu e*" => x = u A y = v + 2 nff" =* z = x + yi = 

= ¡¿ + (y + 2 n t ) i = ú + iv + 2 « ir i = w + 2 n n i =» z — w = 2 n n i con 
e Z. 

i i ) z -H ' = 2 « f i = * z = w + 2 n f f ¡ = * ^ = e u ' + 2 ' " n ' => e* =ew. 1 =» 
=> e* = 

V/-50. i )2cosz = £ i 2 + e ~ i 2 = e i ( x + , y ) + e~ i ( x ' ," > ' 0 = 
= e~y (eos x + ¿ sen x) + ey (eosx — í senx) = 
= eos x (e y + e~y)-i sen x (e y - e'y ) = 

= 2 cosx c ¿ y — 2 ¿ senx shy =» eos z = cosx c/ iy — / senx shy. 

ii ) Utilizar el mismo procedimiento para sen z. 

1 ( 1 ' 
/ / - 5 / . i ) z - i = i => y = -y • insulta | ( x , y ) / y = y) 

i i ) |z| 2 ~ z + 2 => x 2 + y 2 = 2 x => x 2 ~ 2 x + y 2 = 0 =*• x 2 •- 2 x 4 1 + 

+ y2 =1 => (x — l ) 5 + y 2 = 1. Es la circunferencia de centro (1,0) y 

radio 1. 

i i i ) z — z'1 =0 => zz — 1 =0 => \z\2 = 1 =*• x1 +y2 = 1. Es la cireunferei-

cia centrada en el origen, de radio 1. 

iv) 2+ 2 = 0 =>• z 2 + 1 => 0 =*• x 2 - y 2 + 1 + 2xy i = 0 =* 
=* x 2 - y2 + 1 = 0 A. 2 xy = 0 =»•' 
=» y2 - x 2 = 1 A (x = 0 v y = 0) =* 
-* ( y 2 - x 2 ~ i A x = 0) v < y2 - x 2 = ! A y = 0.) — 
=» ( y = i 1 \ x = 0 ) v ( - x : = 1 •« i- = 01 => 2 = £ ¿ 

v i : ' 1 + ; e R = > ( , r ¿ 0 - \ y = 0) v x 2 + y : = I . 

Es la unión de la circunferencia de radio 1 con centro en e! origen, y el ye 

real, salvo el origen. 

vi) z — r 2 =* x + y i ~ ix — yif => x + y i — x1 — y2 ~ 2 xyi =* 
=> (x 2 - y 2 - x ) + ("- 2 xy -y)i = 0 ==> 
=> x 2 - x - y 2 = 0 A y (2x + 1) = 0 

vii) ;r + ¿i = sz + 2'¿¡ => ¡x + ( y + 1 > ¿| = \x + «,y + 2l «1 = » 
=> )C + ( y + ] l2 = + ( y + 2.): = > ^ y 2 ' - _ y + ! - 4 y J =» 

— 3 r 3 ^ 
=> 2y + 3 - 0 => y = —— . Resulta < (x.y) y = — | 

^ o * .100 _ J _ _ r _ L = I Z J L 
/ i - 5 2 a) 2 /* = 1 + i + , - + . . . + < -"7^, - ¡ - i 

fr = fl ' 
.«a . % ^ m 

b) 2 í * = i * a , = í 1 = / « ° = i ! = - i 
*= i 

11-53. Sabiendo que ¡Zi + 2 2 ¡ = Iz i l + ¡2 2 ! hay que probar que existe o¡ > 0 en F, tal 

que Zj = a z 2 . Si alguno es 0, la propiedad se cumple obviamente. Supongamos 

entonces2, ^ 0 y : 2 ^ 0 . 

l z , + r ;r = ¡ r i | 2 4 - i zJ 2 + 2 1 2 , 2 , 1 » • ( = , + - : ) ( r , + r 2 ) = 

= ¡ 2 , ¡ J + | 2 , ¡ 2 + 2 | 2 , 2 2 i => 2 Ri»(2 , 2 l ) = 2 i 2 , 2 2 ¡ = 2 I - t : =* 

=* Re (2 , 2-2> = | 2 , 2 l ¡ " (1) _ 

Sean2, = x + yi \ :2 -ti + iv ==> z, 2, -íxu+yy) + ¿(y¿<-xr) y por ( I ) , 

se tiene: 

(xu+yi>)2 = (x«+yi ' ) 2 + ( yu-xv)2 => y« - xv = 0 => yu =xv. De los casos 

posibles consideramos r # 0 =* x - => z¡ =.v +yi = —- y + y i = 

= - ¿ (n + iV) - 0 :2 , 



Ahora bien, como Re (z, z 2 ) = \z¡\|z2| =* Re (az2z2) — l<*z 2 l \ z 2 \ =* 

=> a | z ¡ | 2 = | a | U 2 | 2 |a | = a =* a e R + i u [ o ] . 

11-54. i ) z = -^=i-y- = - - ^ £ L _ J_ ^ p = 1 . A ^ = 2 1 0 o 

=> 2* = ( - y ) ( C O S 8 4 0 ° + ' S e i l 8 4 ° 0 ) = 76 ( C 0 S 1 2 0 ° + ' S e n 1 2 0 ° ) = 

- ~ ( - e o s 6 0 ° + / s e n 6 0 " ) - -7 ( - ~ + / ^ ) - - ~ - + i ^ 
16 Ib V - 2 J 32 ¿2 

.. .k 3 • a 1 _ o J 4- /_ 

sen a - 1 sen a sen a i - i sen a V 2 
Par? i +•. es p = V 2 . £ = 4 5 ° . Luego 

4 4 
2 4 = — 4 — icos 180° - Í sen 180°) % — 

sen a sen a 

V3~i • 

Paral 4/ es p = yT y «¿> = 45° ; para / es p= 2 y ^ = 3 3 0 ° . 

r = ^ ^ « i í ^ J i e i v l S o ^ ^ 4 ^ 4 (ees 90° + isen ' -W) 

2 icos 330° +/sen 330°) z 16 (eos 1320° +- / sen 1320°) ~ 

_ 1 1 
4 eos 240° + í sen 240° 4 -eos 60° - í sen 60° 

-1 í . i _ _ v/T 1 
4 _ JL _ , • VT - 2 - 2 / v / I 2~~2 

2 2 

ll-*5. i ) z w +• w = z w + z w - '2 Ú i?) =» Re {zw + r H*) = 2 w 4- F w. 

i i ) z w—z w = 2 w — z vv= 2/7m (2 w) =*• / m ( 2 w — 2 w) = - r - (2 w—"z w) 

11-56. Si w es raíz cúbica primitiva de 1, entonces w2 también lo es pues 
mcd (2 ,3) = 1. Teniendo en cuenta que 1 4- w 4- w2 =0 (ver 11-57), resulta 

< 1 - w) í! - v2) - I - i v 2 - w ± n - 3 - 1 ( * v i 4- i = 2~ ! - 11 = 3 

11-5?. Para « > i , si w es raíz w-simaprimitiva '.i? !: ;¿ i - •*• r 0, y umo 

I i + W + H'" +• „ - 4- W" ~ 1 ) U - W) - i — t i " = 0 

resulta 14- w 4- \v2 4 - . . . 4- vv"~ 1 = 0 

- í f - 4 + . ^ ) r + í f - * 4 
V 3 '1 3 * h h 

i ~ I = lk + l f e = 2. 

TRABAJO PRACTICO XII 

Z2-20. i ) 2 = 2 , b - 3 , :• ~ .1 
i i )a = ! , b--i , c = - l 

/2-2Z. i ) 2 P - Q = 4 X 4 + Í X 3 _ 4 3 X + 5 _ _ 
i i ) P . Q = T X s 4 - T X 4 4-3 X 3 4-5_X2 4- 1_X4 3_ _ 
i i i ) P 2 - Q = 4 X 8 4- 4 X 7 4- X 6 4- 4 X 5 ^ 2 X 4 4- 5 X 4- 4 

iv) * (XP + 2 Q ) = 5 

7-2-22. 6 4 - 6 . 7 4 - 6 . 7 2 4 -6 . 7 3 

12-23. No existen ya que en R [X] si A es de grado positivo, entonces de A2 = A se 
deduce gA + gA' = gA => gA = 0, lo que es imposible. 

12-24. i )C = - 2 ; R = -2 
i i ) C = - l ; R = - X 2 - 2 X 4 - 3 
i ü ) C = 0 ; R = 2 X2 — 1 

12-25. Imponiendo al resto ( m 2 t 2m + 1) X la condición de ser el polinomio nulo, 

resulta m — ~ 1 

/ : - 2 í . í ) C = - a X ! - o í X ; R = - l _ 
11) Tener en cuenta que el opuesto de 2 es 3. Se obtienen 

C = 3 X 3 4-4 X 2 4-1X 4-3 ; R = í 
iii) C = i X 3 4-X 2 4 - ( -2 - / ) X 4 - ( - l 4-2/) ; R = 2 4-2/ 
iv) Después de dividir el dividendo y divisor por tres se obtienen 

_ . . , . . . . _ R &4 „ . . . 
1 ¡a ,\- _ . } ,% -t ¡ v - r ~ = .. o sea P. 

i i 

¡2-27. Aplicando 12.6.2 se obtienen: 
i ) X 4 I í i ) X 2 4-4 i i i ) X n - 1 

12-28. Especializando X por a, se obtiene 
R = P (a) Q (a) - P (a) Q (a) = 0, es decir X - a | P . Q (a) - P (a) . Q 

12-29. En los tres anillos de polinomios se obtiene P = (X4-2) ( X - 2 ) (X4-4). 

12-30. Puede aplicarse 12.11.1, o bien por cómputo directo las raíces son ± \ / 2 , 

± s/J. 



R E S P U E S T A S A I O S T R A B A J O S P R A C T I C O S 

son />,?/. Las raices deP « X 4 - 1 0 X M - J _ 

i \r5 ± 2 \ / 6 = ±\Í(VT± s/3 f = + (s/"2 ± VJ) 

/ ,?-.í 2, De acuerdo con 12.9.2., si a es raíz doble de P, es raíz de P' = 3 x2 + 4 x — 4. 

üe P' son raíces — 2 y ~ . La primera es raíz doble de P y resulta P = (x 4-

+ 2) 2 ix - 2). 

.-.?. Ba¿ta efectuar P = (X - a , ) < X -<* 2) ( X - a 3 ) (X~a«) = 

-i u t X 3 + 3 i X 2 +-7; X . donde 
u? •- - i a. 4- a j -t- a 3 4- a¿) 
j 2 = ' * ! 0!j 4 - f t 3 + . . . T í í j l X ) 

.? ¡ ~ — i ü ¡ (5; a 3 ' + . . . + a 2 o¡3 ou) 

<2A — c<; Q-2 a3 o^. Ver 12.12. 

,..- •#, P = X" - 5 X 2 + 4 

- ' • ' . \ i ) A es üreducrible en Q [Xj pero no en R [X] pues A = (X -\'3)(X2 + 

+ v 3 X ->- v « ) 

n i B es irreducible en ambos anillos pues b2 — 4 ac < 0. 

iii) C = (X + l ) i X - 1 ) (X 2 + X + 1) ( X 2 -X + 1) es reducible en Q [X] v en 

R [ X ¡ . 

12-36. Si a2 = 0. es trivial. Considerando a2 0, se tiene P = a2 [( X 4- ~~ j 

2 
<2l 

— — Si A > 0, entonces P es reducible. Luego P irreducible implica A < 0. 

Recíprocamente si A < 0, entonces P es irreducible en R [ X ] . 

12-37. P = X2 4- 2 X - 4 e Q [X] con A = 4 4-16 = 20 > 0, y es irreducible. 

;:-3S. p = I x 2 + 4 X + T 

¡2-39. i ) Reflexividad: B|0 <-> BlA — A => A ~ A 
Simetría: A ~ A" =» B| A - A" => B|A* - A =*• A' ~ A 

Transitividad: A ~*A' A A' ~ A" =» B ¡ A — A" A B|A' — A" => 

. =» BIA' - A " => A' ~ A", 

ü > K A = ('P e K [X] / P ~ A } y como P ~ A => B I P - A => P - A = CB =* 

=» P = A + CB. Luego KA = { A + CB / C e K [ X ] } 

/ \40. Probar, como en 5-12 y 5-13 . 

i ) A - A' A C ~- C =» A 4- C ~ A' + C 

i i ) A - A* A C - C =* AC ~ A'C 

/2~/ / . Demostrarlo en las siguientes etapas 

T R A B A J O P R A C T I C O X I I 1 

i ) I es un subanillo de K [X] 

i i ) 0 e l A P e K [X] =* Q P e i 

1 se llama ideal generado por A y B. 

12-42. Seaf I , } con ¡' e U una familia de ideales de K [ X ] . Con el criterio utilizado t 

9-16 se i 

con 12.5 

9-16 se prueba que H 1¡ es un subanillo de K [X] . Falta demostrar, de acuerdo 
ieV 

Ae n i,- A P e K [ X ] => A P e O I, 
ieV ieV ' 

10 que es inmediato. 

12-43. Sean 1= { S A¡ + T A2 / S A T e K [X] >, y fS I¡ la intersección ¿e todos 

ideales que contienen a A¡ y A 2 . Aj = 1 Aj + 0 A2 A A- - 0 A., + 
+ 1 A2 =» A, el A A2 e l , o sea I es un ideal que contiene a A2 y a A 2 . En 
consecuencia ii I¡ C I. Falta probar que i c f l í , y para ello es suficiente 
demostrar: P e 1 

12-44. \ )x = — 2 yi Las cuatro raíces cuartas de i se obtienen mediante 

í<pt-2kTt $+2kTr\ 
wk = V p e o s ! - - — — + i sen — - — - • ) 

donde p = 1 , ¡p= -— y k - 0, 1, 2, 3. 

11 ') X3 + X2 + X + 1 = X 2 (X + 1) + (X + 1) = (X 4- 1 j ( X 2 4 -11=0 

Resulta xt - — 1 , x2 - ¡', x3 = — i 

iii) /' X3 4- 1 = 0 => X3 = — - i - = - i =* x = y/— /. En este caso p - i j p = 

= 3^- .Se aplica la fórmula de la parte i ) para k = 0, 1,2. 

7 (w - l ) 

12-45. i ) x , 4 - = 0 => = 0 => m = i 
8 m 

ü ) x l X 2 = l =1 = T 

iii) A = ¿ 2 - 4 ac = 0 =* 49 (m - l ) 2 - 32 m = 0 

se resuelve esta ecuación en ffi. 

/2-46. i ) Como «3 = at 4- a2 y «i 4- a2 + a3 = — 2 se tiene a3 = — 1. Por otra parte, 
d e a , + u ¡ = - l y a2 a2 = 2, se deduce que at y a2 son las raíces de la 

• ecuación r 2 4 - r 4 - 2 = 0 y resulta 

ai=~-j + ~ iy/T , a2=- -j - Y i\/T. 



i i ) D e a, a2 «3 - 1 y <*i a2 = - 1 se obtiene a3 ~- 1. Entonces P es 
divisible por X + 1. La aplicación de la regla de Ruffini determina el 

codente C = 2 X 2 - 3 X ~ 2 , cuyas raices son at = 2 y a2 = — ~ . 

12-47. i ) Operando convenientemente se obtiene 

-bx (b + x)=a(a + b + x)(x +b) =* 
=* O2 +ab+ ax) (x + Z>) + &t (6 + x) = 0 => 

(;c f ¿) (a 2 + aí¡ +• ax + fe.v) = 0 => 
-» + ¿> = ü v {a+ b)x + a(a + b)-0 => x = - ¿> v x = - a 

si ¿ + d * 0 . 

ü ) Hadendo x4 - y. se resuelve y2 + 2 y + 1 = 0 y se obtiene>'i =„V2 = - 1. 

Lu¡go x - \f—l, siendo p — l y - tr. 

/,M<S. Considerando la condición a, = 2 a2 y las relaciones entre coeficientes y raíces, 

se obtienem = ±6. 

/2-/9. Como io¡, + a, + a, + a.» V = S a, + 2 £ a, a,, se tiene {-¿) = - a. + 
:= 1 * ' . < ! ' ' 1 

; J j 
+ 2 • — 2- a. = 4. 

2 Í=I ' 
12-50. El camlio de variable x =y - 3 conduce a (.y - 3) 3 - 3 ( >> - 3) 2 4- 2 ( y - 3) = 

= y 3 - 1 2 y 2 + 4 5 y - 6 0 . 
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