algebra |

Cel/ mismo autor
ALGEBRA Il

Trasformaciones lineales.
Qiagonaiizacion.
Armando O. Rojo

Ex Profesor Titular del Departamento
de Matematica, Facultad de Ingenieria,
Universidad de Buenos Aires

Decimoctava edicién

111111

1Tmi'ti  EidkréRiA-doNokRIL



512 (075) Rojo, Armando

ROJ Algebra | - 18a. ec. - Buenos Aires: El Ateneo, 1996.

489 p. 23 x 16crn.
I SBN 95Q-02-S204-X

i i, Tifujo » i. Matematica - Enseflanza Secundaria

Advertencia importante:

El derecho de propiedad de esta obra comprende para su autor la s
facultad de disponer de ella, publicarla, traducirla, adaptarla o autorizar
su traduccién y reproducirla en cualquier forma, total o parcialmente, por
medios el éctricos o mecanicos, incluyendo fotocopias, grabacion

magnetofénica y cuaiquier sistema de almacenamiento de informacion.

% S i SN E % £ Eescruf" oo

L os infractores ser&n reprimidos con las penas del articulo 172y
concordantes del Cédigo Penal (arte. 2,9,10. 71, 72 ley 11.723).

Ousaa hecho €j deodsiio que establece la ley N* 11.723.
*5 1972,1974, 1975 '3 y 4" ed.). 975, 1978»6*y7>«d | 198! 18>y 9* MI.).

' 383. 1984, 198¢,, <SH6. ~$.$. '391 1092, '994. 1996, "KL AT6NSO' PKSO Garcia S. A.

L Swfta, B*tér W«inmotwhan» «er a» 340.BuenosAfe»*
Fundada en 1912 por don Pedro Garcia.

Se termina cié imprimir s 21 dejunio ae * 396

en impresiones Avellaneda. Manuel Ocantos253,
Avellaneda, provincia de Buenos Aires.

Tirada: 2.000 g emplares.

IMPRESO EN LA ARGENTINA

PROLOGO

La ensefianza de los contenidos fundam'entales del dlgebra actual y el uso de su
peculiar terminologia son unarealidad en todosloscursosbasicosanivel universitario
Y profesoral. Creo que hay dos razones principales que dan crédito a esa determi-
nacién: una asociada al progresa de las ciencias, a la unidad conceptual y, en Gltima
instancia, al mundo dela | nteligencia; la otra vinculada estrechamente a susaplica-
dones en casi todas las disciplinas de interés préctico y de vigencia cotidiana.

No escapan a estasconsideracioneslasdificultadesquese presentan inicia/mente
ante, 1o que es, de alguna manera, nuevo. Precisamente esa constancia me ha movido a

redactar este texto elemental de algebra, en €l que he procurado desarrollar sus conte-
\- . o N A
mles eonun metodologta que estimo apropiada. Sehan intercalado ejemplosque
ademés de ilustrar la teoria, hacen posible la adquisicién de métodos adecuados de

trabajo. Un detallequejuzgo deinterésparaloslectoreseslarespuestaquesedaalos

Poemas propuestos, o al menos la sugerencia de pautas para las demostraciones que
figuran en lostrabajos practicos.

Doy testimonio de mi agradecimiento a los amigos que me han ayudado y
estimulado en esta tarea, y a la Editorial EL ATENEO, cuyo personal no ha escati-
mado esfuerzos para resolver las dificultades inherentes a la publicacién del texto.

ARMANDO O ROJO



vCanitijln 1 NOCIONES DE LOGICA

1.
1.

1.

2. Proposiciones
3. Notacionesy conectivos
4, Operaciones preposicionales

1

1. 5. Condiciones necesxriasy suficientes
1.
1
1

6. Leyeslogicas

. 7. Implicaciones asociadas

8. Negacion de unaimplicacion
9, Razonamiento deductivovalido

1.10. Funciones preposicionales
1.11. Circuitos légicos
Trabajo Practico |

CONJUNTOS

2. 2. Determinacion de conjuntos
2. 3. Inclusién

2. 4. Conjunto de partes

2. 5. Complementacién

2. 6. Interseccion

2. 7. Union

2. 8. Leyesdistributivas

2. 9. Leyesde De Morgan

2.10. Diferencia

2.11. Diferencia simétrica
2.12. Producto cartesiano
2.13. Operaciones generalizadas
2.14. Uniones diguntas
Trabajo Préctico |1

RELACIONES

3.

2. Relaciones binarias

3. 3. Representaci6n derelaciones

CONTENIDO

NERBEREE 0 © o —

)



4. Dominio, imagen, relacion inversa
5. Composicién de relaciones

6. Relaciones en un conjunto

. 7. Propiedades de las relaciones

8. Relaciones de equivaencia

. 9. Relaciones de orden

Trabajo Practico 111

Wwwwww

> Capitulo 4, FUNCIONES

4. 2, Relaciones funcionaes
4, 3. Representacion de funciones
. 4. Clasificacion de funciones

5. Funciones especides

6. Composicion de funciones

7. Funciones inversas
, 8. Imagenes de subconjuntos del dominio
4. 9. Preiméagenes de partes del codominio
4.10. Restriccién y extensién de una funcién
Trabajo Préctico IV

IN

[N AN

Capitulo 5 LEYES DE COMPOSICION

5. 2. Leyes de composicion interna
5. 3. Propiedades y elementos distinguidos
5. 4. Homornorfismos

5. 5. Compatibilidad de una relacién de equivaencia con unaley

interna
5. 6. Ley de composicion externa
Trabgjo Practico V

Capitulo 6. COORDINABIL1DAD. INDUCCION
COMPLETA. COMBINATORIA

. 2. Conjuntos coordinabas o equipolentes

. 3. Conjuntos finitos y numerables

. 4. Induccién completa

. 5. El simbolo de sumatoria

6. Lafuncion factorial

>6. 7. NUmeros combinatorios

46. 8. Potencia de un binomio

-\ 6. 9. Funciones entre intervalos naturales

6.10. Combinatoriasimple y con repeticion
Trabajo Practico VI

oo

83

71
7
90

102

102
105
110
114
117
1

131
137

142

142
144
151

154

160

162

362
164
167
170
176
177
179
186

~197
204

Capitulo 7. SISTEMAS AXIOMATICOS

7. 2. Sstemas axiomaticos
" 7. 3. Algebra de Boole
' 7. 4, Sistema axiomatico de Peano
7. 5. Estructura de monoide
7. 6. Estructura de semignipo
Trabgjo PracticoV |

Capitulo 8. ESTRUCTURA DE GRUPO

a. 2. Ei concepto de grupo

3. Propiedades de los grupos

4. Subgrupos

5. Operaciones con subgrupos

6. Homornorfismos de grupos

. 7. NUcleo e imagen de un morfismo de grupos
, 8. Relacion de equivaencia compatible
9. Subgrupos distinguidos

8.10. Subgrupos normales o invariantes
8.11. Grupo cociente asociado a un subgrupo
8.12. Gruposciclicos

8.13. Tradlaciones de un grupo

8.14. Grupos finitos
Trabajo Practico V|

0 ® 0 ®®O ®

©

Capitulo 9. ESTRUCTURAS DE ANILLO
Y DE CUERPO.
ENTEROS Y RACIONALES

9. 2. Estructura de anillo
9. 3. Propiedades de los anillos
9. 4. Anillo sin divisores de cero
9. 5.«Dominio de integridad
9, 6. Subanillos e idedles
9, 7. Factorizacion en un anulo
9. 8, Anillo ordenado
9. 9. Estructura de cuerpo
9.10. Dominio de integridad de los enteros
9.11. Isomorfismo de |los enteros positivos con N
9.12. Propiedades del valor absoluto
)9.13. Algoritmo de la division entera
9.14. Algoritmo de Euclides .
9.15. NUmeros primos
El cuerpo de los racionales

208

208
210
212
219
220
223

225

225
228
231
235
237
240
247
248
252
254
257
258
259
261

264

264
266
267
272
272
274

278
280
284
285
287
288
290
293



CONTENIDO

’9.17. Isomorfismo de unaparte deQ en Z 298
9J8. Relacién de orden eri Q 301 12. 8. Raices mltiples
9.19. Numerabilidad de Q 301 12. 9. Polinomio derivadoy raicesmultiples
Trabajo Practico | X 303 12.10. Nimeroderaicesdepolinomios
12.11. Raicesdepolinomiosredes
Capitulo 10. NUMEROS REALES 308 12.12. Relaciones entre raicesy coeficientes
A10. 2. El namero real 308 12.13_. F(’)r'm_uladeTaonryMétodo deHorner
10. 3. Operaciones en R 315 TrabgjoPracticoX 11
10. 4. Isomorfismo de unaparte de R en Q 321
10. 5. Cuerpo ordenado y completo de |os redes 321 BIBLIOGRAFIA
10. 6. Cortadurasen Q 321
10. 7. Completitud de R 326 RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS
10. 8. Potenciacion en R 329
10. 9. Logaritmacién en R* 333 INDICE
10.10. Potencia del conjunto R 335
Trabajo Préactico X 338

Capitulo 11. EL CUERPO DE LOS

‘ NUMEROS COMPLEJOS 343
11. 2. El nimero complgjo 341
11. 3. Isomorfismo de los complejos reales en los redes 347
11.4. Forma binémicade un complgjo 347
11. 5. Laconjugacion en C 349
11.6. Médulo de un complejo 351
11.7. Raiz cuadradaen C 354
11.8. Formapolar o trigonométrica 356
11.9. Operaciones en forma polar 358
11.10. Radicacionen C 362
11.11. Forma exponencial en C 366
11.12. LogaritmaciénenC 367
11.13. Exponencial compleja genera 369
11.14. Raices primitivas de launidad 370
Trabajo Practico Xl 373

Capitulo 12. POLINOMIOS 378
12. 2. Anillo de polinomios formaes de un anillo 378
12. 3. Anillo de polinomios de un cuerpo 383
12. 4. Divisibilidad en el dominio K [X] 384
12. 5. Idealesde K [ X] " 388
12. 6. Factorizacion en K [X] 389

12. 7. Especializacion de X y raices de polinomios 396



Capitulo 1

NOCIONES DE LOGICA

1.1. INTRODUCCION

Todo desarrollo matematico exige razonar en forma vélida acerca de cosss
trascendentes y particularmente ebdractes’. Hay que comenzar por eliminar las
ambigtiedades del lengugie ordinario, introduciendo simbolosy conectivos cuyo uso
adecuado descarte las contingencias, aporte claridad y economia de pensamiento. En
ede capitulo introducimos el concepto de proposicién, las operaciones preposiciona-
les y ass leyes, reglas de inferencia, y la cuantific acion de funciones proporcional es,
Cuyo uso estara presente en todo € texto.

12. PROPOSICIONES

Consideramos las siguientes oraciones:

. ¢Quién viene?

. Deténgase

. El calor dilata los cuerpos

. 4 es un nimero impar

Juan ama la musica

6, La musica es amada por Juan

asrwpN R

Se uata de =Hs oraciones diferentes, ana interrogativa, vtm orden y cuatro-
declarativas. De las dos primeras no podemos decir que seen verdaderas e fdsss
una pregunta puede formularse 0 no, y una orden puede s cumplida o no. En
cambio, de las cuatro Ultimas, que on declarativas, tiene sentido decir S on
verdaderas o fasas. A éstas las llamamos proposiciones.

Definicion
Proposicién es toda oracion respecto de la cua puede decirse s es verdadera o
fdsa



2 NOCIONES DE LOGICA

Es decir, proposicion es toda oracion declarativa. Toda proposicion esta asociada
a un valor de verdad, el cual puede s verdadero (V) o bien falso (F). Las oraciones
(5) y (6) son diferentes desde el punto de vista gramatical; el objeto directo de la
(5) es el sujeto de la (6), pero ambas tienen el mismo significado, y las
consideramos como la misma proposicion. Podemos decir entonces proposicion es el
significado de toda oracion declarativa.

1.3. NOTACIONES Y CONECTIVOS

Las proposiciones genéricas son denotadas con las letras p. q, r, etc. A partir de
nrorosjriones jjimples es posible generar otras, simples n cnmpiipgtgj F decir, se
pue-ie operar con proposiciones, y segun seen tales operaciones se utilizan ciertos
simbol os, Ilamadosconectivos| 6gicos.

Conectivo Operacion asociada Significado
— Negacién no p 0 no es cierto que p
/ Conjuncién o producto légico Pyaq
\% Disyunci6n o sumalégica p o g (en sentido incluyente)
=» Implicacion p implicaq o si p, entonces q
*0 Doble implicacion psysélos g

i Diferencia simétrica p 0 g (en sentido excluyente)

1.4. OPERACIONES PROPOSICIONALES

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas
ana o dos proposiciones, cuyos vaores de verdad se conocen, se trata de caracterizar
ia proposicion resultante a través de su valor de verdad. Se supone gue en la
eleccién de estos valores se tiene en cuenta e buen sentido.

1.4.1. Negacién \

Definicion
Negacion de la proposiciéon p es la proposicion ~p (no p), cuya tabla de
valores de verdad es

P ~P
v F
F Y%

Si trata de una operacion unitaria, pues a partir de una proposicion se obtiene
tra, que es su negacion.

OPERACIONES PROPOSICIONALES 3

Ejemplo 1-1.
La negacién de
p : todo hombre es honesto
es —p : no todo hombre es honesto
o bien: ~p : no es cierto que todo hombre es honesto

-~p : hay hombres que no son honestos
~p : existen hombres deshonestos

lacual esV, ya que la primera es F.
1.4.2. Conjuncion
Definicion

Conjuncién de las proposiciones p y q es la proposicionp -- q (py q). cuya
tabla de valores de verdad es

mTTm< <|T
nm<T<|2
T m<|®

La tabla que define la operacion establece que la conjuncién sélo es verdadera si
lo son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso es fasa
Ejemplo 1-2.

Si declaramos

i ) 3 es un ndmero impar y 2 es un ndmero primo
se trata de la conjuncién de las proposiciones

* p : 3 es un nimero impar
ij : 2 es un nimero primo

y por s ambas verdaderas, ja proposicion compuesta es V.
ii) hoy eslunes y mafiana esjueves
esta conjuncion es F, ya que no coexisten las verdades de p y q.

1.4.3. Disyuncién
Definicion

Disyuncién de las proposiciones p y q es la proposicién p v q (p o q) cuya
tabla de valores de verdad es



T < <|T
<7< |4y
mM<< <|<

La conjuncién o es utilizada en sentido incluyente, ya que la verdad de la
disyuncién se da en e caso de que a menos una de las proposiciones s|a V. hn e
lenguaje ordinario la palabra o es utilizada en sentido excluyeme o incluyente.

La ambigtiedad se elimina con la eleccién dei simbolo adecuado.

hn matemética se utiliza la disyuncion definida por la tabla precedente la cual
agota toda posibilidad.

La disyuncién sélo es F en @ caso en que las dos proposiciones componentes
seen falsas.

Ejemplo 1-3.

i ) hoy ss lunes o martes
representa la disyuncion de las proposiciones p: hoy es lunes y g: hoy es martes, hl
sentido de la‘conjuncién’'o es exlcuyente, ya que p y q no pueden s simultanea-
mente verdaderas. No obstante, la proposicién compuesta puede andizarse a la luz
de la tabla propuesta, a través de los tres Ultimos renglones, y serd fasa solo s las
dos lo son.

ii)regaoloslibrosvigos o que no me sirven

es ladisyuncion de las proposiciones

p : regalo los libros vigos
g : regalo los libros que no me sirven

El sentido ded o es incluyente, pues s en efecto regalo un libro que es vigo, v
que ademas no me sirve, entoncesp v q esV,

nd i es un numero impar 0 4 €s un numero primo
€s una propoposicion V. pues la primeraes V.
14.4. Implicacién o Condicional
Definicion

Implicacion de las proposiciones p y q es la proposicion p =* q (p implica q,
S p entonces ) cuya tabla de vaores de verdad es

p « P =
\% \% \
vV | F F
F \% \%
FF v

Las proposiciones p y q se llaman antecedente y consecuente de la implicacién o
condicional. La implicacion usua en matemaética es formal en el sentido de que
no es necesario que e consecuente se derive |6gicamente del antecedente; cuando,
esto ocurre, iaimplicacion se llama material y quedaincluidaenla primera.

Las tablas de valores de verdad se definen arbitrariamente, pero respetando €
sentido comun. Enunciamos lasiguiente proposicion:

"SIl apruebo el examen, ENTONCES te presto el apunte" (1)

Se trata de la implicacién de las proposiciones

p apruebo e examen
q : te presto e apunte

Interesa inducir la verdad o falsedad de laimplicacion (1), en términosde laV o
F de las proposiciones p vy q. El enunciado (1) puede pensarse como un
compromiso, condicionado por p, y podemos asociar su verdad al cumplimiento del
compromiso. Es obvio que s p es F, es decir, s no apruebo e examen, quedo
liberado del compromiso, y preste o no preste g apunte la proposicion (1) es V. Es
decir, si e antecedente es F, laimplicacién esV.

Si p esV, en cuyo can apruebo el examen, y no presto el apunte, el compromiso
no se cumple, y la proposicién (1) es entonces F. Si p y q son V, entonces la
implicacion es V porque e compromiso se cumple.

De este modo, la implicacion s6lo es fasa cuando e antecedente es V y €
consecuente es F.

Ejemplo i-i
i ) st hoy es lunes, entonces mafana es martes
es la implicacion de las proposiciones
p : hoy es lunes
q : mafanaes martes
Como no puede darse antecedente V y consecuente F, la implicaciones V.
i) 1 =-1 2= (-1)°
esV por ser e antecedente F.



14.5. Doble implicacion o Incondicional
Definicion

Doble implicacion de las proposicionesp y g es la proposicion p HiPsy
s6lo s q), cuya tabla de valores de verdad es

nTh< <
nm< <
<7<

La doble implicacién o bicondicionai sélo as verdadera si ambas proposiciones
tienen el mismo valor de verdad.

La doble implicacién puede definirse como la conjuncién de unaimplicaciony su
*e; j'proca. De este modo, la tabla de valores de verdad dep *» q , puede obtenerse
.Tediante la tablade (p *» q) A ** p), como sigue

p = q|9 =P iP =+ <

TTn<<|©
n< <O
<T<<

<K Tn<|>

< <7<

itemplo  1-5.
i) T esequildtero si y sélo si T es equiangulo
es -adoble implicacion de las proposiciones
p: T es equilétero
g : T esequiangulo
Toda vez que p sa V, también lo es g. y analogamente, s p es F, g es F. De
modo que la doble implicacion es V,
iij)a=Db s ysblos & =»b
las proposiciones son

p:a=b
g:a =b

la doble implicacién propuesta es fdsasipesFy qesV. Enlosdemas casosesV.
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1.4.6. Diferencia simétrica

Definicion
Diferencia simétrica o disyuncién excluyente de las proposicionesp y q esla
proposicionp * q (p o <?en sentido excluyente) cuya tabla de vaores de

verdad es
p 1 pzq
\% \% F
\" F Vv
F \% \
F | F F

La verdad de p s q esta caracterizada por la verdad de una y s6lo una de las
proposiciones componentes. ,
Es claro que p a. g equivale ala negaciéon de p ¢» q.

1.5. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

Consideramos la tabla de valores de verdad de la implicacion

nTn<<
nT< <
< <7<

Hay tres casos en que p => q es V, y entre ellos hay uno en quep esV, en €
cud resulta q verdadera Es obvio que nos referimos a primer renglén de latabla, y
se tiene que s p =* q esV yp es V, entonces q es V. Se dice entonces que €
antecedente p es condicién suficiente para el consecuente g.

En cambio, s ¢Pes-F, nada podemos decir de g, puesto que puede ser V 6 F. Por
otra parte, cuandop =» q es V, s g es V, entonces p puede s V o F; mas paa
que p s|.a V se necesita que g lo s.a Se dice entonces que g ej_condJdénj”ejaxia—
para p.

Resumiendo, s p => g es V, entonces p es condiciéon suficiente paraq y g es
condicién necesaria para p.

Edtas condiciones suelen expresarse asi:

g si p (condicién suficiente)
p sélo s g (condicién necesaria)
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Ejemplo 7-5,
La siguiente implicacion es V:
"SI T es equilatero, ENTONCES T es isosceles”
En este ca0 p : T esequilatero
g : T esisosceles

y p es condicion suficiente para g, es decir, que un triangulo sa equilétero es
suficiente para asegurar que sea isosceles. Por otra parte. T es equiléatero solo s es
isosceles; es decir, que un tridngulo sea isdsceles es necesario para que sea equilatero.

Sea ahora la doble implicacion p *> {7, es decir (p =» @) « <qg” p) S
p <=> g es V. entonces p qgesVyq=>p eV, Se tiene, atendiendo a la
primera, que p es condiciéon suficiente para g\ y, teniendo en cuenta la segunda
implicacion, ocurre que p es condicién necesaria para g.

Es decir, s p *> q es V, entonces € antecedente p es condicion necesxria y
suficiente para € consecuente q.

Andlogamente, en e caso de doble implicacion verdadera, el consecuente q es
también condicidon necesariay suficiente para el antecedente p.

Ejemplo 1-7.
La proposiciéon
‘T es equilatero SI Y SOLO SI T es equiangulo”
es la doble implicacién de las proposiciones

p : T esequilétero
g : T esequiangulo

Aquélla es V, y cualquiera de las dos proposiciones es condicién necesaria y
suficiente para la otra.

16. LEYES LOGICAS
Consideremos ta proposicion

I(p »q) i- Pi *0)
cuya tabla de valores de verdad es

p=q fp 9 AP [ip=q * pl =<
\

nTT << |©
nT< < |Q
<< < <

v
F F
v - F
v F

Lf.YKS LOGICAS

La proposiciéon compuesta (1) es V, independientemente de los valores de verdad
de las proposiciones componentes. Se dbe entonces que tal proposicién es una

tautologia o ley légica
La proposicién p =*+ p es V cuaquiera que sa el valor de verdad de p. Es otro
ejemplo de una ley légica

En cambio p A "~p es F, cualquiera que sa p. Se dice que es una contra-
diccion.
En el céaiculo preposicional se utilizan jas siguientes leyes o tautologias cuya

demostracion se reduce a la confeccidon de la correspondiente tabla de valores de

verdad:
1.6.1. Involucién
~(-p) p

el modo de leerlaes "no, no p, equivale ap" .

1.6.2. Idempotencia
(P A p P
(PVp)*>P
1.6.3. Conmutatividad
a) deladisyuncion pvag<tqgqg v p

b) dela conjunciéon p > q qg'sp

i.6.4. Asociatividad

a) de la disyuncién
(pvaog v ropv (v

b) De la conjuncion
po* e r «op \ ta r)

1.6.5. Distributividad
a) de la conjuncion respecto de la disyuncion
Pvaar (pAarnv@aAarm
b) de ladisyuncioén respecto de la conjuncién

P A Q VI<K(pvVviIr)a @@"vrm)
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1.6.6. Leyes de De Morgan

a) La negacion de una disyuncion es equivalente ala conjuncion de las negaciones

~(p v a -~p A ~<r
b) La negacion de una conjuncion es equivalente a la disyuncion de las
negaciones
~Pp A Q@ ~—pv <
Ejemplo 1-8.

Tabla de valores de verdad de la distributividad de la coniuncién resne-m de h
4
(P v 0 r<<@®E \ n v @ ~ )

Cada valor de verdad de p puede asociarse a dos valores de verdad de g, y por
cada uno de estos pares de valores se tienen dos posibilidades para r\ en
consecuencia, resultan 2 = 8 renglones en la tabla S se dan n proposiciones, en la
tabla hay que analizar 2" renglones.

Por otra parte, es posible simplificar la confeccion de la tabla, como se indica a
XHHinuacion

b Yo A P* 1 v (qda.
VvV v vV j v Vv Vil v v
V V V F ' F Vv F e L
VV F 1 VvV iy v v VIF
V.V F ] F F v F F E
V.V Vv oy Vv o]y
FV V il F I F v F F F
FF F W F ;, Vv \Y F i F | F
FF | F ; F v F i F | F
i—

Ejemplo 1-9.
Confeccionamos la tabla de valores de verdad de la siguiente ley de De Morgan:

~(p A o« ~p Vv q

P A 9 ~p v ~q
I F I v vV v = F ( F
Y V F F v F 4 v v
''v i F FV % v I v || F
' v Iy F FF Vv v 1l v v

IMPLICACIONLS ASOCIA V)AS

Ejemplo 1-10.
La proposicion

(p Aéh)=p

es una ley l6gica, pues latabla

<< < <
n<<|®

n<T<E

nhn< <5
T nn<|>»

nos muestra que es una tautol ogia.

17. IMPLICACIONES ASOCIADAS

Sea e condicional p =» q, que llamamos directo; en conexién con é, se
presentan otros tres, obtenidos por permutaciones o negaciones del antecedente y
consecuente:

q => p reciproco
-p => ~q contrario
~i7 =» —p  contrarrec'proco

Las cuatro implicaciones propuestas se llaman conjugadas, y cualquiera de ellas
puede tomarse como directa. El siguiente esquema nos proporciona la relacion que

las vincula:

p =>q reciprocos q=>p
2 s §
| A\ A |

~p => ~q reciprocos

Es fécil verificar que las implicaciones contrarreciprocas son equivalentes, es
decir, lossiguientesbjcondicional es son tautol ogias:
(P =>0a (4 =>-p)
Q=P * (-P=

Si laimplicacién directa es V, también lo es la contrarréciproca, y no podemos
afirmar la verdad de la reciproca 6 de la contraria. Pero s son verdaderos un



condicional y su reciproco o contrario, entonces son verdaderos los cuatro, y las
proposiciones antecedente y consecuente son equivalentes.
Se presenta continuamente la necesidad de demostrar la verdad de p =% q, y de
acuerdo con lo expuesto se presentan dos métodos:
i) directo. Si p esF, nada hay que probar, puesen ete caaop =>q esV. Si p
es V hay que establecer que e valor de verdad de g es V.
ii)indirecto. S q es V queda establecida la verdad de p =>q. Pero s q es F
hay que examinar p y llegar a establecer que su valor de verdad es F.

I.S. NEGACION DE UNA IMPLICACION

Las proposiciones p => q y ~~(p \ -g) son equivaentes, como lo muestra la
siguiente tabla

® D © (P A -9)
\Y v ¢« V y vV i v FF
v F | F VIF ; vvVvy
F V il Vv Vi V 1F FF
F v j F v I| V. I F FV

En consecuencia, la negacion de la primera equivale a la negacion de la segunda,
es decir

~(p >0 o~ *
y por 1.6.1, setiene

~(P=a9 (Pa -0
Es decir, la negaciéon de una implicacion no es una implicacién, sino la
conjuncién del antecedente con la negacién del consecuente.

Eiempio i-/f.
Seen las implicaciones
i ) Si hoy es lunes, entonces mafiana es miércoles,
i) 1=-1=>i’=(-J);
Sus negaciones son, respectivamente,
"Hoy es lunes y mafiana no es miércoles"
1=-1 A [I*=sjfe- 1) "

19. RAZONAMIENTO DEDUCTIVO VALIDO

En matemética interesa el tipo de razonamiento llamado deductivo. Llamamos
razonamiento a un par ordenado ({/>,} ; q), silendo { p, } un conjunto finito de
proposiciones, llamadas premisas, y q una proposicion, [lamada conclusioén, respecto
de la cual se afirma que deriva de las premisas.

Un razonamiento es deductivo s y s6lo s las premisas son evidencias de la
verdad de la conclusién, es decir, s p,. p. P>, son verdaderas, entonces q
verdadera. Un razonamiento deductivo es védlido s no es posible que las premisas
sen verdaderas y la conclusién fasa De un razonamiento no se dice que es V o F,
hUw que es valida o no

Llamamos regla de inferencia, a todo esquema valido de razonamiento, indepen-
dientemente de la V o F de las proposiciones componentes. De este modo, toda
reglade inferencia es tautol 6gica.

Un razonamiento deductivo es valido cuando el condicional cuyo antecedente es
la conjuncioén de las premisas, y el consecuente es la conclusién, es tautol 6gico.

Son gjemplos de reglas de inferencia:

a) Ley del modus ponens:

Sipyp = q, ENTONCES q
La notacion clésica es

1
Q

b) Ley del modus totcns:
P
=-q
~p
Este esquema es ta natacion cléasica del condicional

Un *>a\l \ *</l =» —v

¢) Ley del silogismo hipotético:

P =*?
q =>r
P =»

Esdecir, laproposicion [{p => ) A (q =*r)] => (p =* r) esuna*tautologia.
En cambio, e condicional [ (p ==q ) A q ] =>p no es una formavélida de



razonamiento, ya que la correspondiente tabla de valores de verdad nos muestra que
no es tautol 6gico.

Ejemplo 1-12.

a) Justificar la validez del razonamiento

p =+q
R
~(~p A ~r)
f =s
~r

S

En lugar de confeccionar la tabla del condicional entre la conjuncién de las premisas
y la conclusién, haremos uso de las leyes del cél cul o preposicional, afin de simplificar
lasituacion. La segunda premisa es equivalente alacontrarreciprocaq =* r.por laley
del silogismo hipotético, de la primeray de ésta, resultap =»r. La Gltimapremisaes
V, y en consecuenciar es F, y comop =>r esV resulta necesariamente quep es F. La
tercera premisa equivale ap v t. de acuerdo con unaley de De Morgan, y por s p
fdsa resulta la verdad de /. Ahora bien, siendo / y t =» s verdaderos, resulta la verdad
des, por 19 a).

b) Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son:

Hoy llueve o hece fri6.
Hoy llueve o no hace frio,

y laconclusién: Hoy llueve.
En lengugje simbdlico setiene
P v ¢q
p v =g
P

g, 0 bien ~q es F; cualquiera que sea el caso, por s las disyunciones verdaderas,
resulta que p es V. De otro modo, la conjunciéon de ambas disyunciones, por la
iistributividad, es equivalente ap v {q A ~-q). La verdad de aquéllas asegura la
verdad de ésta, y como 7 A ~?esF, resultalaverdad dep.

1.10. FUNCIONES PROPOSICIONALES. SU CUANTIFICACION

£1 simbolo P (x) es la representacion de un predicado o propiedad relativos al
objeto indeterminado x, perteneciente a cierto universo o conjunto. Si nos referimos a

los nUmeros enteros y estamos interesados en la propiedad de ser impar, entonces la
traduccién de P (x) consiste en: X esimpar, y se ecribe

P (x) : x esimpar

Es claro que €l enunciado: " x esimpar" no es una proposicién, ya que a menos que
se especifique a x no podemos decir nada acerca de su verdad o falsedad. Ocurre, Sin
embargo, que para cada asignacion dada a sujeto x dicho enunciado es una
proposicion. A expresones de este tipo s las llama funciones o exquemas
preposicionales.

Definicion
Funcién preposicional en una variable o indeterminada x es toda oracién en la
que figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposicion
paracadaespecificaciondex.
En nuestro gjemplo resultan proposi ciones'como

P(—4) .—4 esimpar (F)
P( 5 : 5 esimpar (V),etc.

Se presentan tambi én funciones preposicionales con dos variables o indeterminadas.
Sea, por g emplo
P {x ,y): x esdivisor dey

Lo mismo que en el caso anterior, si X € v son enteros, P (x ,>¢) no esproposicion,
ya que no podemos afirmar la verdad o fdsedad del enunciado. Mas para cada
particularizacion de valores se tiene una proposicién

P(— 2,6) : — 2 esdivisorde6 (V)
P( 12,6): 12 esdivisorde6 (F)

A partir de funciones preposicionales es posible obtener proposiciones generaes
mediante un procesé' llamado de cuantificacion. Asociados a la indeterminada X,
introducimos los simbolos V x y 3 x. llamados cuantificadores universal y existencial
en x, respectivamente. Las expresiones

Paratodo x, se verificaP {x)
Existe x, tal que severificaP (x)

se denotan mediante V r : P(x) (1)
3x/ P(.v) (2)

y corresponden a una funcién preposicional P (x) cuaritificada umversaimente en el
primer caso, y existencialmente en el segundo. Una funcién preposicional cuantificada



adquiere el caracter de proposicion. En efecto, retomando el primer ejemplo, si
decimos

"Todos |los niUmeros enteros son impares”. (1Y)
es claro que hemos enunciado una proposicion general y relativa a todoslos nUmeros
enteros, cuyo valor de verdad es F. Una traduccidn mas detallada de esta proposicion

consiste en
"Cualquieraque sa x, X esimpar".

Es decir V.r: xesimpar

Si cuantifkamos existencia mente la misma funcién preposicional, se tiene
3 X /x esimpar

Osa "Existex. tal quex esimpar".

0 bien "EXisten enteros que son impares”. (24

0 mas brevemente "Hay enteros impares".

El valor de verdad es V, y en consecuencia se trata de una proposicion. El
cuantificador existencial se refiere a, por jo menos, un Xx.

Es obvio que una funcién preposicional cuantificadaumversaimenteesV si y sélo si
son V todas las proposiciones particulares asociadas a aquélla. Para asegurar |a verdad
de una funcién proposicional, cuantificada existencialmente, es suficiente que sa
verdadera alguna de las proposiciones asociadas a la funcién proposicional.

Un problema de interés es la negacién de funciones preposicional es cuantificadas.
La negaciéon (1') es
"No todos los enteros son impares"
es decir "EXxisten enteros que no son impares"’
y en simbolos 3 x/ —P (x)

Entonces, para negar una funcién proposicional cuantificada universalmente se
cambia el cuantificador en existencial, y se niega la funcién proposicional.
Laiiégj - -iondei 2*)-T

"No existen enteros impares".
Es decir "Cualquiera que iea el entero, no es impar”
o lo que es lo mismo
"Todo entero es par".

En simbolos V-i:~P(.Y)
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Vale entonces la siguiente regla: para negar una funcién proposicional cuantificada
exislencialmente se cambia e cuantificar en universal, y se niega la funcién
proposicional .

Se tienen las siguientes equivalencias

~tV*:PX)] «w 3xi~P(X)
~[3.v/P(»] <* V.t:-PC)

Ejemplo I-il
S=a la proposicion:
Todo el que la conoce, ia admira.

Nos interesa escribirla en lengugie simbdlico, negarla, y retraducir ia negacion a

lenguge ordinario.
Laproposicién dada puede enunciarse:

Cualquiera que s la persona, si la conoce, entonces la admira.
Aparece ciara laeuantificaei 6n de una implicacion de las funciones preposicionales
P ix): v laconoce
Q(.v): ,v laadmira
Setiene
VJIC : P(.v) =* Q(X)
Teniendo en cuenta la forma de negar una funcién proposicional cuantificada
universalmente y una i mplicacién resulta
3x/P(.v) A ~Q(.v)
Y pasando allenguaje ordinario:

Hay personas que la conocen y no la admiran.

Ejemplo j14.
Consideremosia nnuna cuestion en el siguiente caso:

Todo entero admite un inverso aditivo.
Es decir
"Cualquiera que sea el entero, existe otro que sumado a él da cero".

Intervienen dos variablesy la funcién proposicional
P(.v,vVv) :x ty =0
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Laexpresi 6nsimbdlicaesentonces
Vx3ylx+ty = 0
Su negacioén es
3X/~[3yIx+y = Q]
Esdecir
3x/Vy :x +2#0

La traduccién a lengugie comun es

Ejemplo J-15.
Sea la proposicion
Hay alumnos que estudian y trabajan.
Su enunciado sugiere un cuantificador existencial y dos funciones preposicionales

P (x): x estudia
Q (x): x trabaja

Enformasimboélicasetiene
3x/PLv> A OW
Su negacién es
Vx:~[PX \ QX\
Y por ley de De Morgan
yx @ ~P{JC) v -Q (¥
Traduciendo al lengusje ordinario

"Cualquiera que s el alumno, no estudia o no trabagja’.

1.11 CIRCUITOS LOGICOS

La verdad de una proposicioén puede asociarse al pasge de corriente en un circuito
eléctrico con un interruptor.

Para representar ap, s esV, se tiene

CIRCUITOS LOGICOS 19

Y parap, s esF

Esdecir, € interruptor secierrasipesV y seabresipesF.

Las operaciones proposicionales pueden representarse mediante circuitos con tantos

interruptores como proposiciones componentes, combinados en serie o paralelamente,
i ) Conjuncion

Este circuito admite el pasge de comente, esdecir, laverdaddep A g, s6los las
dossonV.

ii ) Disyuncioén. Estarepresentada por uncircuito en paralelo

Lafalsedad de p v q. es decir, € hecho de que no pase corriente, sélo se verifica
en el caso de lafalsedad simultaneadep yq,
iii) Implicacién. Como
~P * <)
de acuerdo con 1.8, aplicando unaley de De Morgan y la doble negacion, se tiene
(P==0qo(pvVv 0q

En consecuencia, €l circuito asociado es

~p
-

iv) Diferencia simétrica.
Utilizando sucesvamente 1.4.6., 1.4.5.. una ley de De Morgan, la negacién de



implicacionesy la distributividad deladisyuncién respecto delaconjuncién, setienen
las equivalencias

(py o ~(p oqg o
~Kp i) U pl
~(p=a VvV ~{q=p) <
>(pa N v A -p *>
»(p Vv ) A (pVv ~p) A (=i? vV A (~q y ~p)
"»fp V 4i * | ~P V ~(/)

y resulta €l circuito

P ~P
_/ _/
o 3
R
q -q

Ejemplo 1-16.
i) El circuito correspondiente alaproposicion
(P2 v (-9 es

B ]
/ e

~q

0 bien, luego de smplifical" aquélla, p v ~-q.

r
L~

™~
~

Para que pese corriente es suficiente avep o ~~q seen V.

ii) Laoperacion proposicional que caracterizaal siguiente circuito

o




TRABAJO PRACTICO |

1-17. En e libro Hijos en libertad, de A. S. Neill. estdn escritas las siguientes
proposiciones

p : Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas.
q : No aceptan las respuestas que no figuran en los libros.
r: imponen un cimulo de normas estlpidas

Construir las proposiciones
p*aqg ., —gqvr . (pAQ=>r
1-18. Escribir en forma simbdlica la siguiente proposicion compuesta que figura en el
mismo texto:

"L a chatura y €l tedio de ciertas disciplinas escolares se trasmiten alos maestros,
y las escuelas se llenan de hombres y mujeres de mentalidad estrecha, vanidosos,
cuyo horizonte esta limitada por el pizarrony el libro de texto".

i*19. Confeccionar las tablas de valores de verdad de las proposiciones
i) (P A (?)=*/e
a-pVvV ggo-p N —q

1-20. Negar las proposiciones construidas en el gjercicio 1-17.

i*21. Proponer las siguientes proposiciones en forma simbdlica, negarlas, y retraducir-

las al lenguaje comun:
i ) No esjusta, pero mantiene el orden.
i 1) Los alumnos conocen a los simuladores y los desprecian.

iii) Si los alumnos conocen alos simuladores, entonces |os desprecian.
1-22. Determinar si lassiguientes proposiciones son leyes| 6gicas:
i)P A g=>q
S WP = A @0\ = (p )
iii)p=p A q
iv)p=*p VvV q

1-23. Simplificar las siguientes proposiciones:
i) ~(~p Vv -0
a) ~(P V. VvV (-p A 0
1-24. Sabiendoquep v qesVyque-qesV, determinar el valor de verdad de
{p v g a ~dq=>q

1-25. Determinar, en cada caso, s la informacién que se da es suficiente para conocer
el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. En caso
afirmativo, justificarlo.

i\ip=>q) =>r ¢ rp«Vv

iy(p v @ *»{~p A ~0) ; geV
iii){p A q =»(P v r) ; pesVyresF
ivyp \ (q=r) ; p=reV |,

1-26. Los valores de verdad de las proposicionesp, g, r y s son, respectivamente, V, F.
F, V. Obtener ios valores de verdad de

i){P v o vir] s
ii)r=s A p
ii)p Vr «&r a ~j
1-27. Negar |las proposiciones
i) 3xPx) v -Qi.t)
i) Vx:P(v)=Q(Y)
i) Vx3y/x.y =0
1-28. Verificar que para probar la equivalencia de las proposiciones p. g, ry s es
suficiente demostrar las siguientes implicaciones:
p=*q , g r , r=*s y s=%p
[-29. Dadas las proposiciones
i ) El cuadrado de todo nimero real es mayor que 2.
i i) Existen enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo de! siguiente,
iii) Todo el que estudiatriunfa,
expresarlas simbdlicamente, negar las expresiones obtenidas y retraducirlas al
lengugjeordinario.
1-30. Construir uncircuito correspondientealaproposicién

Pa-~gVv(ipa@V(Epa=<D



1-31. Setiene el siguiente circuito:

P Q

L
i ) determinar laproposici6n correspondiente
ii ) simplificar ésta, y construir el circuito asociado.
i*32, Expresar simbdlicamente el siguiente teorema: "si un nimero es impar, entonces
su cjadrado esimpar”.
Enunciar el contrarreciproco, el contrario y el reciproco Demostrar el primero.
i*33. Siendo .
p: a besimpar
g : ay b son impares
Demostrar p =» q

i*34. Justificar el razonamiento

p v -q
~q<t>r
p VvV ~r

i*35. Lo mismo en ei siguiente caso:

s g =>r
r=*$

1-36. Investigar la validez del razonamiento siguiente:

S el interés no es egoista, entonces " la fuerza vital de las personas y es
espontaneo.

El interés no es la fuerzavital de las personas y es espontaneo

El interés es egoista

Capitulo 2

CONJUNTOS

2.1. INTRODUCCION

El propdsito de esta seccion es el estudio de'lateoriaintuitiva de conjuntos. En
ege sentido, jos términos "conjunto”, "pertenencia’ y "elemento” son considerados
como primitivos. Sobre esta base se definen lainclusiéon y laigualdad, y se estudian sus
propiedades. EI mismo tratamiento se hace corresponder a las operaciones entre
conjuntos. El capitulo se completa con e! desarrollo de ejemplos en los que se pretende
mostrar un método adecuado de trabajo.

2.2. DETERMINACION DE CONJUNTOS

2.2.1. Notaciones

Para denotar conjuntos utilizaremos generalmente letras mayusculas, y paa
especificar elementos se usaran letras minudsculas, a menos que dichos elementos sean,
a su vez, conjuntos. Para indicar la pertenencia de un elemento a un conjunto sera
utilizado el simbolo e.

La proposiciéon "ae AJ' se lee: "a pertenecea A", o bien "el elemento a pertenece
al conjunto A"

Siel conjunto A formado porioselementos jr, t- y <. escribimos
A-lab.cj

en ede caw se nombran todos los elementos del conjunto, y se dice que esta
determinado por extension.

Las notaciones usuales para caracterizar conjuntos numeéricos son las siguientes:

N conjunto de losnlimeros naturales
Z conjunto de los nimeros enteros



Q conjunto delosnumerosracionaes
R conjunto delos nimeros reales
C conjunto delos nimeros complejos

La representacion por extension del conjunto cuyos elementosson — 1,0y 1, es
A={-1,0,1}

Es faci! ver que se trata del conjunto delos niumeros enteros cuyo valor absoluto es
menor que 2; en ese enunciado hacemos referenciaa elementos del conjunto Z, de los
numeros enteros, €l 'cual se llama referencial o universal; ademas, estamos interesados
en aquellos que satisfacen la propiedad de ser, en valor absoluto, menores que 2.

La notaci6n correspondiente es

A= { xeZi WX\<2 >

y se dice que el conjunto hasido determinado por comprension.

El conjunto universal depende de la disciplina en estudio, se fija de antemano, y
esta formado por todos los elementos que intervienen en el temade interés. En genera
se denotaréd con U.

Definicion  /
Un conjunto se determina por extension s y s6lo s se enumeran todos los

elementos que lo constituyen. Un conjunto se define por comprension si y sélo
s se dala propiedad que caracteriza a sus elementos.

El conjunto cuyos elementos verifican la propiedad P se indica
A= i'xeliPw)
0 més brevemente, si U esta sobrentendido
A={*/P(x)}

y se lee: "A es @ conjunto formado por los elementos x, tales que P (xf. P {x) es una
funcién proposicional, y un objeto del universal pertenece a conjunto si y solo si
verificalapropiedad, es decir

aeA P{a) es V
En consecuencia

aiA »P(@ e F

2.2.2. Conjuntos especides

Extendemos la nocién intuitiva de conjunto a los casou de carencia de elementos y
de unicidad de elementos, mediante la introduccion d° los conjuntosvacio y unitario.

DETERMINACION DE CONJUNTOS

\ Un conjunto vacio es aguel que carece de elementos. Un conjunto unitario esta
formado por un Unico elemento.
Una propiedad o funcioén proposicional, que se convierte en proposicion fasapara
todos los elementos del universal, caracteriza por comprensién un conjunto vacio.
Designaremoscon <> al conjuntovacio, y puededefinirsesimbolicamenteasi

0= i x jxi-x )

En este caso la propiedad relativa ax es P (X) :x=£x.te cual resulta fasa cualquiera
que sa X.

Si A esel conjunto cuyo Unico elemento esa. escribiremos
A=\a 'l=ix"'v=«\

Ejemplo 2-1.
Determinar simbodlicamente y por extension los siguientes conjuntos definidos por
comprension:
i ) A esel conjunto de los niumeros enteros cuyo cuadrado esigual a |.

En este cas0 la propiedad que caracteriza a los elementos de A esla conjuncién de
?X):xeZ2 y Qix) : xx=1

Entonces
A=|xix€Z A X =jp

y como universal puede sobrentenderse el conjunto de los nimeros reaes o racionales.
Si proponemos a Z como universal, puede escribirse

A = {xezix = 1 }
Obviamente, la determinacion por extension es

' SA-{ -1}
ii) B esel conjunto de los nimeros naturales mayores que 2, y que no superan a
6.
Considerando a N como universal, lapropiedad caracteristi cade los elementos de B

es la conjuncién de
?2(X):x>2 y Q(x):x<6
que podemos expresar R(jf): 2<x<6

y setiene

B=(xeN/2<x<6)
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Por extensi6n nos queda
B={3,4,5,6}

iii) Cesel conjunto delosnimerosredes cuyo cuadrado esigual a— 1.
Setiene.

C=ixeR/x’ = -1]

Como € cuadrado de ningln namero real es negativo. P <v> : X: 1 es F paa
iodo real,y resulta C = é.
Ejemplo 2-2.

La determinacion de conjuntos por extension no es posible en el caso de infinitos
elementos, y hay quelimitarsealadefinicidn por comprension. Lamatematicatrabaa
cas con exclusividad en este sentido, a través de propiedades.

Caracterizamos simboli camente | os siguientes conjuntos:

i } Pese conjunto de losnimerosenteros pares.
Por definicién, un entero es par s y sdlo s se identifica con € duplo de algun
entero. Esdecir

aes pa <=>3feZ/a = 2fc

Entonces P=|xeZ/.x=2fc A A"eZ}

Es claro que P consiste en €l conjunto de losmultiplosde 2.

A veces acudiendo a un abuso de notacién, suele preponerse una aparente
determinacion por extensién de un conjunto infinito, con la adjunciéon de puntos
suspensivos. Asi

P={ ,-4,-2,0,2,4,6 }
ii) A esel conjunto delos numeros naturales que son multiplosde 3.
A~ x<N'x-3k = geN

En Nnoincluimosal cero, y se tiene

Si 0 se considera natural, escribiremos N, y en este caso
A={xeNo/jc=3fc A eN,j

Esdecir
A={0,3,6,9,..... }
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iii) B esel conjunto delosnumeros naturales cuyo cuadrado es par.
B=|xeN/x epaj

Obien
B= (xeN/jc* =2ifc A fceNJ
¢COmo se determina la pertenencia de un elemento a B? De acuerdo con la

definicion de B, dado un nimero natural, se analiza su cuadrado; si dicho cuadrado es
par. e nimero pertenece a 8; si su cuadrado es impar, no pertenece a B. Es decir

ae& <* i~ efpar

iv) C es e conjunto de los puntos del plano cuyas distancias a un punto O son
igudesa 1.
Entendemos que el conjunto universa es e de los puntos del plano a. Si bien 0 es
un elemento, como es usual en geometria, lo denotamos con mayuscul a. Indicamos la
distanciaentre A y 0 medianted (A . 0). Entonces

C={ Xeald(X,0)=- 1)

esladefinicion simbdlicadelacircunferenciade centroOy radio 1.
v) D es el conjunto de los puntos del plano que equidistan de dos puntos fijos A

y B.
D= (XeadX.A)=tf (X, B)}

D consiste en la mediatriz del segmento AB.

Ejemplo 2-3.

El conjunto S esta formado por los posibles resultados que se obtienen al lanzar dos
monedas. Los resultados para la primera moneda son ¢ (card'i y s (sello) y por cada uno
ik ellos se tienen las mismas posibilidades para ia segunda, es decir

I
/f ——

4\55 {:i

Entonces

S= {cc,cs:sc,ss}'



2.3. INCLUSION
2.3.1, Concepto

Sean A y B dos conjuntos, Si ocurre que todo elemento de A pertenece a B,
diremos que A estaincluido en B, o que A es parte de B, o que A es un subconjunto de
B,y escribimos A C B.

Definicion /.
ACB «VXx:xeA =xeB

Esta definicion tiene e siguiente significado: si sabemos que A C B, entonces la
proposicion V.v.xeA =>.veB es V; reciprocamente, si eda proposicion es V.
entonces severificaque A C B.

En repetidas ocasiones se necesitara demostrar que un conjunto es parte de otro;
entonces, de acuerdo con la definiciéon, serd suficiente demostrar que cualquier
elemento del primero pertenece al segundo.

Teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicaciény la contrarreciproca, la
definicién anterior puede expresarse asi

ACB »» VXx:jt¢eB =>x4A
Ademas, considerando la equivalencia entre p =>q y ~(p A ~—Q). podemos
traducir la misma definicién de la siguiente manera

ACB **1 xjxeA \ xéB eskF

Es decir, en la inclusién no puede darse que haya un elemento de A que no

pertenezca a B.
Sobrentendiendo el cuantificador universal, para descargar la notacion, escribi-

remos

ACB *»xeA =»xeB

2.3.2. Diagramas de Venn

Existe una representacion visua de los conjuntos dad» por diagramas llamados de
Venn. En este sentido, el conjunto universal suele representarse por un rectangulo, y
los conjuntos por recintos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a U, es
decir, A C U. Sean A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama

U

En este caso se verificaA CB .

Ejemplo 2-4.
Sean V = N y los conjuntos

A ={ x/xX\6 }
B ={ xix|8}

C ={ xIx<2 )

Definimoslarelacion de divisor en N mediante
alb sysélos 3 neN/b-a n

Teniendo en cuentaestadefinicion, y larelacién demenor oigual, larepresentacion
por extensi6n de tales conjuntos es

A=<1,2,3,6j B=1]1,2,4.8p

y en términos de diagramasde Venn

Ejemplo 2-5.

Consideremos el conjunto U de todos los triangulos; si | denota el conjunto de los
tridngulos isosceles, E de los equiléterosy R de los triangulos rectangul os, se tiene
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Y a que todo triangulo equilatero tiene los tres lados iguales, en consecuencia tiene
dos iguales, es decir, es isosceles. Ademas existen triangulos isosceles que son
rectangulos, pero ningln tridngulo equilétero es rectangulo.

2.3.3. lgualdad de conjuntos

Es claro que dos conjuntos son iguales s son idénticos, es decir, s tienen losmismos
elementos. Entonces, todo elemento del primero pertenece a segundo, y todo
elemento de éste pertenece a primero.

Definicion
A—B <« A B a BCA.
Ejemplo 2-6.
L os conjuntos de numeros redes

s

A=1x1x =xp
B = ( xi(x~\).x-0}
on iguales ya que
xeA X=X «w X —xXx =0 x. x—1)=0o0oxeB

El Incondicional se desdobla en las dos implicaciones que prueban la doble
inclusioén, y en consecuencialaigualdad.

Ejemplo 2-7,
Sean |os conjuntos de nimeros enteros
A ={xx =1}
B ={xIWX\=i}

Teniendo en cuenta que e cuadrado de un nimero entero es igual a cuadrado de su
valor absoluto, resulta

VeA s c =i iXle - i « jxj-1 «<ve8
En consecuencia, A ~ B.

Ejemplo 2-8.

Demostnr que el conjunto delos nimeros naturales impares es igual a conjunto de .

los nimeros naturales cuyo cuadrado esimpar.
Hipétesis) A = | xeN/x esimpar } Tess) A=B

B =] xeN/x esimpar }
Demostracién)

IGUALDAD Di; CONJUNTOS

Nota previa:

Por definicién, un ndamero natural x es impar si y sblo s existe fceN tal que
x—2k—1.

Por otra parte, es fécil ver que & producto de dos naturales consecutivos es impar, y
que la diferencia entre un nimero par y uno impar es impar. Vamos ahora a nuestra
demostracion, lacual consiste en probar las dos inclusiones que definen la igualdad

1°) A CB. Enefecto: sea.Y eA.

Setiene Y C \ =» x esimpar » .v =- 2k - ! conk eN =
=* X =4k* —4k * | con AeN ~-».r' =2 .2k - 2k) 4-2- 1 «-
=»x~~2.2n —2k~1)-1 —" , 1 f;e—) Rétulok eN =»

=».Y *esimpar=».vcB

Hemos utilizado sucesivamente, la definicion de A, la definicion de niumero
impar, cuadrado de un binomio, la distributividad de la multiplicacién, la
sustitucion de 1 por (2- 1), nuevamente la distributividad. !a definicion de
numero impar, y finalmente !adefinicién de B.

2°} BCA.Esclaroque .Y =x {x+ 1)—X,
Ahorabien

xeB =* .Y*® esimpar =>x. {X + 1) —X* esimpar =>

=>Xx esimpar =>xeA
En consecuencia A = B,

2.3.4. Propiedades de 'a inclusion

i ) REFLEXIVIDAD. Todo conjunto es parte de si mismo.
En efecto, si A es un conjunto, laimplicacion

VX :xeA =»>x eA e V

En consecuencia, por definicion, setiene A C A.

ii) TRANSLITIVIDAD. Si un c nu . , este es parte de un
tercero, entonces ei primero A" ¢ tn e« °
Hipdtesis» A CB Tessi A ('
BCC

Demostracién)
Seax eA. Por hipétesis setiene

XeEA = x6B

y xeB => xeC



L-ntonees, por ley del silogismo hipotético
xeA =>xeC

Y, en consecuencia, por definicién de inclusion AC C.
iiil) ANTiISIMETRIA. Si un conjunto esparte deotroy éste espartedel primero,
entonces son iguales.

ACB A BCA * A=B

es una consecuencia de ladefinicion de igualdad.

-35. Caracterizacion ded conjunto vacio

t ) Propiedad. El conjunto vacio estaincluido en cualquier otro.
h.-c-ttisis) A es un conjunto.
Tesis) 0 C A.
Demostraci6n) Consideramos |la siguiente proposicion:

vic:xe0 =>xeA

'‘a Jjal es V por ser el antecedente F. En consecuencia, de acuerdo con la definicién de
inclusion, setiene $C A.

Ei teorema esvalido cualquiera que ssa A; en particular, A puede ser vacio.
ii ) Propiedad. El conjunto vacio es Unico.
Ln efecto, suponemos que. ademas de 0O, existe 0* también vacio. Entonces, de
acuerdo con i ), esverdaderalaproposicion

0CO a 0( O

y. por definicién deigualdad, resulta <€ = &
Ejemplo 2-9.

Demostrar ACO=>A=0.

Como se trata de una igualdad se requieren dos inclusiones.
1") 4>CA por 2.35.1i ).
2°) A C 0. Se verifica por"hipotesis.

Luego A =0.

$2.4. CONJUNTO DE PARTES

Pado un conjunto A, podemos formar un nuevo conjunto constituido por todos los
subconjuntos Je A, el cua recibe el nhombre de conjunto de partes de A.

Definicion /
Conjunto de partes de A es el conjunto cuyos elementos son todos subconjuntos
de A.

SA)= [ XIXCAJ
Los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos, y, en consecuencia, P (A)

es un conjunto de conjuntos.
De acuerdo con ladefinicién, setiene

XeP(A) o X C A

F! problema de decidir s un objeto es un elemento de P (A) se reduce a determinar
si dicho objeto es un subconjunto de A.

De acuerdo con la propiedad reflexiva de la inclusion, cualquiera que sa A, se tiene
A C A, y en consecuencia A € P (A) por definicion de conjunto de partes.

Ademas, por 2.3.5. i) = ssbe que 0 C A, y por la misma definicion 0 e P (A), Es
decir, cualquieraque sa A. el mismo A y el vacio son elementosdeP (A).
Ejemplo 2-JO.

Determinar el conjunto departesde A=\ 2.3,4"

Los elementos de P (A) son todos los subconjuntos de A. es decir

<t>
(2) . (3) . (4)

i2,3} , (2,4) , <3 9
A

Y la notacién por extension es

i>(A)=io, {2} , {3} , {4}, {2,3} , (2,4} , {3,4} Ap
Ejemplo 2-11. )
i ) El conjunto de partes del vacio es & conjunto cuyo Unico elemento es €
vacio.
I»(*)={#}

ii) La pertenencia relaciona elemento a conjunto, mientras que la inclusion
relaciona conjuntos entre si. Desde este punto de vista, damos los valores de
verdad de las siguientes proposiciones relativas al gjemplo 2-10.

4>C A \Y
OeA F
<t>eP(A) \Y%



0C/>(A) \% .
En simbolos

2,33> A v Af= {JCCU/JCM}
2eP(A) F
obien
{2} €ePA) \
A’ -{ XIXIA)
AeP(A) v
Ae A F Setiene
AC A v XEeA < \ea

Ej diagrama .l« Vaw> cotra>pondiente es

Ejemplo 2-12.
Si A tiene n elementos, entonce» P (A) tiene 2" elementos. Se trata de computar €!
numero de subconjuntos de A. Uno de ellos es el vacio. Conjuntos unitarios hay

exactamente n = ('! j , es decir, tantos como combinaciones de n elementos, de orden

1
El nimero de subconjuntos de dos elementos es e de combinaciones de n

elementosde orden 2. es decir i, j

Subconjuntos ternarios hay " i .»
La complementaci6n es una operacion unitaria, en el sentido de queapartir de un
Y asi sucesivamente, hasta obtener el Unico subconjunto de n elementos. . bt
El nimero total estadado por lasuma conjunto se obtiene otro.
Es usual también obtener el complemento de un conjunto A, respecto de otro B, en

cuyo caso jadefiniciones
CBA=(XeB/XiA >

n -n\ n ith .
=3 \) =1 d rr-'= d +D" =2 En particular se tiene
| (=0 ) i ) El complementario del vacio esel universal.

é=0 I
En este desarrollo hemos aplicado la féormula del binomio de Newton que se xeU =>xe4>=»xeo

justificara en el Capitulo 6.
\'onw <fCV. resulta <?" ~V

w25 COMPLEMEN TACION DE CONJUNTOS U 1 £j complementario del universal essi vacio.

V-ex'xeV * veéL =*

Sean A y B subconjuntos de U.
2.5.2. Propiedades de la complementacion

-.5.1. Definicion
Complemento de A es e conjunto formado por los elementos de U (ue no . 1) INVOLUCION. (A) = A
pertenecen a A. -
Demostracién)

El complemento de A se denotarapor A °; suelen usysetambién A'y A. Xe(A) **x4A° <t ~(.re A°) S (x4A) <* xeA



En esa demostraci6n hemos utilizado la definicién de complemenio y la ley
involutiva del calculo proposicional.

Iy ACB=B°CA"~

Demostracién) Utilizando sucesivamente las definiciones de complemento, de
inclusiony de complemento, se tiene

xeB =xfB=>xfA=xeAr
Luego , B°C A°
Ejemplo 2-13.
Demostrar A = B => A° = B°
XeA -oVviA ¥»xiB *> xeB°
En virtud de las definiciones de complemento, igualdad y complemento.
Ejemplo 2-14.

i )Si r esunarectaincluidaen el plano ct, entonces su complemento es el par de
semiplanos opuestos abiertos, de borde r.

ii ) EIl complementario del conjunto de los nimeros naturales pares es el
conjunto de los naturales impares,
iii) El complementario deQen R esel conjunto delosnumerosirracionales.

.'2.6. INTERSECCION DE CONJUNTOS
Sean A y B subconjuntosde U.

2.6.1. Definicién

Interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los e ementos
que pertenecen aA y aB.

El diagrama de Venn correspondiente es

Al

4AOB

En simbolossetiene
AnB=jxeU/xeA a xeB}
O bien, sobrentendido U

AOB=|x/xeA A xeBj

La interseccion entre conjuntos es una operacion binaria, porque a partir de dos
conjuntos se obtiene un tercero.

La propiedad que caracteriza a los elementos de la interseccion es la de pertenecer
smiiOtnnesmente a Jos dos conjuntos, y se establece en términosde una conjuncion

Ladefinicion de interseccion establece
xeAnB *>xeA a xeB
Si laintersecci6n de dos conjuntos esvacia dichos conjuntos se |laman disjuntos.

AyBsondisjuntos <* A < B=<p

Ejemplo 2-15.

i )Si r y r" son dos rectas distintas incluidas en un plano, entonces su
interseccién puede ser vacia, o bien reducirse a un punto. En el primer cao
son paralelas, y en @ segundo caso se llaman incidentes.

ii ) Seen dos rectas AC y AB, donde A. B y C son tres puntos no aineados
pertenecientes al plano a. Quedan definidos los conjuntos

S (AB, C) : semiplano de borde AB que pasa por C
S (AC, B): semiplano de borde AC que pasa por B

Entonces el conjunto S(AB . C) nS(AC, B) es el &ngulo convexo BAC




Las semirrectas S (A , B) (de origen A que pasapor B), S(A,C)y S(C, B) son
subconjuntos der, tales que

S(A,C)nS(C,B) = AC
S(A,C)nS(A,B) = S(A,C) = S(A,B)

iv) La interseccion entre el conjunto de los nUmeros enteros paresy el conjunto
de los niumeros impares es vacia, ya que no existe ningln entero que s=a
simultdneamente par e impar.

v ) En Z, la interseccion entre el conjunto de losnumeros paresy el conjunto de

losnimeros primosesel conjunto <! —2,2-

2.6.2. Propiedades de la interseccion

) IDEMPOTENCIA: A OA =A.

En efecto
XEANA ». ttA & X€A «»>XCA

I11) ASOCIATTVTDAD: (A nB)nc=A O (B nQC).

Utilizando la definicién de interseccién, y la asociatividad de la conjuncién, se
tiene

xe(AnB)nc«jceAnB A xeC*>

< (xeA * xeB) A xeCoxeA a freB a xeC) «e

** xeA A xeBnC «wxeAn(BnC)

[I1) CONMUTATIVIDAD: A nB=BnA.
La demostracion es obvia aplicando la definicion de interseccion y la
conmutatividad de la conjuncion.

IV) ELEMENTO NEUTRO PARA LA INTERSECCION ES EL UNIVERSAL.

La interseccion opera sobre elementos de P <UKes decir, sobre subconjumos Ue
-U. Interesa determinar si existe un subconjunto de U cuya intersecciéon con
cualquier otro no lo atere. Tai elemento de P(\J) se llama neutro paa la
interseccioén, y en nuestro caso es el mismo U. En efecto

cualquieraque sa A C U, severificaAnU—UOA=A
Ejemplo 2-/6.
Lapropiedad IV es un corolario del siguiente teorema

AC B «AOB=A

Por tratarse de una condicion necesxria y suficiente realizamos las demostraciones
de las dos implicaciones:
i))ACB ==AHB=A
Con la informacién proporcionada por la hipoétesis A C B, tenemos que
demostrar la igualdad A nB = A. Por definicion de igualdad hemos de
probar dos inclusiones:
a) Smx eU tal quex e A n B. Ahora bien

XxXeAnB xeA ! xeB X eA

por definicion de interseccion, y ley légicap A 17 =» p.
En consecuenciaA OB C A 11j,
La relacién (1) nos dice que la interseccion entre dos conjuntos esta
incluidaen cualquiera de ellos.
b) Se ahora

xeA =>xeA \'xeB=*xeAr>B

por la hipétesis y por definicion de interseccion.
Entoncesse verificaA CA ~B (2).
De(1l)y(2)resultaA nB=A.
il)AOB=A =*ACB
Para demostrar que A C B, consideramos
xeA XeAnB =xeA A xeB =xeB

pues por hipétesis A = A n B; hemos utilizado ademas la definicién de
intersecciony ialey légica p '* q = q.
Queda probado asi que A C B.
Nétese que en i ) @) no hemos hecho uso de la hipétesis, pero si en b). Esto nos
dice que laproposicion A n B C A es independiente de toda condicién, esdecir, esuna
propiedad intrinseca de la interseccion.

Ejemplo 2-17.
Demostraremos que si dos conjuntos estan incluidos en un tercero, entonces la

interseccion de losdos primeros «s parte de! tercero.
Estoie"ve" <t» «i diagrama

ACX A BCX=>AnBCX



Lo demostramos asi
xfAOB =>.veA A JCeB xeX A xeX X exX

Hemos aplicado sucesivamente la definicion de interseccion, lahipotesisy laley
-gka/' A p=p.

egemplo 2-18.

Demostrar que el conjunto de partes de la interseccién esigual alainterseccion de
It>s conjuntos de partes.

En efecto: teniendo en c'ienra rnip Ins elemento* de lj« mrti>«  un corJUP.tO sor.
*bcoryjntos, consideramos

XeP{An 3) «» XCA.nB XCA « XCB *Xel»(A) \ XeP(B)
<* Xel/»(A)n/>(B)

er definicion ce conjunto de partes; teniendo en cuenta i ) a) del gemplo 2-16, la
' snsitsvidad de la relacion de inclusién, la definicidon de conjunto de patesy la
U-'iinicion de interseccion.

2.7. UNION DE CONJUNTOS
| 7.1. Definicién

L'nién de dos conjuntos A y B es e conjunto formado por los elementos que
pertenecen aA o aB.

Simbdlicamente se indica
(o} "1
AuB=\ xeUixeA v xeB)

Prescindiendo del universal

AUB =~x/xeA v .UB]

La unién de conjuntos, lo mismo que la interseccion, es una operacion binaria
definida en el conjunto de partes de U.
De acuerdo con ladefinicién, podemos escribir

aeA'-'B =931 A v aeB
El "o" utilizado es incluyente, y pertenecen a la unién aquellos elementos de U

ra los cuales es verdadera la disyuncidn; entonces un elemento pertenece ¢, launion
,' seto si pertenece a alguno de los dos conjuntos.

El diagrama correspondiente es

illPB

A la unién pertenecen todos los elementos de los conjuntos dados. En e caso

disunto se tiene

donde japarte NOI I :breadaesA uB.

Es claro q.: todo conjunto esta contenido en su unién con cualquier otro. En
efecto

XeA =»>xeA v veB =»xeAuB
envirtud de laley légicap => p v q, y de la definicion de uniéon. Entonces
A C AuUB como queriamos.
Ejemplo 2-19.

i ) Launién de un par de rectasr y f contenidas en un plano es el par de rectas,
ii) Launioén de dos semiplanos opuestos 'y cerrados es el plano,
Ui) Sean los puntos A. By C. como en & gemplo 2-15.iii). Setiene

S(B,A)US(B,C) r
S(A.B)US(B,C) = S(A, B)

2.7.2. Propiedades de la unién
1) IDEMPOTENCIA. Cuaquiera que sa A. se verifica
AUA=A
Pues XeAUA *>xeA v .wWeA ».reA

por definicion de union, y laley légica p v p <i* p.
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11> ASOC1ATIV1DAD. Cudesquieraquessen A, By C
(AuB)UC=AUBUCQC)

La demostracion es andloga a la propuesta en e caso de la asociatividad de la
interseccion, utilizando ahora la definicion de unién y propiedades de la

disyuncioén.
111 CONMU7ATIVIDAD. Paratodo par de subconjunrosdeU, severifica
AUli = BU A

fve “4'B «>xe\ v xeB *»AeB v x€A xeB-JA
IV» ELEMEMTO NEL TRO PARA LA UNION ES EL CONJUNTO VACIO.

Es decir, cuaquieraque ssa A C U, setiene

AUO=0UA=A
Tratamos sblo e caso A U <j = A, yaque laconmutatividad nos exime de la otra

situacion.
Sabemospor 2.7.i.queA CA u<p (1)
SmahorsveA U4> =>xeA v .Ye$=>.YeA

por definiciAn de unién, y por ser fdso x e <j>.

Luego AU CA (2)
Por (1) y(2) resultalaigualdad propuesta.

Ejemplo 2-20.
Demostrar ACB *> AU B=B.
Seguimos el mismo esquema empleado en el gemplo 2-16.
i ) Hipotesis) A CB
Tesiss AUB=B
Demostracion) Como cada conjunto estad contenido en su unién con
cualquier otro, segin2.7.1,, setiene
B A B 11)

Consideremos ahora
xeA <B =»xeA v xeB =»reB v xeB =»,reB

por definicion de union, por hipotesisy por laley p v p => p.
Entonces: AUBCB (2)
De(l)y(2)resultaAUB=B
ii) Hipétesis) AUB=B
Tesis) ACB
Demostracion) xeA =» xeA U B =>xéB
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porque s un elemento, pertenece a un conjunto, entonces pertenece a su unién con
cualquieray ademas por hipétesis, yaque A U B = B.

Esdecir: ACB.

Ejemplo 2-21.
i )Demostrar XCA A XCB=»XCAUB.

En efecto, sea
xeX =»>veA v veB =»xeAUB

«ierto por hipotesis y definicion de -jmon.
ii ) La implicacién anterior no admite reciproca verdadera. \a que puede darse

que XCA'JB. y sn embargo X -* A y X C B. como puede verse en €

lo que

diagrama siguiente

—  _3——nN

iii) Demostrar ¢>(A)U/»(B)C P(AUB).

Tonsideremos
XeP(A)UPtB) =¢, XeP(A) v Xe/>(B)=*
=»XCA V XCB =»XCAUB =» XeP(AUB)

por definiciéon de,unién, de conjunto de panes, propiedad i ). y definicién de

econjunto de partes
2S- LEYES DISTRIBUTIVAS

La unién e interseccioén de conjuntos pueden conectarse a través de dos propiedades
fundamentales, Ilamadas leyes distributivas, que se expresan mediante lasférmulas
(AuB)nC=AnCc)uBn0
(AHB)UC =(AUC)n(BU'C)
Vamos a verificar, mediante diagramas de Venn. la primera de edas leyes. Los
dibujos corresponden a primero y a segundo miembro de la igualdad.



(AUB)fic (Anc)U(Bnc)

tas demostraciones formales son las siguientes:

ISA. Distributividad de la interseccion respecto de la unién

xe(AUB)NC <®xeAuB A xeC *> (xeA v xeB) a xeC *
*>(xeA A xeC) v (xeB A~ xeC) »xeAnC v xeBnC *»
**je(Anc) u(Bnc)
por definiciones de intersecciény de union, y distributividad de la conjuncién respecto
¢e ladisyuncion.

2.3.2. Distributividad de la unién respecto de la interseccion

xeiAnB)UC <* xeAnB v ,eC #
«e(xeA A xeB) v xeC «*

»(xeA v xeC) A (xeB v xeC) +»
«xeAUC A xeBU C <»

«>rE(AUC) O (BUC)

Se han utilizado las definiciones de unién, de interseccioén, y la ley distributiva de la
disyuncidn respecto de la conjuncion.

2.9. LEYES DE DE MORGAN

Estas leyes, de gran aplicacion, permiten relacionar la complementacién con la
unién e interseccion.

-.9.1. Teorema. El complemento de la union de dos conjuntos es igua a la intersec-
cion de sus complementos.
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Tess) (AUB) =A°nB"
Demostracion) x e(A U B)* xe€ AUB #»
*~(xeAUB) #~(XEA v xeB) *
OX€éA A x4B oxeA° A xc B'»
xeA nB*

Por definicién de complemento, de unién, negacion de una disyuncion, y definicion
de interseccion.

2.9.2. Teorema. El complemento de la interseccion de dos conjuntos es igua a la
uruon de sus codiiplcnicnius.

Tesis) (A nBf = A°UB°
Demostracion) x e(A nB)® <j>xéAr+4 B <*
«e-(xeAnB)»~(xeA A xeB) «e
XxX4A v xiB ** xeA° v xeB* *>
*>xeA uB-

De acuerdo con las definiciones de complemento, de interseccién, negacion de
una conjuncion y definicién de union.

Ejemplo 2-22.
Demostrar la equivalencia de las siguientes proposi ciones:
ACB ; B°CA° ; AUB=B ; AnB = A
De acuerdo con lo establecido en el Capitulo 1, para demostrar la equivalencia de
una cadena de n proposiciones, es suficiente probar n implicaciones. En nuestro caso
p=>q = r = Sﬁ"p

I’y ACB=*B°CA°"
Enefecto xeB*® =fe x (B =* X €A =>xeA"
por definicion de complemento, por hipétesis y definicion de complemento.
2°y B°CA°=AUB=B
SaxeAUB =xeA v 'xeB =
=>xéA’” Vv xeB =»xiB° v xeB =*
=>xeB v xeB =»xeB
.por definiciones de unién y de complemento, por hipétesis, definicion de
complemento y ley l6gicap v p => p.
Asi

AUBCB
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Por utra parte
BCAUB (2)

ya que todo conjunto es parte de su unién con cualquier otro.
De(1)y(2) resutaAUB =B
3)) AUNB =*A0B = A
a) Cono la interseccion esta incluida en cualquierade los dos conjuntos, se tiene
AfiBC A (1)

b)SsaxeA =>'xeAUB =>xeB
pues A - A U By por hipoétesis
Entonces

XeA =»>xeA A xeB =xeAnB

Es decir ACANB (2)
Por (I )y <2) resulta
AnB=A

4°) AnB=A ==ACB
Esia demostrado en el gemplo 2-16ii)

2.10. DIFERENCIA DE CONJUNTOS
2.10.1. Definicion

Diferencia entre dos conjuntos A y B es e conjunto formado por ios elementos
de A que no pertenecen aB.

A—B={xjxeA a xtB}

El diagrama correspondiente es

Es claraque A — B =A B — A; esdecir, ladiferencia de conjuntos no es conmutativa.

Ejemplo 2-23.
i ) Considerando como universal al conjunto de los puntos del plano, la

diferencia entre larectar y el segmento AB es la unién de las semirrectas
abiertas AM 'y BN

> >
vy

\
M - H

[EN
[HN

) La diferencia entre e conjunto de los nimeros pares y el conjunto de los
ndmeros primos es c! conjunto de los numeros enteros del tipo x — 2 . A-
sendot * i 1.

2.10.2. Propiedad. La diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del
primero con e complemento del segundo. '
Se tratade probar queA — B = A O B'.
En efecto, aplicando sucesivamente las definiciones de diferencia, complementacién
einterseccion, setiene

A-B=|x/xeA A XIB] = |[X/XCA A xeB‘|=AnB°

Ejemplo 2-24.
Demostrar  BCA «» (A—B)UB—A
(A-B)UB=(AnB)UB=(AUB)!~\(B°UB)=
=(AUB)nU = AUB = A

Por 2.10.2, distributividad de la union respecto de la interseccion, por s
B°UB = U, por neutro paralaintersecciony lo demostrado en el gemplo 2-20.

Ejemplo 2-25.
Demostrar la distributividad de iainterseccion respecto de la diferencia, esdecir
An@B-es-c)y=(AnB)-(AanoO

En lugar de seguir e método general de probar las dos inclusiones, vamos a

« trasformar cada miembro de la igualdad utilizando las propiedades demostradas.

Asi
Ad(B-C) = AflI(BnC°) = AOBOC" * (1)
Por 2.10.2 y asociatividad de la intersecciéon. Considerando € segundo miembro y



aplicando 2.10.2, ley de De Morgan, distributividad de la interseccion respecto de la En efecto

union . . B=(A-B)U(B-A)=(AnB°)U(BnA")=
(AnB)~(Anc)y=(AnB)n(Anc) = = [(AnB°)UB]n[(ADB)UA"] =
=(AnB)o(A"uC)= =(AUB)G(B°UB)O(AUA")n(B°UA") =
=(AnBnAj)u(AnBnc)= =AuBnUnUn (A uB9)=
=<t>u(AnBnc)=AnBnc 2 =(AUBN(A°UB)=(AUB)n(AnB)=(A UB)-(AnB)
De (1) y (2) resulta De acuerdo con (2), por ley distributivadelauni 6n respecto delainterseccion, por
sr BPUB=AUA"=U, por s U neutro para la interseccion, por conmutatividad
AOB-C)=(AHB)-(A0OC) delaunion, por ley de De Morgany por 2.10.2.
Las expresiones alternativas para ladiferencia simétrica son
2.11. DIFERENCIA SIMETRICA A AB=@A-BuB-A)=(AnB)UBOAY)=
Sean A 'y B dos subconjuntos de U. =(AUB)-(ATr, 8=(AUB)O (A C\ By

211.1. Definicién 2.11.2. Propiedades de la diferencia simétrica -.

. e . . . 1) CONMUTATIVIDAD
Diferencia simétrica de losconjuntosA y B eslauniéon delosconjuntosA - By
B-A. A AB=(A—B)Uu(B—A)=(B—A)U(A-B)=B A A

La notacion es I1) EXISTENCIA DE NEUTRO. En P (U), el vacio es neutro para |a diferencia

A A B=(A-B)U(B-A) (1) simétrica. En efecto
y €l diagrama correspondiente AA<p=(A —0)U(<E— A)=AU<j>=A =0AA

I11) EXISTENCIA DE INVERSOS. En una operacion entre elementos de un
conjunto (en este cao €l conjunto esP (U), los elementos son |os subconjuntos
de U y laoperacion esladiferencia simétrica), interesa determinar s, dado un
conjunto, existe otro cuya diferencia simétricacon él es el neutro. Afirmamos
que todc> conjunto A C U admite a mismo A como inverso respecto de la
diferencia simétrica.

En efecto
AAA=(A-A)U(A-A)=0U<i>=0
Otra identificacion de la diferencia simétrica es V) ASOCIATIVIDAD. Cuaesquiera que ssen A, B y C pertenecientesa P (U) se
verifica

A A B=(AnB“)U(BnA°) (2) (AAB)AC:AA(BAC)

que se deduce como consecuencia inmediata de la definicion, teniendo en cuenta que
la diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del primero con el Demostracion)

complementodgl'segundo,segun2.10.2. (AAB)AC = [(AAB)riCJuK AAB)°'nCj~
Resulta también |
={ [(AnB?)u(A‘nB)]nc} u {((AUB)n(AnB)‘]*'nc } =

A AB=AUB—(ANB) ' (3 = (AnB°nc)u(A nBnc »{\>Au By u(AnB)]nc} '=



52 CONJUNTOS

-(AnB°nc’)u(A‘nBnc)u(A°nB°nc)u(AOBNC) =
=(AnBnc)u(AnB°nc’)u(A°nBnc)u(A°nB°nc) (i)

En egte desarrollo se han utilizado las consecuencias de la definicion de diferencia
simétrica, leyesde DeMorgan, distributividad delainterseccionrespectodelauniény
la conmutatividad.

Desarrollamos ahora €l segundo miembro aplicando la conmutatividad de la
diferencia simétricay utilizando el resultado anterior

AA(B AC) = (BAC)AA =
=BNCnA)uBnCnA)UB nCnA)U(B°NC nA)=
={AnsrC)u(AnBoC)u@*nBNCu(dAnBnC) @)
De(l)y (2) resulta
(AAB)AC = AA(BAC)
Ejemplo 2-26.
i ) Ladiferencia simétricaentre los interval os reales
(1 ,5)A(—»3]= (3, «)u(-~,1)
ii) Encambio
(1»A(-~.3)«[3,00)u(-00,i]
Ejemplo 2-27.
Demostrar la ley cancelativadeladiferencia simétrica, esdecir

AAB=AAC=B=C

En efecto
AAB =AAC *» AA(AAB)=AA(AAC) »*
=>AAAAB=(AAA)AC=>
=>gAB=®24aC B=C
Ejemplo 2-28.

Demostrar ladistributividad delaintersecci 6n respecto deladiferenciasimétrica.
Tess) (AAB)OC = (AnC)A(BnC)
Demostraci6n) Desarrollamos|os dos miembros por separado
AABNC=[(AnB)u(A°nB)nC=
=(AnB°nc)u(A‘riBnc) (i)

PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS

(AnC)A(Bnc) =[(Anc)n(Bn c)Ju [(AnC)  n(BnC)] =
=fAnC)n(B°uc*)Ju[(A°uc)n(Bnc)] =
=(Anan°)u(Ancnc°)u(A°nBnc)u(CCn Bnc)=
=(AnB°nC)u u(A°anC)u<"=
=(AnB‘nC)u(A°nBnc) (2)

Hemos utilizado las alternativas de la definicion de diferencia simétrica, la
distributividad de !a interseccién respecto de la unién, una ley de De Morgan, 'a
conmutatividad delainterseccioén, ladefinicién de conjuntosdisjuntosy laneutralidad
del O paralaunion.

2.12. PRODUCTO CARTESIANO

2.12.1 Par ordenado

Dados dos elementos a y b interesa formar un conjunto que dependa de dichos
elementosy del orden en que se consideran.

Definicion
Par ordenado (a , &) es el conjunto cuyoselementosson |aj y [ >"}
(@b)y= |{aj,
ay b son laprimeray la segunda componentes del par ordenado.
En particular setiene
(*.*)= Ay o= {2
Sia&b, entonces (a, b) * (b , &)

"Queda como €gercicio la siguiente propiedad; dos pares ordenados son iguaes sy
solo s tienen m% componentes respectivamente iguales,

2.12.2. Definicién x

Producto cartesiano de dos conjuntos A y B es e conjunto cuyos elementos son
todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece aA y | i segunda
aB.

En simbolos ' "
AXB=]|(a,6)/aeA A >eB}



En particular
AXA=A"=|(i,6)/fleA A ¢eAl]

Ejemplo 2-29.
i ) Producto cartesianodeA - || ,2,3} vy B=<[l, 2}

AXB={(1,1),(1,2),(2,1).(2,2),(3,1),(3,2)}

ii) Por ser pares ordenados, los elementos del producto cartesiano de dos
conjuntos pueden representarse mediante puntos del plano cuya ascisa y
ordenada son, respeci®varrieruc, la primera y la seguiida cojnpuueiuc.
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Losvérticesde lacuadricul a obtenida son los elementos del producto cartesiano,
iii) El producto cartesiano no esconmutativo, pues

(3,1)eAX By (3,1)"BX A =
=>AXB#BXA

Ejemplo 2-30.
Sean los interval os cerrados de nimeros reales
[a,b] = {xeRla<,x<b}
[c . d ="£ ye R / c<y<d]
Entonces

[ab\X [c,<¢] = ( (xy)eR  /Ja<x*Zb A c<y<d}

es el rectangul o cuyoslados son dichos interval os.

N NN NN

ti b

Ejemplo 2-31.
Seen A= {xeR/W<1} y B=R

Entonces

veRi

*

AX B=1 (.x,jeR* /-1 <-x<I

es lafga abierta de la figura

i

AX B

e
L



Ejemplo 2-32.
El producto cartesiano esdi stributivo respecto delauni 6n

(AUB)XC=(AXC)U(BXC)

En efecto
U,y)E(AUB)XC*»ieAUB A veC #
«M.veA v ,reB) A yeC<*
«(xeA A yc() v ivéB a yeC) »
s v ,y)fFAXC v (x,V)IBX C **
*»Lx.V)E(AX C)UtBX C>

Hemos aplicado, sucesvamente: definiciones de producto cartesiano, de union,
distributividad de ia conjuncién respecto de la unién, definiciones de producto

cartesianoy de union.
El producto cartesiano de tres conjuntos se define mediante

AXBXC = (A XBJIXC

Sus elementos son ternas ordenadas.
Como cao particular, setiene

A*=AX AX A= | (x )y ,2ixcA A yeA A ZeA]

Enegecaso, larepresentaci On esespacial.

2 13, OPERACIONES GENERALIZADAS

Sa \A),A,,...,A ] unconjunto finito de conjuntos; en este caso podemos

formar launién e interseccion de dicha familia, es.decir
n
A, UAj U...UA, = UA,

»=1

A, A n.nA = OA

donde los segundos miembros denotan abreviadamente tales operaciones.

Si consderamos 1, = {1,2....,H) , entoncesescribimos
H
UA, = UA,
ifin i=1
11
n A, = n Aj

| ., es un intervalo natural inicial (conjunto de los n primeros nimeros naturales) y
se llama un conjunto de indices.

Si e conjunto de indices | se identifica con N, es decir,
I=<~1,2,3 j> , entonceslafamilia de conjuntos<"A, , A, ,..., A, ,..

se llama sucesion de conjuntos y la notacion es

UuA®~” UA,
1€l -1
n\.= HA.

tet , =

Tambi én puede abreviarse la notaci6n de la familia de conjuntos

{"> A.....,A}={A,} ..
2131. Sema< Aj ) . unafamiliade conjuntos.
Definicion
Unién de la familia ~A-j .., eséd conjunto
UA, = (xI 3ie A xeA
jel n !
Es decir, un elemento pertenece a la unién de la familia si y s6lo s pertenece
aguno de los conjuntos de dicha familia.

2.13.2. Definicion

Interseccion de la familia {"jj* .., esel conjunto

»

*.!n elemento pertenece alainterseccionsi y solo si pertenece atodosfesconjunte-
&e dicha familia

Para las uniones e intersecciones generalizadas subsisten las propiedades del! cas
binario. Ln particul ar lasleyesde De Morgan son

iel

fnAV=" UA/

i jel J i e



Ejemplo 2-33.

Operaciones con intervalos redes

i) U[i-1.)=[01)U[l,2)U[2,3)U....=
1=1

= R*U [0} =[0»)

donde R* denota el conjunto de los nimeros reaes positivos.

iii) Nno. f) =@ODn 0, ~) ~ (©0,~) i :9

2.14. UNIONES DISJUNTAS
En Prcbabilidades se utilizan uniones de conjuntos disjuntos y en lugar de utilizar
las notaciones
AUB paraelcaso A~B
es usua escribir
A+B

simbolo que indica una unién disunta.
Si se tiene una unién arbitraria de conjuntos, ésta puede expresarse como union
disiunta de la siguiente manera

AUB=A+A'nB

Consideremos ahora 'a union de tres conjuntos A, A, y A.,; la podemos expresar
como union disjunta mediante
3
UAi=A, +tAfnA,+AinA8OA,
=1
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Indicando con el simbolo 2 launién en el caso disjunto, laexpresion anterior enel
caso de una sucesion de conjuntos puede escribirse asi

UA,=A, +£ AinAjn ... DA, DA,
{EN I -7
Se trata de probar esta igualdad.

a) El segundo miembro es unaunién disjunta.
Seen dos términos de la sumatoria con i=fcj, por gjemplo: / </. Se tiene

(Ain ...nAf.,nA)n(Ain ... nAfn ... nA/, nA) =
=0puesA/OAj=<p
b) Todo elemento del primer miembro pertenece ai segundo.
Sa xe \J A, »3/eN;xeAj
ie N
Si k es el menor entero positivo parael cual x e A, setienex ( Ai U A, U ...
U A , yaque X no pertenece a ningun A, con i <k.
Luego
xe(A, UAjU ... UA,.)" =»
=»>xeAfnA$n ... n AE., ycomo x e A,=>
="N"eAinAs$n ... nAfnA.

y en consecuencia x pertenece a segundo miembro.
C) Sea ahora un elemento del segundo miembro. Por ser una unién disjunta, dicho
elemento pertenece a uno y s6lo uno de los términos, esdecir

3kixeA nAln ... nA¢., n A*x =
=>xeA, paraununicok=>
=>xe UA,



TRABAJO PRACTICO I

2-3-1. Se conddera un experimento aleatorio consistente en lanzar tres monedas. Si una

moneda cae cara, se anota 1, y s cae sello se anota 0. Formar & conjunto cuyos
eementos son los posibles resultados del experimento.

2-35. Con relacion ai gjercicio anterior, determinar por extension los siguientes sub-

conjurtos:

s, * danmascaasque sdlos.
S, seobtienen d menos dos caras.

53 SJ obtiene & mismo resultado en las tres monedas.

2-36. Con los conjuntos definidosen 2-30, obtener:

Sf ;S, -S. S, ns, ;(S. US,)nS,
2-37. Seen jos conjuntos
A={xeZlWX\ <3}
B-/xez/x <1ljp

determinar AOB.AUB.A-B.B-A.AAB
2-38. Dados

| xeR!\x—\S<2|

B=i xeR/bce

Obtener AnB.AUB, B°
2-39. Siena)

A= ( xeRixX - 1 =0)
B={xeR/M<1)

obtener A OB, (A UBY

2-40.

2-41.

2-42.

2-43,

2-44.

2-45.

2-46.

2-47.

2-48.

2-49.

2-50,

2-52.

2-53.

TRABAJO PRACTICO U 61

Si A= (*ezZ/U|<4) y

B="jrez/x|6J determinar
AUB,AnB,A-B,B-A,AAB

Formar todos los subconjuntos de

A= {(0,0) , (1,0}

Siendo k= {a,b) , obtener P(A*)
Demostrar

(AnB)C. ACIAUB)
Demostrar

ACB A ACC =s>AC(BOC)

Demostrar que si dos conjuntos estan incluidosen un tercero, entonces su unién
también lo esta

Demostrar
AC$=A=d>
Demostrar
A-B = A-(AOB) = (AUB)-B
Demostrar
(AUB)-C=(A-C)u(B-C)
Demostrar
(AOB)-C=(A-C)n(B-C)
Demostrar
(A-B)-C= A-IBUC)
Demostrar
A-(B-C)=(A"B)U(ANC)
Demostrar
(A-B)-CC A-(B-C)
Demostrar

AU(B-C)=(AUB)-(C-A)



2-54,

2-55.

2-56.

2-57.

2-58.

2-59,

2-60.

2-61.

2-62.

2-63.

2-64.

2-65.

2-66.

2-67.

Demostrar
A=(AnD)u(AnB°

Demostrar
BCA « (A-B)UB=A
Demostrar
(A-B)UB = AUB
Demostrar
AAB=r><>A=B
Demostrar
AXB =0<-»A-=ijS v B=0
Demostrar
ACB A CCD o0AXCCBXD
Demostrar
(AoB)XC=(AXC)o(BXC)
Demostrar
(A-B)X C = (AX C)-(BX C)
Demostrar
i) ACB »(AUC)C(BUC)
) AcB=>AnC)c(BnC)
Demostrar
ACB A ACC *>AC(BfIC)
Demostrar
ACC A BCC <»(AUB)CC
Demostrar
AnB=0 A AUB=C =>A=C-B
Demostrar
i) u-=* i) AnAc=<p>
i) U =<p>* iv)y AUA*=U
Demostrar

AUB=U A AnB=d)=>B=A°

2-68. Demostrar
AOB

AUB

i)A-(A-B)
ii)AU(B-A)

2-69. Demostrar iaequivalenciade
AUB=U y A°CB
2-70. Demostrar la equivalencia de
ACB® y AOB=c6
2-71. Si A tienen elementosescribimosC (A) = n (cardinal de A esigual an). SSAy B
son finitos, entonces e cardinal de la unién es igua ala sumade los cardinales,
menos el cardinal delainterseccion, esdecir
C(AUB) = C(A) + C(B)-C(AnB)
Demostrar
C(AUBUC)=C(A)+C(B)+C(C)-C(AOB)-
-c(Anc)-c(Bnc)+C{AnBnc)
2-72. Seen |j =£ <}> y A unafamilia no vacia de subconjuntos de U, esdecir: A CP(\J),
Por definicion, A es un agebra de Boole de partes de U, si y s6lo s A es
cerradaparalacomplementacion, paralaunion, y contieneal vacio. Esdecir
i) AeA **e A" eA
ii) Afed ,j'el => U AjeA
iel
i) <j>eA
donde | denota un conjunto de indicesalo sumo numerable.
Demostrar que A contiene aU, y que es cerrado paralainterseccion.

2-73. Sean: £2=¢, A & B dos algebras de Boole de partes de S|. Demostrar que A*B
es un dlgebra de Boole.



Capitulo 3

RELACIONES

3.1. INTRODUCCION

Se desarrolla aqui un tema de fundamental importancia en e esquema de la
matematica actual: lasrelacionesbinarias. M ediante ellas es posi bl evincul ar elementos
de dos conjuntos, no necesariamente diferentes, y segin s=a e tipo de conexién se
tienen las distintas clases de relaciones. En este capitul o se estudiaran con adecuado
detalle las relaciones de equivalenciay de orden.

32. RELACIONES BINARIAS

Sean A y B dos conjuntosy P (x , v) una propiedad relativa alos elementosx e A e
v € B, enex orden. Esto sugiere naturalmente la consideraci 6ndel producto cartesiano
AXB, y ladeterminacioén de los pares ordenados (a , b) paralos cuaes P (a ,b) esuna
proposicion verdadera. De ete modo queda definido un subconjunto R C AXB,
llamado relacion.

Para fijar ideas consideremos e conjunto A formado por las personas a.b.cyd.y
e conjunto B cuyos elementos son las posibles notas semandes obtenidas en una
asignatura. 1, 2. 3, 4 y 5. correspondientes a insuficiente, aprobado, bueno.
distinguidey sobresaliente Esdecir

A - { abcd) y B= (i ,2,3,4,5}

Los elementos de A quedan vinculados con los del conjunto B mediante la
propiedad

P (x ,y): x obtuvo la notay

Supongamos que la situacion al cabo de una semana queda especificada mediante el
siguientediagrama

Edarelacion entre A y B esta caracterizada por el conjunto de pares ordenados

R={(a,2),(a4), (b,4).d,5)}

como ¢ no tiene ningun correspondiente en B, consideramos que no ha sido clasificado
enlasemana Setiene

(x ,y)eR Pxy e V

Definicion
Relaciénentre A y B estodo subconjunto del producto cartesiano AXB.
En simbolos

Resunarelacionentre Ay B <> /JCAXB

Para indicar que un par ordenado (a , b) pertenece a la relacién suele escribirse
aRb. loqueequivalea(a, b) €R.

3.3. REPRESENTACION DE RELACIONES

SaR unarelacion entre Ay B, esdecir,R C AXB. En e caso de conjuntos finitos
se utilizan los siguientes tipos de representacion:

i ) Mediante diagramasde V enn, como en €l giemplo anterior,

ii) Mediante un gréfico cartesiano. En este caso se consideran como abscisas los
elementos del primer conjunto, y como ordenadas losdel segundo. Mediante
parablas a los ges trazadas por los puntos de division se forma una
cuadriculacuyos vértices son los elementos del producto cartesiano A X B ; de
estes se sefialan los que pertenecen aR.
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Considerando el ejemplo propuesto en 3.2, se tiene: Definicion  V
Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admiten un antecedente
enA

N e 17= {¥eBI (x)€R}
[l \/ )
b Y, Definicion A
® i Relacion inversade R esél subconjunto de BX A definido por
g (} / R> = {y X!x YeR)
\ /
Vi
i 1 Ejemplo 3-1.
a i Con relacion al caso estudiado en 3.2, se tiene

iii) Mediante un matriz. Sobre una columna se anotan los elementos de A, y
sobre una fila los de B. En el dangulo superior izquierdo, el significado de la
relacion. Se asigna a cada elemento del producto cartesiano AXB un 1 o bien

un O, segiin que el par ordenado correspondiente pertenezca o no a la Larelacioninversaes

relacion. Con el mismo ejemplo, resulta R~ = { (2 .3).(4 ,a),(4,£>),(5 ,d\
R 1 i 3 4 5 y corresponde a la propiedad
a ?ly X): y es la nota obtenida por x
b El gréfico cartesiano de estarelacion inversaes

O O o o
O O O p
o O o o
O O R, Bk
~ O O O

3.4. DOMINIO, IMAGEN, RELACION INVERSA

Consideremos unarelacion R entre los conjuntos A y B.
Si (x . y) eR diremos quey es una imagen dex a través de R, y que X es un
antecedente o preimagen dey por R.
Definicion  y
Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admiten imagen en B

DA= [xeAUx  y)eR}



3.5. COMPOSICION DE RELACIONES

A partir delasrelacionesR CAXBYy5CBXC, esposible definir unarelacion entre
Ay C,llamadacomposiciénentreRy S, mediante

SoR = ( (,,2I3y.n A (x,y)eR A (y,2)est

Lacomposicion de relaciones admite las siguientes propiedades:
i ) Asociatividad.
(ToS)<-R~T°(S»R)

ii) La relacion inversa de la composicion es igual a la composicion de jas
relaciones inversas, en orden permutado.

(SoR)* =Ir> o S-
L as demostraciones quedan como gjercicios.
Ejemplo 3-2.

Considérenos|os siguientes conjuntosy relaciones:
A={-1,0,1] B={1,3J C= (3/2,5/2,0]

R C A X B esta definida por: laimagen dex essu cuadrado.
SC BX C caracterizada por: el correspondiente dey essu mitad aumentadaen 1.

4 s

A - "B - e

R= {(-111)1(111)}

»-«'e-8¢)-M)>
*ex {(-..4) ,(..4)}

Larelacién compuestaSo R C AX C estadeterminadaasi:

2

X
(x ,2)eS°R-»7=-Y~.+ 1

3.6. RELACIONES DEFINIDAS EN UN CONJUNTO

Sea R unarelacion entre A y B, donde B = A. En este caso larel aci6n esta definida
en A.y seidentificacon un subconjunto de A’ — AXA

Definicion
R es una relacion definidaen A. siy solosi ij CA”.
Como todo subconjunto de A* es un elemento de las partes de A *, podemos decir:
R esunarelacion definidaen A siy sdlo ssR eP (A*)
Es claro que el conjunto vacio y el mismo A’ son relaciones definidas en todo
conjunto A, ya que son subconjuntosde A °.
Si A tiene n elementos, entonces A’ tiene n* elementos, y el conjunto de partes de

A' tiene elementos, es decir, existen 2" ' subconjuntosde A *, o lo que eslo
mismo, relacionesenA.

Ejemplo 3-3.
Se trata de formar todas las relaciones que es posible definir en el conjunto

A=\fli ap

\| 3/




Determinamos primero el producto cartesiano
A’ ={ (4 .«0O,(a ,c,) ,(a ,Cj), (a
Como A’ tiene cuatro elementos, existen 2' relaciones en A, y son las siguientes:
*1
={ (a
={ («a

=/ 1J, a t\
|

i (fl]
{ (e <7) (ai ,a)}

«7 ={ (< ,ai), (fl, ,«i) }
={ («1 J(fl, &) }
={ (<l ,a,),(a, ,«,) }

Rio ={ OH
={ («a ffi),0. ,fl.)}
R ={ («i ,«l)>(«l S«i i)}
RB ={ («d >a)(a ,a) .(a ,a.),
={ («i »ai),(a, ,ai) (a ,a.)}

5 ={ («i »a) (a ,ai) .(a &)
ae = A

Ejemplo 3-4.
Gréfico cartesiano de la relacién definidaen R, mediante
(X y)eR *>x* =y (1)

La relacion es un subconjunto de R*, y pertenecen a ella los pares ordenados de
numeros reales que satisfacen a (1). Ahorabien

X- -0 &F —y* T0*>(x+y).(x-y)=0
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Sabemos que en R, s e producto de dos factores es cero, aguno de los factores es

nulo, esdecir

Xxty-0 V x—y = 0oy=—Xx V y-X

Cada una de estas ecuaciones es la representaci6n analitica de una recta del plano;

en este caso, se trata del par de bisectricesdel sistemadeges.

SiA={ Xy = X) y B-"(xyly=  x}

w

entonces larelacion

. (L.y)i* =y j =AU B, esdecir esla unién de ambas bisectnces.

37 POSIBLES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DEFINIDAS
EN UN CONJUNTO

Sea R una relacién definidl en AA &%Sa%%ﬂr RE L7 Dicha relacién puede
clasificarse de acuerdo con las siguientes propiedades:

3.7.1. Reflexividad
R esreflexiva <t V X : x e A =% (x xX)eR

Lareflexividad de R se caracteriza porque todo elemento de A forma parga consigo
mismo, y el par asi obtenido pertenece alarelacioén.

Llamamos diagonal de A* al conjuntoD = "~ (x,X)i x €A j esdecir, la diagonal
de A* es el conjunto de los pares de componentes iguales. La reflexividad se tradu-
ce en el hecho siguiente: la diagonal de A* esta contenida en la relacion, es decir

R esreflexiva *> DCR



3.7.2. No reflexividad
Consiste en lanegacion de 3.7.1.
R esnoreflexivao3 v/ xeA A (xX,x)iR

La no reflexividad de R queda especificada por la existencia de a menos un
elemento de A que no esté rel acionado consigo mismo.

En un diagrama cartesiano ocurre que la diagonal de A* no esta contenida en la
relacion, osea:

R esno reflexiva <* R+« D * D

3.7.3. Arriflexividad

R esarreflexiva V x xeA =><v.wv)él

Es decir, ningun elemento de A esta relacionado consigo mismo, o lo que esigual,
ningun elenento de ladiagonal de A* pertenece alarelacion o equivalentemente

R esarreflexiva <t« U dD - 0
Es claro que toda relacion arreflexiva es no reflexiva.
Ejemplo 3-5.

EnA =| 1,2,3} consideramos las siguientes relaciones:

i) R= {(1,1).(2,2),(3,3),(2,3)}
De acuerdo con ladefinicion dadaen 3.7.1., resultaR unarelacion reflexiva

IBA

™
N
)

Bt
o

—
[ 3]
tar

ii) EncambioS= { (1,1),(2,3),(3,2)} esnoreflexiva, pues
2eA A (224R

- /
DIV
wlej )
e
i

{(1.2).(2,1).(3.1)}

Es arreflexiva, ya que ningun elemento de A forma pargja consigo mismo en

ia) r

larelacioén.
1
\
— A
3_
(1
2- \I
14
T 1 .
1 2 3
3.7.4. Simetria
R ¢ssimétrica « " i i 30 i*v e ;<E/? =>» > ..11f?

Es decir, s un par pertenece a ja relacion, el par que resulta de permutar sus
componentes tambi én pertenece, y en consecuencia el diagrama cartesiano es simétrico

respecto deladiagonal deA*.

3.7.5. No simetria

Es la negacién de la simetria.
R esnosimétrica<t 3x 3yl (x y)eR A (yx)3$R



La no simetria no impide que dos pares de componentes permutadas pertenezcan a
la relacion, pero exige que haya al menosun par en larelacion, y que el que resulta de
permutar sus componentes no pertenezca a ella

3.7.6. Asimetria
R es asimétrica *> Vx Wy: (x y)eR < (y x)4R

En este caso debe ocurrir que si un par pertenece a la relacién, entonces el que se
deduce por permutaci 6n no pertenece.

Ejemplo 3-6.
EnA — { 1.2.3" clasificamos desde este punto de vista las relaciones:
i)5={(i,1).(2,3),(3,2)}
es simétrica,
u T={(1.,2),(2,1).(3, 1)}

es no simétrica, ya que
(3,1)eT A (I 2)iT
iii) #=1{{1,2),<1,3),{2,3)}
esuna relacion asimétrica en A.
3.7.7. Transitividad
R es transitiva ** Vx Vy Vz: (x y)eR A (y .,2eR => (x ,2eR
Es decir, si un elemento esté relacionado con otro (no necesariamente distinto), y

éste esta relacionado con un tercero, entonces el primero esta relacionado con el
tercero.

3.7.8. No transitividad
Por ser la negacion de la transitividad, decimos
R esno transitiva «+* 3x3v3zi(xy)eR A (I<,2eR A (X ,2iR
3.7.9. Atransitividad
R esatransitiva <* Vx V>V ;: (x y)eR A {y ,2eR => (x ,2éR
Ejemplo 3-1.

Considerando & mismo conjunto A de los ejemplos3-5 y 3-6 se tiene:
i ) Ry U son transitivas.

ii)yv={(1,2,(2,3),(1,3),(3,1)} esnotransitiva yaque
33ev A (3,1)eF A (\)hav

iii) W={(1,2),(2,3)] esatransitiva, yaque
(\,2eWw A (2 ,3)eW == (1 ,3)0W-

3.7.10. Antisimetria
R es antisimétrica «V .tV.v: (x,y)eR A (y.v)e/? =>x =y
Eu csie taso, s dos pares de componentes permutadas pertenecen a la 'elacion,
entonces dichas componentes se identifican.
De este modo, jarelacion R del jemplo 3-5 esantisimétrica, pero no lo es S puesto
que es F iaproposicion
C,3)e5 *. (3,2eS=>2=3

Ejemplo 3-8.
En R se consideralarelaci6n/? definidapor
xX.v)eR *> x—yeZ (1)
Estamosinteresadosen laclasificaci6ny representaciondeR.
La definicion (1) se traduce en estos términos: dos redes estan relacionados, si y
sOlo s su diferencia esun entero.
i ) Reflexividad. \
aeR =>a—a=0iZ =>>(a.a)el?
ii) Simetria.
{a. b)eR => abeZ ==> b-aeZz -> {b ,a)eR
Por (1), porque si un namero es entero, su opuesto tambiénloes y por( 1).
iii) Transitividad.
(ab)eR A {b ceR => abez A b-ceZ=>
=>(a-b) + (b-c)eZz =» a-ceZ => (a. ¢)eR
iv) R no esantisimétrica, pues
B.2eR A {2-3eR =»2=3 e F

v ) GréficodeR. .
A R pertenecen los pares de redes (x , y) tdes que x—yeZ

Ahora bien

X—yeZ e x-y=klkeZ =»v=x-k con keZ



Para cach entero k se tiene una recta paralela a la primera bisectriz.

yJF i

bl 4

—
VAR

s

La relacién consiste en todos los pares (x , y) e R* pertenecientes a la familia de
rectas, es decir:

R= U ((.r, v)IR ;y=,-k)
kezZ o -

Ejemplo 3-1
Sea A ur conjunto. Como el vacio espartedecualquier otro, laproposicion<j>CA®

es verdadera y, en consecuencia, > es una relacion en A. Tal relacion verifica las
propiedades:

i ) Arreflexividad. la proposicién

VK:Xt:\ =1t X)io
esverdadera, yaque el consecuente de laimplicacionesV.
ii) Simetria. Se verifica por ser V !a proposicién
VX Vy @ (X ,y)e<p =>(y ,x)e<t>
iii) Tiansitividad
xye<ii A (y.2e<i) *> (x ,ge<t>

esV porque € antecedente es F.
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iv) Como la implicacion
(x,y)e4> A {yDe<j>=>x=y
esverdadera por tener el antecedentefalso, larelacién es antisimétrica.
Es decir, la relacién vacia definida en un conjunto, es arreflexiva, simétrica,
transitiva, y antisimétrica.
Si A =4, entonces la mismarel acion es ademasreflexiva, pues
Vv:xeA = (x.x)e0

es verdadera.

38 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Las relaciones binarias definidas en un conjunto, que verifican las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva, se llaman de equivalencia y desempefian un papel
importante en algebra.

3.8.1. Concepto de relaciéon de equivalencia
Definicion
La relacion R C A’ es de equivdencia en A s y sdlo s es reflexiva, simétrica y
transitiva.
Por razones de simplificacion se utiliza el simbolo ~. y los elementos de todo par
pertenecientea larel acion se llaman equivalentes.
La notaciéon a —b seiee "aesequivalenteab" .y significaque € par (a , b) pertene-
cejllarelacion, En este sentido, las relaciones de equival encia satisfacen:
i )REFLEXIVIDAD. Todo elemento de A esequivalnte asi mismo.
VX:xeA =Xx~Xx
ii) SAIMETRIA. Si un elemento es equivalente a otro, entonces éste es
equivalente af primero.
VXV VsV -»r»y—X

iii? TRANSITIVIDAD. Jj un eement-» Si equivalente a otru. >e éste e<
equivalente a un tercero, entonces ei primero esequivaente al tercero.

VXVYyVz:X~y A Yy-Z=»X-~S

Ejemplo 3-10.
EnA = 71,2,3j .larelacion -

{(1.1).i2.2).(3.3).(1 .2),(2,1)}



es de equivalencia. Clasificamos las siguientes proposiciones:

1-1V 1-~2V 3-1F
2-2V 2-1V 2-~3F
3-3V 1 -~-3F 3-2 F

En virtud de las tres primeras queda asegurada la reflexividad. En cuanto a la
simetria es suficiente ver que

1-2 =2-1 es V
Mas aun. s € antecedente es faso la implicacion es verdadera
1-3=>3- 1

Para la transitividad, descartando los casos de antecedente falso, es suficiente
verificar:

1-1 A 1-2=>1-2 V
1-2 A 2-1 «1-1 V
2-1 A 1-2=»2-2 V
1-1 Ao i-[ ==i-1 V
El diagrama de Venn es
A

donde cada arco orientado esta asociado a un par perteneciente a larelacién. En forma
canesiana:

\-
I

/-

e SN IR,

ks

1 2 3

3.8.2. Clases de equivalencia y conjunto cociente

Sea — una relacion de equivalencia en A"<j>. Un problema de interés es la
determinaci6n de todos los elementos de A gne son equivalentes a uno dado, esdicir.
que forman pargja con él. La respuesta conduce en cada caso aun subconjunto de A,
llamado dase de equivalencia del elemento.

Definicion
Clase de equivalencia del elemento a e A es el conjunto de todos los elementos
de A equivalentes aa.

Ka=|.veA/x~aJ

Con relacion a eemplo 3-10:

K
K.={3}

Es decir, hay dos clases de equivalencia, que son subconjuntosde A.

K,



Podemos avanzar un poco masy preguntamos por el conjunto cuyos elementos son
lasclasesdeiquivalencia: Ki y K ,.

Para denotarlo, podemos elegir un Unico elemento en cada clase de equivalencia,
digamos 1 y 3, con lo que queda caracterizado un conjunto de indices1= |1, 3> ,

de modo tal que a cada elemento de éste le esta asociada una clase de equivalencia. El
conjunto fornado por las dasesde equiva encia se llamaconjunto cociente de A por la
relacion de equivalencia, y la notacion es

o bien, mediarte el conjunto de indices

—’!‘~=f:<u,fus:}

s
~ L

Las dases de equivalencia constituyen unaparticion de A, en el sentido siguiente,
son novacias, disuntasde apares, y su unidn es A. Este concepto seraprecisado en jos
parrafos siguémes, y es un hecho comun a toda relacion de equivalencia definida en
un conjunto ro vacio.

Ejemplo 3-1i
En el conjinto Z de los enteros introducimos la relacién de congruencia médulo n.
mediante lasiguiente
Definicion
Dos ent;ros son congruentes médulo n, si y so6lo si/t es divisor de su diferencia.
En simboks
ay b son congruentes médulon onja—»b

Adelantandonos a hecho de que la congruencia es una relacion de equivalencia
podemos escritir
a-b <**n\a—>b (1)

Por definicion, el numero natural n esdivisor del enterox si y sélo si éste es igua al
primero por unentero, esdecir

n!x 3kezZ/x=n.k
Especificamos las siguientes propiedades deiarel aci 6n dedivisor, que utilizaremos:

i ) Si un nimero divide a un entero, divide a producto de éste por cuaquier

entere.
nix =>njx.y

En efecto, por definicion de divisor
n X =»JC = nk = x.y = (« kK vy = xy=n {ky =»

n x.y

i i) Siunnumerodivideaotrosdos, entonces divideasu sumao diferencia

nx A nly =*e n\xzy

Demostracion)
Aplicando la definicién de divisor a las dos proposiciones de lahipoétesis, sumando

y restando en Z aplicando la distributividad del producto respecto de lasumay resta,
y ladefinicion de divisor, tenemos

n\X A «|v = A Y=« =*e
=>xty=nkztnk <=>xty n(ktk') **

A>noXty

iii) Si unnamerodivide aunentero, entoncesdivideasu opuesto.
Esuna consecuenciade lapropiedad i ), yaque
nix=>n|(+1).x'=>n|—x

Retomamos ahora nuestro propdsito de probar que fl) es una relacion de

equivalencia.

a) Reflexividad,
Comon | O, setiene

Va:aeZ =* na—a =>a-a
b) Simetria. Sean losenterosay b talesque
a—b => n\a-~b =>n\ — (a—b)*n\b—a => b-~a

por (1), propiedad iii.i, por opuesto dea — b y por (1)

c) Transitividad. Sean losenterosa, by c, talesque
ab » b—c=na—>b A nb—c = n\(a—b) +{b—c) =*
=* «la—c = a-c
de acuerdo con {D.'la propiedad ii), reduccion de términos, y f 1).

Vamos a determinar las ciases de equivalencia de iosenteros. Seaa e Z. entonce* 2
=| xezZ/x-a}

Ahora traducimos Ja propiedad que define a conjunto K..
Xx~a=>n\x—a * x—a—n. k con fceZz =»
=>x=a+h.k con keZ

Es decir, a K,, pertenecen todos los enteros del tipoa + n. k, donde a y it estan
dados, y k recorre Z. En otras palabras, a K,, pertenecen las sumas de a con todos los



multiplos de n. En particular:

, — 2n,—n,0,n,2n,3n,
l-2«,1-/j,1,1+n,1+2H,1+3«,

,2-2/j,2-n,2,2+n,2+ 3w, . A

K, ={-" sl-2n,-0-/i,-1,-1+n,-1+2fi, .
V erificamos gque no es posible obtener otras clases distintasde éstas; si queremos

“n={ ~2n n,0,n,2n .3n )} =K,
Andlogamente: K,,, =K, = K,,,, =K,., = €fc.
Los subindices de las clases de equivalencia son losposiblesrestosde ladivision de
un entero por n, esdecir: 0,!,2 , 1 ,yaquedeacuerdoconel algoritmodela
divisién entera el resto es no negativo y menor que el divisor. Por este motivo reciben

el nombre de clasesde restosmédul o n, y suelen denotarse mediante

El conjunto cociente es

4 ={ 0,1,2,

O biea
Z, ={ K, /I0««<n}
Lo mismo que en el gemplo 3-10, las n dasss de equivalencia son no vacias,
disiuntas dos a dos, y su unién es Z.
Vamos a considerar el caso particular de las clases de restos médul o 3, en cuyo caso

el conjunto cociente es
z,={0,1,5} ={ K, ,K, K.}

donde O es el conjunto de todos los multiplos de 3, olo que eslo mismo, el conjunto
de los enteros que divididos por 3 dan resto nulo; a 1 pertenecen los enteros que

divididos por 3 dan resto 1, y andlogamente 2.
La particion de Z es

/-9 -6 -3 7

(=TI

Realizamoslarepresentaci on cartesianadelarelacion. Deacuerdocon (1), setrata
del subconjunto de Z* cuyos elementos son |os pases ordenados de enteros (X , y), que

satisfacen

Para cada entero k quedan determinados los puntos de coordenadas enteras de ja

3jx-y »x—v=3kconkeZ >0y =x~ 3 k con keZ
rectay =x — 3k, y en consecuencia, la relaciéon consiste en el siguiente conjunto

discreto de puntos del plano
Z*



k=-1 =>y=x+3
le= 1 N=x-3
2 =*y=x—6,e€tc.
La nlacion es

3.8.3. Particion de un conjunto no vacio

Seai dos conjuntos A # <j> el =¢ 0 taies que, cualquiera que ssa el elemento u el,
existe tn subconjunto K, C A.

Definicion
£1 conjunto { K, /u el } esunaparticibnde A sy s6lo si
i) Vii.Kil =>K, *0
i>« v >»>K, 0K, =0
ii) VaeA,3«ellaekK,

Los elementos K, de la particion son subconjuntos no vacios de A, y estan
asociacos al conjunto de indices | ; ademas, elementos distintos del conjunto de indices
detenrinan subconjuntos disjuntos de A; finalmente, la condicioén iii) significaque la
union ie los subconjuntos de A que son elementos de la participacion, esA.

Ejemplo 3-12.
i )Sea r una recta contenida en el plano a. El plano queda particionado en tres

subconjuntos K ,, K,, K,, slendo|l = (1,2,3} un conjunto de indices.

o i

i
[
POk, / \
l / * 2

: Ks e3
,

5

- K

il) Las relaciones de equivalencia de los gemplos 3-10 y 3-11 conducen a las
particiones indicadas en éstos.

iii) Investigamos la particién asociada ala relacion de equivalencia del gjemplo
3-8. En este caso, larelacion estadefinida en R mediante

a¢> *><! — beZ
Sma eR; entonces, por definicion de cdase de equivalencia
K.,= {xeRfx-a}
Ahorabien
X ~a => X —aeZ =» X ~a— k con keZ
Entonces a K,, pertenecen todos los redes de! tipo
X -a+k sendo kez

Es decir, todos los elementos equivalentes a a, se obtienen sumando a a todos los
enteros. En consecuencia, si elegimos como conjunto de indicesal intervalo semiabierto
| =[0,1), laparticion R es

={ K, ‘welo.n}

1=[0,1) K

3.84, Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia definidas en un
conjunto no vacio.

Vamos a demostrar 'o que ya hemos verificado a través de gjemplos anteriores, a
saber, que toda relacion de equivalencia definida en un conjunto nc vacio determina
una particion de éste en clases de equivalencia.

TEOREMA

S * es unarelacion de equivalencia definidaen e conjunto A >, entonces existe
un subconjunto 1 C A, tal que cualquiera que s;|au en 1, existe K, C A, de modo que
se verifican las siguientes proposiciones:

i)u€l >K, #0
ii) a~a » aya'pertenecen al mismokK,



iii) K, nK it» =K, =K,
iv) usv > K, OK =0"

v) VaeA,3«€l/fICK,

NOTA

1 es un conjunto de indices que se forma eligiendo un Unico elemento en cada clase
de equivalencia.
Demostracion)

i ) A todo elemento del conjunto de indices le corresponde una clase no vacia.
Por hipotesis, reflexividad v definicién declase de equivalencia
A*& =>3 AeA =*aa =>ael, =>K,*<i»VaeA
Ahorabien, como | C A
ue =»>ueA =K i<p>
i1)Dos elementos de A son equivalentes si y solo si pertenecen ala misma clase.
a)a~a =»aeK, A aeK,
Siue¥lLgentoncesaya' €K,
b) ayaeK, **a~u A a~u =
=*a~u A «~«* =a-~a

iii) Clases no disjuntas son idénticas.

En efecto, por hipotesis:

K, nK,=M =>3.reK,6 OK, =»
=>3.uA/.veK, A xeK, =>
=X~Zi A X~V=U-C A X~V (1)

yeK, => v~a (@)
De(1)y (2), portransitividad

yeK, =»y v =>jeK,-
Osa K, CK,
AnédlogamenteK, C K,y resulta

iv) Elementos distintos del conjunto de indices determinan clases disuntas.

uiv==>K,nK, =<
Suponemos K, nK, =0 =>3xeK, A xeK, =»

=X ~H A XT = W-~X A X~P =

=* u ~v => «eK, . Absurdo porque contradice ladefinicion del.

v) Todo elemento de A pertenece aunaclase, o lo que eslo mismo, las dasssde
equivalencia "cubren" aA.

SmatA a-~u a€kK, (1)
Siueli,,sentonces =K,. yresultaaeKk, .

NOTA

Las proposiciones i ), iv) y v ) significan que toda relacién de equivalencia, definida
en conjunto no vacio, determina una particién de éste en clases de equivalencia
Precisamente, las clases son los elementos de la particion.

3.8.5. Particion y relacion de equivalencia

S=a | K,/ « 61} una particién de A. Entonces queda inducida en A una relacion
de equivalencia.
Para demostrar esta propiedad definimos primero una relacion en el conjunto no
vacio A. mediante
"dos elementos de A estan relacionados, s y s6lo si pertenecen al mismo
subconjunto delaparticion”.
En simbolos
(a,b)eR <* ay b pertenecen al mismo K, (1)
Vamos a probar que es de equivalencia,
i ) Reflexividad.

Por definicién de particion
aeA «»3uel/aeK, *»ay a pertenecen akK,
Entonces, por(l) (a, &eR
ii) Simetria. SsanaybenA, talesque

(a,b)eR =>ayi pertenecen al misino K, =*
=» by a pertenecen d mismo K, => (b ,a)eR



iii) Transitividad. Seen a , by cen A, tales que
(eb)eR A (bc)eR =* a, by c pertenecen a mismo K, =*
=>ay c pertenecen al mismo K, => {a ,c)eR
Ejemplo 343,

Seconsderaen A ={ 1,2 .3J> lasiguiente particion:

{{**}-0)}

La relacion de equivaencia correspondiente es, entonces

(i1 . 1), (3.3),(1,3).(3.1).(2 2)j

A

De acuerdo con 3.84 y 3.8.5, los conceptos de particion y de relacion de
equivalencia son identificables. Esclaro que en un conjunto no vacio es posible definir
tantas relaciones de equivalencia como particiones.

A continuacién proponemos todas las relaciones de equivalencia definibles en el
conjunto A.

a)
Ri = 1(1, 1),(2,2),(3 ,3)] eslaiguadad en A, esdecir
(x Y)eRj  -»x=y
e A
- , \\
[’ 'y
]
N
b)

R = {(1,1).(2,2),(r,2),(2,1),(3,3)}

Enestecao

c)

d)

x,y)eR, <*x=y \Y; X

* ={( ,1),(3.3).(1.3).(3,1).(2,2)}

O s
xy)eR, ~x=y v X

J ={il,n.p,2),(3,3),(2,3),(3,2)}

Siendo

+y

+ \



RELACIONES
@)
*s - {(1,1), (2,2) ,(3,3).,(1,2), (2,1), (1,3), (3,0,(2,3), (3,2)} =A°

Es decir
(x,y)er, ofx,y)eA’

Aqui laparticién consiste en un Gni co subconjunto: el mismo A.

3J. RELACIONES DE ORDEN

Es usual en matematicay en lavida cotidiana ordenar 1os elementos de un conjunto
de acuerdo con algun criterio conveniente. El orden queda especificado a través del

término "preceder”, y decir

"jr precede ay" significa (x,y) eR
Lo esencia de toda relacion de orden es la transitividad, y segiin se cumplan o no
otras propiedades se habla de orden amplio o estricto, y en cada caso, de orden parcial

o total.

3.9.1. Orden amplio
Sea R<Z A%

Definicion v

R es_ una relacion de orden amplio en A si y sblo si esreflexiva, antisimétricay
transitiva.

Obviando los cuantificadores universales tenemos:
i ) Reflexividad.

aeA =»ia,a€R

) Antisimetria.
(a,b)eR A (b,a)eR =>a=b
iii) Transitividad.
(a beR A (b,c)eR ->(a,c) eR

39"2. Orden parcia y total

Sea R una relacién de orden en A.
i } R esde orden parcia s v sélo s existen pares de elementos incomparables, es
decir
3a,3b,a,b)«R \ (banR

u) El orden es total en caso contrario, esdecir
a+b =>(@beR v (b ,aeR

Ejemplo 3-14

i ) En N larelacion dedivisor esde orden amplioy parcial.
Por definicién
nia o3meNla = n.m

al Reflexividad.
aeN =>a=a. 1l =>a\a
b) Antisimetria.
Seen a\lb A bla=* nymenN/b=an* a=b.m=>
=a b-an.bbm=1=n.m=*«=/n=1
Luegoa = h.
c¢) Transitividad.
Seen al\b*b\c”"b=a.nrc=bm
Entonces b.c=a. n.b.m =*c-a(n.m =>c=a.p =>alc
Por otra parte, este orden amplio es parcial, pues existen pares de naturales que no
son comparables por la relacion de divisor. Un contragjemplo esta dado por 2y 3, ya
que 2(3 y 3|2 son proposiciones fasas.
Es claro que un par ordenado de niumeros naturales pertenece ala relacion s y solo

si la primera componente es divisor de la segunda
Esta relacion esta representada por los puntos del primer cuadrante de coordenadas

naturales que tienen abscisa natural, y paa cada una las ordenadas son todos los
multiplosnaturalesdeaquéllas.



Si consideramos la relacion de divisor en Z, no se tiene un orden amplio, pues la
antisimetriano secumple. Enefecto

3|]-3 A -313 =#3=-3 eF
iiI)EnA="1,2,33> larelacion

R={(1,1),<2.2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)} esunordenamplio
y total. Se trata evidentemente delarelacién de menor o igual.

3.9.3. Orden estricto.
Sea/JCA".
Definicion
R es una relacién de orden estricto si y sblo U es arreflexiva, asimétrica y

transitiva.
En simbolos

i ) Arreflexividad, Ningun elemento del conjunto esta relacionado consigo
mismo.
aeA (@,aiR
ii)Asimetria. Si un elemento estarelacionado con otro, entonces ésteno lo esta
con €l primero.
(ab)eR =>(b ,a)4R
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iii) Transitividad.
(abeR A (b,c)eR =» (a,c)eR
Lo mismo que el orden amplio, el orden estricto puede ser parcial o total.

Ejemplo 3-15.
i ) larelacién de menor en R esun orden estricto y total.
ii)Por definicién, un conjunto esta estrictamente incluido en otro si y s6io si
todo elemento del primero pertenece al segundo, pero existen elementos de
éste que no pertenecen al primero. La notacién y simbol os son lossiguientes:

ACB « ACB A*B
EnP(U)lainclusion estricta es unarelacion de orden estricto y parcial, como puede
verificarse sencillamente.
iii)EnA=|a b, c f larelacion ,
R— ~(a, b), (a, ¢),ib, r)} esdeorden estricto y total.

3.94. El signo de preceder

Si R esuna relacion de orden definidaen A, y doselementosa y b estan vinculados
por dicharelacioén, al escribir (a, £) eR v aR b sude decirse que "a precede ab",y
la notacion es a<ib.

Con eganotacionsetiene:

i ) Reflexividad.

ae A =» a<ia
ii) Antisimetria.
a<ib A ¢H<Ca=*a=b
iii) Transitividad.
a<¢> A fe<c =*e a<c

iv) Linealidad

Anélogamente, paralaaneflexividad, asimetria, orden parcial y total, teniendo en
cuenta que "a no precede a b" puede escribirse a<£

3.9.5. Elementos distinguidos de un conjunto ordenado

Sea A un conjunto ordenado por una relacion de orden<.
i )Primer elemento. El elemento a e A se llama primer elemento s y solo si
precede atodos |os demas.



a€ A esd primer elemento o x e A => a<ix

i) Ultimo elemento. El elemento ¢f Ase llama ultimo elemento si y s6lo si
todo elemento de A precede ab.

beAesel Ultimoelemento *>.teA =»x <6

De edas definiciones no se deduce que todo conjunto ordenado deba tener
necesariamente primero o ultimo elemento; puede ocurrir que carezca de ambos, que
tengaprimero o bien ultimo, o quetengaprimeroy ultimo.

iii) Elementos minimales. El objeto m de A es un elemento minimal si y sblosi
no existe un elemento distinto que lo preceda.

me A esminimal <* Vx eA x<m W =X

iv) Elementos maximales. El objeto n es un elemento maximal si y sélo si no

existe en A un elemento distinto quelo siga.

«eAesmaximal *> Vx eA :n\< jf =* x =n
Puede ocurrir que en un conjunto otdenado no existan elementos minimales o
maximales, y si existen pueden no ser Gnicos.
v ) Cotas inferiores. El elemento a e A es una cota inferior del subconjunto
X C A si y solo si precede atodo elemento de X.

aeAescotainferiordeX CA «* x eX =* a<x

vi) Cotas superiores. El elemento b e A es una cota superior del subconjunto
X C A si y solo si sgue atodo elemento de X.

beA escotasuperiordeX CA <» x eX =»x<ih

vii)Supremo o cota superior minima. El elemento seA es e supremo del
subconjunto X CA s y s6lo si es e primer elemento del conjunto de las
cotas superiores.

viii) Infimo o cota inferior maxima. El elemento teA e e infimo del
subconjunto X C A si y sblo si es el ultimo elemento del conjunto, de las
cotas inferiores.

Las cotas de un conjunto, si existen, no son necesariamente Unicas. En cambio, el
infimo o supremo, aunque el conjunto no sea acotado, pueden no existir, ya que un
conjunto ordenado puede carecer de primero o Gltimo elemento; pero si existen, son
unicos. Precisamos |os conceptos anteriores en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 346.

i ) Consideramos el intervalo abierto (- | , 1) C R, donde se define la relacion
de menor o igual.

Estarelacionen R es de orden amplio y total, pues

a) Reflexividad.

aeR a<a

b) Antisimetria.

a<b A b<a=>a=b
¢) Transitividad.

a<b A b<c =*e a<c

d) Linealidad.
a*b => a<b v b<a

No existen en (- 1, 1) ni primero ni ultimo elemento, yaque losextremos- 1y 1
no pertenecen a intervalo abierto. Tampoco existen elementos minimales ni
maximales. Es claro que cotas inferiores de (— 1 , 1) hay infinitas: todos los redes
menores o iguaes que — 1. Andlogamente sori cotas superiores todos los nUmeros
redes mayores o iguales que 1. El infimo es — 1 y e supremo es 1, y ninguno
pertenece a conjunto(— 1 ,1).

) Con la misma relacion de menor o igual el intervalo semjabierto { —!,!)
tiene primer elemento — 1, que es también minimal, cota inferior e infimo.
Carece de Gltimo elemento, de elementos maximales, de cotas superioresy de
supremo.

iii) Sea ahora e conjunto A = {2 .3 ,6,9, 12, 36| ordenado por la
relacion de divisibilidad. Se ha visto que e orden es amplio y parcial. Como
no existe en A ningun elemento que sea divisor de todos los demas carece de
primer elemento, pero tiene Ultimo y es 36. Este es elemento maximal, y
tanto 2 como 3, son minimales. No hay cotas inferiores ni infimo, pero la
cota superiory € supremo son 36.

3.9.6. pjagrarnas de Hase
<

<
Sea A un conjunto ordenado.

i ) Elementos consecutivos. Los elementosay & de A son consecutivos s y s6lo
s
a a<b
b) a<x<¢> =>a=x V bx

i i) Representacion de conjuntos ordenados Es posible representar un conjunto
ordenado y finito, mediante un diagrama llamado de Hasse, asignando a cada
elemento del conjunto un punto del plano o bien del espacio, y uniendo cada
par de elementos consecutivos por medio de un vector orientado en el
sentido dex ay, six <r.



Asi, el diagrama de Hase correspondiente al conjunto A -2, 3, 6, 9, 12, 36j,
ordenado por larelacién de divisor, es

12 6
-k

36.1

9

Toda poligonal orientada determina un subconjunto totalmente ordenado por la
mismarelacion, y constituye ana cadena

Ejemplo 3-17.

Dado A = ,b,c) ,enP (A) consderamos la relacion de inclusioén, definida
por

X<Y ~XCY
De acuerdo con 2.3.4., estarelacion esde orden amplio y parcial enP (A).

El correspondiente diagrama de Hase esla siguiente representaci 6n espacial

{a.b,c)=A

El conjunto P (A) tiene primer elemento y Ultimo elemento: >y A, respectivamen-

te. Ambos son el elemento minimai y méaximal. A dos elementos cualesquiera deP{X)

. les corresponde una cota inferior maxima y una cota superior minima, es decir, un
infimo y un supremo. Asi, dados { «.*>} y (<"} el infimo es |c"|y

supremo es [a.b.c] . Cuando esto ocurre para todo par .de elementos de un

conjunto ordenado, se dice que el conjunto tiene una estructura de red o de reticulado,.
o de Ipjce.
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3.9.7. Conjuntos bien ordenados

S < unarelacion de orden en A.

Definicion
Un conjunto esta bien ordenado por una relaciéon de orden si y sélo si esta
totalmente ordenado, y ademas todo subconjunto no vacio tiene primer
elemento.

Ejemplo 3-18.

i 1 El conjunto de los nimeros redes, ordenado por la relaciéon de "menor o
igual™, esta totalmente ordenado, pero no es un conjunto bien ordenado,
pues no todo subconjunto no vacio de R tiene primer elemento. En efecto, el
intervalo abierto <— 1, 1) es una parte no vaciade R, pero carece de primer
elemento.

ii)El conjunto Z de los enteros esta totalmente ordenado por la misma relacioén,
pero como carece de primer elemento n6 esta bien ordenado.

iii) El conjunto N de los nimeros naturales esté bien ordenado por la relacion de
menor o igual, ya que se halla totalmente ordenado, y toda pane no vacia de
N tiene primer elemento.

iv) El conjunto cuyos elementos son <p, { a J . |a.ijj , |[a,b.cj esta
bien ordenado por larelaciondeinclusion.

v) El conjuntoA={"2,3,6,9,12,36} propuestoen 3.9.6. ii), ordenado
por la relacién de divisor, no esta bien ordenado, por no ser totalmente
ordenado.



TRABAJO PRACTICO 1l

319. SenA=|x£E£N/1<x<s]y B={3,4, 5}
SedefineR C A X B mediante
x yeR ox +v<5
i ) Definir R por extension.
ii)Representar AXByi.
iii) Determinar/?",
3-20. Se consideran A ={ 1, 2, 3, 4, S} B={1,4,6, 16}c={2. 3.8 lo}y las
relaciones R C AX B, SCBXC, definidas por
(x yeR > yrx

(y 2e s ~z= 4
Se pide:
i ) Determinar R y S por extension,
i i) Definir la composicién S°R C A X C por extension.
iii) Determinar los dominios e imagenes de las tres rel aciones.
3-21. Obtener los gréficos cartesianos de las siguientes relaciones definidas en R:
i) xX,y)eR <*y=3
ii) (x,y)eS#»x+y=1
i) (x,y)eT*>x+y<1
3-22. En Z se define R mediante
(a,b)eR <xa +a=b +b
Clasificar R.
3-23. En R’ se define larelacion " ~" mediante
xy)~(x.y) *>y=y
Probar que es de equivalencia, determinar las dases de equivalencia, un conjunto
de indicesy el conjunto cociente.
324 EnNA=11,2,4,6,8} sedefinelasiguiente relacion

(xy)eR  <* 3\x+y
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i ) Definir aR por extension. - ?
ii)Formar el diagramadeR. .
iii) Clasficar R.

3-25. En N* se considera la siguiente relacion , f

(ab)~{a,b) «*>a+b =b+a
Demostrar que es de equivalencia, obtener las dasss de equivalencia, un conjunto
de indices, el conjunto cociente, y representar las clases.
3-26. El conjunto < a),(U>, c], {d}>| esunaparticibnde A ={ a,b , e, d\. Obte-
ner la relacion de equivalencia asociada.
r 1
3-27.fcn A = < 1,2,3,4/] seconsiliera la relacion
R=((x,y)eA’ix=y v x+y=3}
Definir R por extensiéon, probar que es de equivaenvia y determinar la
correspondiente particion de A. ,
3-28. Clasificar larelacion R definida en Z° mediante
(ab) R@,b*) **-ab' = ba
3-29. En el conjunto de los nimeros reales se define
*={(x,y)eR* /Ix— 1} =iv~ 11}
Demostrar que es de equivalencia, y representarla.
3-30. Unarelacion R definidaen un conjunto A escircular si y solo si

(ab)eR A (b.c)eR «* (c ,@)eR
Demostrar que una relacion es reflexivay circular siy sélo si esde equivalencia

3-31. EnR se define " ~" mediante
X~y «*exX —X =Yy

f—y
Demostrar que es de equivalencia, determinar las clases, un conjunto de indices,
el cociente, y representar la relacion.

3-32. Seen RyS dos.relaciones definidas en A. Demostrar: -
SiR y'Sson reflexivas, entoncesR U Sy R nS son reflexivas. ... ;,.,?) ; , i

3-33. En R se define
[?2={(x,y)eR*/Ixl+ 2|y| = 1
Obtener el dominio, laimagen y el grafico cartesiano GeR. f '~rCBffiti
3-34. Ssa« C A’. Demostrar que la relacion R U R es simétrica. ' |

3-J5. Clasificar y representar larelacion /? C R* definida por MMMasaa™al
(x,y)eli & x-y ER*
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3-36. En A =[- 1 ,1] seconsideralarelacién
li={(xj)eA*Ix’'=1]}
i ) Representar/?.
i i) Probar que esde equivalencia.
iU) Obtener laparticiondeA.
3-37, S| R unarelacioén definida en A.
Demostrar:
i ) R essimétrica =* R* essimétrica.
U)R « transitiva =s»/£"" estransitiva.
3-38. Sean R y R' dos relaciones transitivas en A.
Demostrar que R O R es transitiva.

i-i9. Si R y R son dos relaciones antisimétricas en A, entonces R <"R' es antisi-
métrica.

3-40. Sean una relacion de equivalencia definida en A~# y X CA. Por
definicioén, se llama saturado de X por larelacion de equivalencia a conjunto de
los elementos de A que son equivaentes a |os elementos de X.
La notacion es

X* ={xe A x~y , VNex}
Demostrar:
i )XCX*
i) (XJIY)* =X*uY*
3-41. Clasificar las siguientes relaciones definidas en el conjunto &e las rectas del
plano
i ) (a beR ar\b¥=tp
ii) (a.,berR alb
*3-42, Clasificar todas las relaciones del gemplo 3-3.

3*43, Clasificar iarelacionR definidaen R mediante
x.y)eR \X +yi-2
3-44. En A~ { 1,2 ,3,4,5] seconsideralarelacién de menor o igual.
Determinar |os elementos maximales y minimales.

» 3-45. Definir per extension la relacion de divisor en el conjunto del gercicio 3-44, y
obtener los elementos maximales y minimales.

J-46. Con relacion al ejercicio 3-45, determinar una cota superior y una inferior del

subconjunto 2, 3")

TRABAJO PRACTICO IIl et

347. En R, ordenado por la relacion de menor o igual, se considera

A={xeR/x =j A «eN}
investigar si A tiene primero o ultimo elemento, si esta bien ordenado, y si

admite cotas, infimo o supremo.



Capitulo 4

FUNCIONES

4J. INTRODUCCION

Dada la importancia del tema a desarrollar hemos preferido asignarle un capitulo
especial, con abundante egjercitacion y ejemplos. Por otra parte, envirtud del caracter
elemental del texto, y la conveniencia de que en primera instancia el concepto sa
utilizado con dinamismo y seguridad, se ha prescindido del estudio de las co-
rrespondencias. Se estudian las funciones o aplicaciones especiaes, la composicion
de funciones, y el dgebrade las imégenesy preimégenes.

4.2. RELACIONES FUNCIONALES

Seen A y B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y ccdominio
respectivamente. Entenderemos por funciéon de A en B toda regla que hace
corresponder a cada elemento del dominio un Unico elemento del codominio. Mas
precisamente, una funcion es un conjunto de pares ordenados tales que la primera
componente pertenece a A y la segunda a B, es decir, un subconjunto de A X B, de
modo que todo elemento de A sea primera componente de un par y s6lo de uno. Esto
nos dice que toda funcién de A en B es unarelacion especial entre A 'y B.

L sualmente, los signos que indican funcionesson/, g, h, etcétera. Asi, paradenotar
que/esunafunciénde A en B, se escribe:

/[:A-*B
y se lee. "/ es una funcion o aplicacién de A en B", o bien "/ es una funcion con
dominio A y codominio B".
En particular, siA ={ —1,0,1,2j ,B={0,1,2,3,43> yfeslarelacion
definida por

2

xXyef e» y = x
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entonces e tiene
={(-1,1,(0,0,(1,1),(2,4)} yaquecadassgundacomponente esel

cuadrado dela primera.
El diagrama de V enn correspondiente es

Tanto en la definicién de/ por extension como en el diagrama es fécil advertir que
todo elemento del dominio tiene un correspondiente o imagen en el codominio; y
ademas tal correspondiente es Gnico, en el sentido de que no se tienen dos pares
ordenados distintos con la misma primera componente. Resulta entonces que/es una
funcién de A en B. Observamos aqui las siguientes situaciones. elementosdistintos de
A pueden tener la misma imagen en B, como ocurre con — 1y 1, cuyasimagenes son
1; ademas, puede darse que elementos de B no tengan un antecedente en A, esdecir,
que pueden existir en B elementos que no seen correspondientes de ningln elemento
de A, comoocurrecon2y 3.

Definicion  \
f es una funcién o aplicacion de A en B si y s6lo si/esunarelacion entre Ay B,
tal que todo elemento de A tiene un Unico correspondiente en B.

O bien: .

Definicion o,
f es una funcién o aplicacion de A en B si y s6lo si/es un subconjunto de A X B
que satisface las siguientes condiciones de existenciay unicidad:
i)VaeA,3i>eB/(a,6)e/

U)(abef A (a cef == b =c¢
Si (a, b) ef decimos que b es el correspondiente 0 imagen de a, por/, y sude

escribirseb =/ (a), esdecir, b esel trasformado deapor lafuncién/.
Paradenotar lamismacosa, algunos autores utilizan lanotaci6n 3 izquierda:

af=b
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Una funcion queda especificada si se dan el dominio A, el codominio B, y ademas|a
relacion/CA X B, que satisfacelascondicionesi )y ii) deladefinicion.

Por s un conjunto, / puede estar dado por extension, esdecir, como conjunto de
pares ordenados, o bien por comprensién, mediante unaférmulao ley de correspon-
dencia que permita asignar a cada objeto del dominio su imagen en el codominio.

Ejemplo 4-1.
Determinamos s las siguientes relaciones son funciones.

i )SenA-\ah cd ¢, B=(1.2,3V ylarelaciéon

I={"(«, 1), (*, 2),(c, 2),(rf, 1)}

Se cumplen las condiciones de ladefinicion, y resulta/ una funcién tal que
/(a)=I fifi) = 2 f{c)=2 /(d)=1

El diagrama es

A

ii)ConlosmismosAyB,larelacion

{(a,1),(a,2),(6,2),(c,)}

no es una funcién por las siguientes razones. no se cumple i ), ya que no
todo elemento del dominio A tiene imagen en el codominio B, puesd carece
de trasformado. También dga de verificarse ii), puesto que un mismo
elemento de A tiene dosimagenesen B. como ocurre con* E2 diagramade Is
relacion es
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iii) Si A esel conjunto de las personasy / eslarelacion en A definida por
(JC ,y) ef o x eshijo dey

entonces/ es una funcion de A en A, ya que toda persona tiene padre y éste
es unico.
En cambio iarelacion definidaen el mismo A mediante
x,y) ef X espadre dey

no esunafuncién de A en A, ya que existen en A personas que no son padres, es decir,
elementos del dominio que carecen de imagen en el codominio: por otra parte,
tampoco se verifica la unicidad, pues existen personas que son padres de mas de un
hijo. Esto significa que s una relacion es funcion, ia relaciéon inversa no So es
necesariamente.

4.3. REPRESENTACION CARTESIANA DE FUNCIONES
Lo mismo que las relaciones, las funciones pueden representarse mediante un
sistema de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio, segun que el dominio
sa unidimensional o bidimensional, respectivamente. En el caso de representaciones

planas, el dominio es un subconjunto del ge horizontal, y el codominio. del ge
vertical.

Ejemplo 4-2.

Representaci 6n cartesiana de la funcién propuestaen 4.2.

A={-1,0,1,2) B={0,1,2,3.4}
y|1 rj(x)=r=xh

4

(-1,1) (1,1)



Ejemplo 4-3.
SeenA-{ -2,-1,0,1,2} , B=N y /: A ->Nta que

resulta/- { (-, , 3) 1,2),(0,1),(1,2),(2,3)}

Cada elemento (a , b) ef es un punto del plano de coordenadas a y b La
representacion cartesiana es '

UN

o4

-1 0 1 2

Ejemplo 4-4.

Sea/: Z -» Z tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1 es
decir !

fix)=—x+1
(=2 ,3) @~ mmmm e L ¥
4
L (=1,2)
' >
] [}
Voo (0.1)
L (1,0
7 ¥ ¥ o Z
- o
_________ 42,1
i
............... *(3,-2)

REPRESENTACION DE FUNCIONES (I

No es posible representar completamente a/, por s Z un conjunto infinito; no
obstante, la representacién de algunos puntos nos sugiere el comportamiento de la
aplicacion. En éste, y en los gjemplos anteriores, €l hecho de que cada elemento del
dominio tenga una Unica imagen en e codominio se traduce en que a una misma
abxtisa le corresponde una sola ordenada.

Ejemplo 4-5.

Sg: R-*Resta queg(x) =-x + 1

Su representacion es un subconjunto continuo de R*, consistente en una recta de!

AR

Q"

“’0\ —» R
‘\g

Es facil notar que, aunque se mantenga laley de correspondencia o asignacion, al
variar el dominio o el codominio, lafuncién cambia. En nuestro easo, £ #/aunque se
cumple/Cg. Es conveniente insistir entoncesen el hecho de que la caracterizaci6n de
una aplicacion se da a través del dominio, codominio y la ley de asignacion. En la
terminologia clasica, erelemento genérico x del dominio se llama variable independien-
te, y su imageny =)'(x) eslo que se conoce como variable dependiente.

Ejemplo 4-6.
Consideremos A ={ 1,2} ,B= {1,2,3,4} ylafuncién
/:A°-*B
que asigna a cada elemento del dominio A *, la suma de sus componentes, es decir

f(x.y)=x+y
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7 tabh /\ Smpleéntrada
crnzz rOI r St de

1y =y

(1,0 2

(172) 3

(2,1)

(2,2) 4

E;j elemento 1 de B carece de antecedente o preimagen en A.

b) Otra representaci6n de las iméagenes se tiene mediante una tabla de dobl e entrada

gt NAp{5 CytoSiana N
gum; '9' unt !iel pihno, y su imagen debe tomarse sobre?SR§ del dominio
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¢) La misma funcion puede representarse de la siguiente manera, desconectando e}
dominio del codominio

fa %~

Ejemplo 4-7. #

Sea/: R -» R definida por/(.v) - x*

Como cada nimero rea tiene un cuadrado y sélo uno, se cumplen las condiciones
de la definicién. El gréfico cartesiano es una linea continua de puntos del plano,
llamada parébola. Hemos sefal ado agunos pares ordenados de/, los que se han unido
mediante un trazo continuo. Como el cuadrado de ningln namero rea es negativo, las
iméagenes son redles no negativos.

tR

Ejemplo 4-8.
Representacionde/: R ~* Z definida de |a siguiente manera
f-1 six<O0
I(*)= < 0 siic=o0

[ 1 six>0



FUNCTONI.S

ts la llamada funcién "signo de x'\ v su representaci én consiste en la unién de dos
eerr,:rrectas abiertas (sin origen), con el conjunto cuyo Unico elemento es el origen de
coordenadas.

4.4, CLASIFICACION DE FUNCIONES

Sea una funcién/: A -* B
Si ocurre que elementos distintos del dominio tienen imagenes distintas en el
codominio, entonces/sellamafuncion invectiva, bjunivoca, o unoauno.
Por otra parte, si todo elemento del codominio es imagen de algun elemento del
dominio, lafuncién sellama sobreyectiva.
Cuando se presentan ambas situaciones simultaneamente, la funcién se llama
biyectivao correspondenciab junivoca.
i ) Definicion X
/; A -* B esinyectiva #» Vx'Vjc"e A : X'*x" =*e f(x') =£/(*")
Equivalentemente, mediante laimplicacién contrarreciproca, podemosdecir
/: A -» Besinyectiva «» Vi 'V x"eA :/(x")=f(x") =% x'=x"

En la inyectividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la
misma imagen. Las funciones estudiadas en los gjemplos 4-1 i ) y 4-1 iii) no son
invectivas. Tampoco lo son las correspondientes a 4-2 y 4-3. En cambio son invectivas
las funciones de los gemplos 4-4 y 4-5.

En el diagrama de Venn correspondiente a una aplicacién inyectiva no puede
presentarse ninguna bifurcacion de elementos del dominio hacia el codominio. En la
representaci6n plana cartesiana no puede ocurrir que una ordenada corresponda a mas
de unaabscisa.

ii) Definicion [/
/: A -» B es sobreyectiva o VyeB ,3xeAly =f(x)

En el caso de sobreyectividad, € conjunto de las imagenes se identifica con €l
codominio de la funcion.
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Los ejemplos 4-2 y 4-3 corresponden a funciones no sobreyectivas. En cambio lo
on en 4-4 y 4-5.

Es usual nombrar a las funciones sobreyectivas con las paabras "sobre" o
"suryectiva".

iii) Definicion Y
f: A-*B eshiyectiva / esinyectivay / es sobreyectiva.
Las funciones propuestas en los ggemplos4-4 y 4-5 son biyectivas.
Negando el antecedente y consecuente de la doble implicacion se tiene

/: A B noesbhiyectiva <* / no esinyectivao/no es sobreyectiva.

Ejemplo 4-9,
Representamos y clasificamosla funcion

/: N -* N tal que/(x) = 2x

Esta funcién asigna a cada namero natural su duplo. El conjunto de las iméagenes es
el delos numeros naturales pares, y esta incluido en N, como codominio.
Su representaci 6n es un conjunto de puntos aislados del primer cuadrante.

Vamos a probar la inyectividad de f. Seen.*'y x" en N talesque/ix') -/<*")s'

Esto significa que 2x' = 2x" y, en consecuencia, x' =x". De modo que/ es

inyectivao 1-1 (unoauno).
Ademas/ no es sobreyectiva, pues los elementos del codominio que son impares

carecen de antecedente en N. Resulta que/ no es biyectiva.



Ejemplo 4-10. El conjunto A de tales elementos, se llama espacio muestral asociado al.
Consideremos ahora el conjunto P de los nimeros naturales pares, y experimento.

Definimos ahora la funcion de A en R, que asigna a cada elemento la diferencia
/: N P tal que /(x) = 2x

entre el nimero de carasy el nUmero de sellos. Damos|a siguiente representacion de/
Laley de asignacion eslamismaque en 4-8, pero el codominio seha"restringido" a

los naturales pares. Lainyectividad se mantieney probamoslasobreyectividad.

Hay que determinar si para todoye? existe x en N tal que/(x) =y. Esto significa
que debe sr, de acuerdo con la definicion de/,

>
&
2x=y C
Resulta v ~ -~ eN, pueslamitad de un nimero natural par esun nimero natural.
De modo que VyeP, 3, = -¢ tal que/(x)=/ =2 =y.

Siendo/inyertivay sobreyectiva resultabiyectiva
Ejemplo 4-11,

SeenA=1[1.2,3} y B=]1,2}

Definimos /: P (A) -+t (B) mediante/(X) = X n B

Esd.eC|_r, la |n@er1 de todo subconjunto de A essu |n.tersec0| on qon B. _ /no es inyectivani sobreyectiva.
El siguiente diagrama nos muestra que / es sobreyectiva, pero no invectiva.

Ejemplo 4-1i.
Sea/: R-+ R definidapor/(x)=x".
i )/ es 1-1. En efecto, s=n X, y X, en R taes que/(*,) ™ f(x,) es decir
xJ =X j .Porpasgedetérminos

factorizando la diferencia de cubos

(X, ~x)W +x,x, +*,)=0

O bien
Ejemplo 4-12. X] +X xj +xj =0
Se lanza una moneda tres veces. Los posibles-resultados de este experimento o ) i
aleatorio son todas las ternas formadas por "caras' y "sellos", o bien por "unos" y Larelacion quevinculaax, conx, estadada por
"ceros”’, y son los siguientes: -~ 17M1-41! _ -x£J-3x\
A={(l,1,D,(1,1,0),(i,o0;i),(0,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)} X, =—— 2
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Esdecir

Si.v, = OentoncesXi - Oy resultax, ~x,

Estos sor los Unicos valores redes que satisfacen (1) y, en consecuencia / es
inyectiva.
*

ii )/es sobreyectiva, pues
VyeR.3x = y/J tal que

Ocurre entonces queJ es biyectiva.
Ejemplo 4-14.

Sea/ . R—R' tal que/ <r) = (t, - t).
Si en R- consideramos ges x ey. de acuerdo con la definicion, se tiene

{y=
que corresponde a un sistema de ecuaciones paramétricas de una linea del plano vv
Laminando® Parametro t resultay = - x . que es la ecuacion de la segunda bisectriz.

Y (R?
a
=
— R :
0 ax, r - ;—);

Es claramente una funcién inyectiva. pero no sobreyectiva.

45. FUNCIONES ESPECIALES

4.5.1. Funcién constante

La funcién/: A -* B. que asigna a todos los elementos de] dominio el elemento
h e B, se llama constante.

Estadefinidapor/(x) =b paratodox eA

1 UNCIONES ESPECIA! ES 115

Se tiene . .
I={(*,¢>)Ixe A}

A menos que A s unitario, lafuncidn constante no es inyectiva, y es sobreyectiva
s6lo si B se reduce aun Uini co elemento.

4.5.2. Funci6énidentidad

Identidad en A esla aplicacion
i, A A tal quei , (x) =x
La identidad en A es entonces la funcién que asigna a cada elemento de A & mismo
elemento, es decir, deja invariantes a los objetos de A.
A cada conjunto le corresponde una funcién identidad, y a veces en lugar de
denotarlamediantei ' , seutilizael simbolo1, .
Setiene

I"A={(x,x).<xeA}

Es decir, la identidad en A es la diagonal de A*. Es fé&cil verificar que, como
relacion, es reflexiva, simétrica y transitiva, o seg, de equivalencia en A; ademas es
antisimétrica, y en consecuencia de orden amplio. La funcién I, es obviamente
biyectiva.

4.5.3. Funcién proyeccién

Consideremos A X B, y las funciones
P,:AXB->A
P,: AX B *B definidas por

?{a,b)=a y P, (*.&)=&
Tales funciones se jlaman primera y segunda proyeccion del producto cartesiano, y
asignan a cada par ordenado la primera y segunda componente, respectivamente.
En un gréfico cartesiana se tiene




4.5.4. Funcion candnica

Sm ~ una relacion de eguivalencia definida en el conjunto no vacio A. Por e
teorema fundamental de las relaciones de equivalencia queda determinado el conjunto
cociente — . cuyos elementos son las dases de equivalencia.
Definicion

Aplicacion candnica es la funcion

que adgna a cada elemento de A. su ciase de equivalencia, es decir, tal que
<ftx) ~ K,

Dos elementos equivalentes pertenecen a la misma clase y en consecuencia admiten
la misma imagen, es decir, la aplicacion canénicano es inyectiva. salvo en el caso de
dases unitarias. Por otra parte, como cada ciase es no vacia, ocurre que siempre es
sobreyectiva. es decir

VK,e -~ .3xeA ¢(r)=K,

Valelasiguiente proposicion

a-b \p(a) = \p{b)

La funcién candnica en e caso de la congruencia médulo 3 definida en Z es

1 Z —e Z, tal quetp{x) - K.. sendo u €l resto de la division de x por 3.
Ejemplo 4-15.

En R* consideramos la relacion definida por

(a . b)-(a. f) *>a=a'

Es de;ir, dos pares ordenados de reales estan relacionados si y s6lo s tienen la

misma primera componente. Puede verificarse facilmente que la relacion es de

equivalencia, y el propésito consiste en caracterizar la aplicacion Candnica. Las dases
de equivalencia son &ei tipo

K..b>= {(*+>")

y estan representadas por paraelas al ge de ordenadas. Para definir el conjunto
cociente necesitamos un conjunto de indices, y al elegir un Gnico elemento en cada
clase, |0 :omamos sobre e ge de abscisas, de modo que

R* r i
— ={K.,,/ueR)

COMPOSICION DI" FUNCIONES
R:
Entonces |la funcion canénica es<¢> R* -> —- tal que
\pla, ¢) =k.,,.) s ua
4.6. composicion DE funciones

Bagjo ciertas condicioneses posible definir, a partir de dos funciones/y ¢r. unanueva
funcion, llamada lacompuesta de aquél l as.
Sean

ez{f (i) =(g-FIx)

donde coinciden el codominio de la primera con el dominio de la segunda. Si bien
consideramos este caso mas usual, es suficiente que el codominio de la primera sea
parte del dominio de lasegunda, esdecir: BCB' -

Nuestro propdsito es asignar a cada elemento de A un Unico elemento deC, y el
camino natural consiste en determinar la imagen de cualquier xeA por f, y a
continuaci6n obtener laimagende/L v) eB, porg.

Definicion v
Composicion de lasfunciones/' A — Byg: B -* Ceslafunciong »/: A C
detinidj por
is, /fidi =gl[jie*) pi-3TCO i c.\

El simbolo "g « /" denota la funcién compuesta de fcoag. o la composicién de/
cong Puede leerse "/ compuesta cong”. o "g cerito/" o bien*s f".

Ejemplo 4-Ib.
Seen A=(,2,0), B=[U,b,c,dc=<5,0)y las funciones /: A** B y
g: B -*C definidas asi



I={ (! ,f1).(2,6),(3,rf)}
11={(«. 5),(i, 5),(c,5),(c, 6)}
Resulta

af/={(l ,5),(2, 5).(3 ,6)}

El diagrama correspondiente es

A N
b
.
¢
d
.
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4.6.2. Asociatividad de la composicion

Sean/: A-»B ,g:B->Cyh : C->D.
Entonces se verifica
(h°g)of=ho(gof)

Las dos composiciones son funciones de A en D, y se trata de probar la igualdad.
Interpretamos la situaci 6n en el siguiente diagrama

Debe notarse que no coexisten g °fyf ° g. ya que en este caso el codominio aeg
es Cy el dominio de.fes A. Ambas composicionesexistensi C CA.

Ejemplo 4-17.
Seen ahora las funciones
/:R-»-R tal que /(x)=2x
g:R-+R tal que gx) = x°
Entonces
i ) So/: R-»R estadefinida por
(i»/)YyYM=d/W] =1(2x)= (2x)’=4x"’
ii)/"o”:R-*Restadefinida por

(/ori (x) =/\g(x)] =/(x") =2 x*

Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son
distintas, por diferir en la ley de asignacion.

Definicion  x
Dos funcionesf: A By£: A -*B sonigualessi y so6lo si paratodo x de A se

verifica/ (x) - g Ex).
Conrelacion al ggemplosetiene: g°f ~ fag.

Conrelacién al primer miembro setiene
/:A-+B ]
S=> (hog)af: A->D
hog :B -sD J
Para el segundo miembro es

gof: A-+C
h*(gf): A-*D
h:C-*D

Siendo {hog)ofyho(gef) dos aplicaciones con el mismo dominio y codominio,
para probar la igualdad, de acuerdo con la definicién expuesta en 4.6.1., hay que
verificar laigualdad dei magenes paratodo elemento de A, dadas por dichas funciones.

Seax eA; aplicando reiteradamente |a definicion de composicion

(=9 »N) = (h «*)0C)=h [g[/(x)]} (1)
Por otra parte
(*e<*e/))«=

N )=A gl 0

D° (1) y (2) se deduce

((WWJI(*)=(e°UT°/"))(*) VxeA
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Y por definicién deigualdad de funciones resulta
(hog),f=ho(g.f)
4.6.3. Composicion de funciones jnyectrvas

Si/: A-»By£: B -*C son invectivas, entoncesgo/: A -+C esinyectiva
De acuerdo con la definicion deinyectividad 4.4. i ) debemos probar que six'y x"
on elementos de A que tienen iamismaimagen por £ <>/, entonces* * =x"

S= pues (gx" )y={gel)ix"\
Por definicion de composicion
glf{x')=glf(x"i]
Por serg inyectiva resulta
f(x")=f(x")

ya que estos elementos de B tsenen ja misma imagen porg. Y por ser/invectiva:

X =X

Queda probado, asi, que lacomposici6n de funcionesinyectivases inyectiva.
4.6.4. Composicion de funciones sobreyectivas

Si/: A-*Byg: B -*C son sobreyectivas, entoncesg=>/: A C essobreyectiva.

Segin 44. ii ) hay que probar que para todo :eC existe x e A tal que
<W> U) =z

Por serg: B -* C sobreyectiva,
VzeC  3yeBlgly) = z
Ahora bien, dadoy e B, por ser/: A -* B sobreyectiva,
Ixe A ifix) -y
De agat se deduce que

g\ftx)\-giy) =

Entonces, dado cualquier ze C, 3 x e A tal que (go /) (JC) = z. de acuerdo con la
definicién de composicion.

En consecuencia, lacomposicion de funciones sobreyectivas es sobreyectiva.

4.6.5. Composicion de funciones biyectivas

Si/: A *« Byg: B -*« Csn biyectivas, entonceslacomposiciong®/: A -*« C
es biyectiva.

Este enunciado es unaconsecuenciade 4.6.3. y 4.6.4.

FUNCIONES INVERSAS 121

Ejemplo 4-18.

En 4.6.3. £ ha demostrado que la composicién de dos aplicaciones invectivas es
inyectiva. Lainyectividad de lacomposicién no implicalade cadafuncién, perosila
de la primera. Es decir, si /: A-»B y g: B-»C son tdes quego/: A-»C es 1-1,
entonces/es inyectiva.

Seen X' y X" en A tales que/O') =/(x" ). Hallando la imagen de este elemento de
B por g, setiene

FON=gIf(x" N

ya que cada elemento del dominio B tiene imagen Unica en C, por definicion de
«tincién. Pot definicién de composicion

<FFO/)(-0 = L2*/)(e*">

y, por serg o/inyectiva, resultax'~x" .

En consecuencia,/es inyectiva.

De modo andlogo el lector puede demoitrar que si la composicion de dos
aplicaciones es sobreyectiva, entonces la segunda es sobreyectiva.

47. FUNCIONES INVERSAS

Toda funciéon/ : A -» B es una rel aci6n; cabe preguntarse si la relacion inversa es
una funcion. En general, la respuesta es negativa, como se ve a través del gjemplo 4-2,
donde A={-1,0,1,2},B={0,1,2,3,4y/:A-*B esta que/(x)=x",
esdecir

I={(-1.1), (0,0), (1,1). (2. 4)}

Lainversade estarelacion esel subconjunto de B X A:

{(1,-1).(0,0).,(1,1).(4.2)}

Se ve claramente que esta relacion no esunafuncion de B en A, pues los el ementos
2 y 3 del eventual dominio carecen de imagenes en A, y ademas no se cumple la
condicién de unicidad, yaque 1 tiene dos correspondientesen A.

Sea en cambio € siguientecaso A =ii .2.3 ,B & ¢SV

I={ (! .fl),<2 ,c) .(3,6)]| unafuncion de A en B. La relacion inversa es
g={(a 1).(i,3).(c.,2)}
esclaramente unafuncién de B en A, llamada funcion inversade/ Lacomposicién

o ={(1, 0.(2,2),(3.3)}=¢.



Definicion  \

Lafuncion/: A -* B admiteinversasi y solo si existeg : B -> A tal queg°/=/,
S I=£=j,

Ejemplo 4-19.

Lafuncién/: R ->R definidapor/(x) = x + 2 admite inversa£ : R -*R tal que
£ (X) =X - 2, pues

©NHX) = dfx)] =gx + 2) =x +2 -2 =, =i(X)
(f-. AW\— FW\~ fiv — T>\ — *e — " ; 1 T
"o/ Jtav-ji tv- Je - e - e -<K <A;

sealn las definiciones de composicién, de/ de g y de identidad Por igualdad de
Junciones resulta

«°/=1R y I»f=ja

Larepresentaci 6n cartesianadedos funcionesinversas conduce agraficossimétricos
respecto de ja primera bisectriz:

La funcion / es biyectiva, como puede probarse facilmente, y este hecho es
necesario y suficiente para que admita inversa

4.7.2. Propiedad

Una funcién admite inversa si y s6lo si es biyectiva.

1) Si una funcién admite inversa, entonces es biyectiva.

Hipétesis)/: A ~> B estal que existeg : B ->A siendog®'f~i, y f»g=/,
Tesis) /es biyectiva.
Demostracion)

a) Vemos primero lainyectividad de/
Seen X' y X" en A tales que/(x') =/(x" ). La imagen de este elemento de B por g es

*r<x ) =1
Por definicién decomposicioén, esto setraduceen

(gof)(x')=(gof)(.")

y siendo por hipétesisgo/=J,, se tiene

Es decir: x' - x", lo que demuestra que/es 1 - 1.

b) Demostramos ahora que /es sobreyectiva.

De acuerdo con ladefinicidn, debemos probar laverdad dela proposici6n siguiente
VyeB , 3 xek!'f(x)=y

Sea entonces cualquier elemento y e B; por definicion de identidad en B se tiene

> —'B (>') » Yy como por hipétesis i', =fg

Ltiene

y = (fog)y)
Por definicion de composicion

y=Ra(y))

Es decir, a expensas dey e B, hemosdeterminadox =g (y) en A, tal que/(jc) =,

Siendo/inyectivay sobreyectivaresultabiyectiva.

1) Si unafuncion esfciyectiva, entonces admite inversa

Hipétesis) /: A -»B es biyectiva.

Tesis) 39: B-»-Atalquef£«/=1i, y /°g=f,.

Demostraci 6n) Necesitamos proceder en tres etapas.

a) Primero se trata de definir unafunciéng : B -* A, de modo que se verifiquen las
restantes proposiciones de la tesis.

En este sentido, definimos

g: B-*A mediante g(y)~x si ftx) =y (1)
Tenemos que ver que (1) satisface la definicién de funcién. En efecto:

i ) Todo elementoy del dominio B tiene un correspondiente x en A, ya que, por
ser/sobreyectiva, todoy e B proviene de algin x e A.
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ii ) El correspondiente x asociado ay es Unico, por ser/inyectiva.
En efecto, s x y X' fueran antecedentes distintos de y por / se tendria
x-tx' A /(x)-/(x") =y, loque es absurdo por la inyectividad de/
b) Hay que probar queg o/ = i, .
Cualquiera que sa x en A se tiene, por definicion de composicién, por (1), y por
definicion de identidad en A

(HM = g U/(-v)l-g(y) = v = i. (X

Entonces por definicidn de funciones igudes

¢) Finalmente, demostramos quefe g - /..
Comofog: B -*¢B. paatodoy € B, tenemos, por definicién de composicién, por
(1) y por identidad en B

{foay =fgiy] =1 ) =y - i, <'>
Esdecir
I»i="B

4.7.3. Consecuencia

Si/: A > B es biyectiva, entonces lafunciéong : B - > A aque serefiere el teorema
anterior es Unic3 y, ademas, biyectiva.

S existieran dos funciones g y g que cumplieran las condiciones de 4.7.2. 11) se
tendria

g=g° . =1t «(/»l) = (27 °/)r=0,>2=«

por s=r i, neutro a derecha e igual a/o £, por asociatividad de la composicion, por ser
g'- /=i\. y porque i, es neutro aizquierda. En consecuencia.g es Unica.
I'or otra pane, de acuerdo con 4.7.2. 1) setieneestasituacion: g : B —A estal que
ntsvtf: A -*B. aendofog - i, yg-/= /,. En consecuencia, g es biyectiva.
Lafuncién.5sellamab inversade/y sedenotacon el simbolo/"'.

Ejemplo 4-20.
Se trata de probar que
/; R-+(— i . 1) definida por

X . -
f(X) - 1 ’+.|.>.<T admite inversa
De acuerdo cjr el teorema anterior es suficiente probar que fes biyectiva.

Previamente, necesitamos precisar algunos conceptos relativos a la funciéon valor
absoluto, y su conexién con lafuncién signo.
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i ) Funcion valor absoluto es laaplicacion
1 |:R-*R¢ ( siendo R¢ =R U{o})

definida por
f x s x>0

—x § %<0

Su representacion cartesiana consiste en el par de bisectrices del primero y segundo

*R.

R
ii)Funcion "signo dex" es ia aplicacion
sg: R-*Z definidapor
f 1 s x>0 o

sg(x)=< 0 s x=0
| -1 8 v<O

Estafunciényafuegraikataen el gemplo-i-3.
iii) Cualquieraque seael nimero real x, se cumple
ix! =x. sg (x)

lo que es facil de verificar teniendo en cuenta las definiciones de valor
absoluto y de signo dex.

Retomamos nuestro propoésito inicial:

a) /esinyectiva.



Seanx'y X" en A, tales que

() =10

X' * X

TTU7l = TTIPT =" *CO=«(*")

X-+x*Ix"1 = x" +x"[x'] 'y s?X')=*£(*")
*
X tx'.x"s#(X j=x"-r.r\jc'* g (x*) p,rni)

I
JC'=.t"

Osa /esl| —i.
b) /es sobreyectiva.
Sm>ee(-1,1). Si 3xeR//(x)=y. entonces debe s

i o /\i = y con %(X) = Sg(y)
Operando
X=y+HAX\ Por (1)
X=y+yxsg(X) Poriii)
X=y + xy sy(y) Por(l)
4
X — Xxysg(y)=y Por trasposicion
4
X(I — W)=y Por distributividad y iii)
X= . Puesl-|y|>Oyaquelyj<lI
Es decir

FUNCIONES INVERSAS

tal que

1-|>1
1-Lvl

Y

14+ Il - W + vl
1-wW

Esto prueba que / es sobreyectiva

Por @) y b) resulta que/ es biyectivay en consecuencia admite inversa. La inversa
es

f~' ¢ (-1, 1)-*R tal que

(%)= Ta4T
c) Verificamos que//<>/=IR
En efecto

VxeR:(£0o/)(x)=>j[/(x)] =

X
I +Ix] =x = IR (X)
T (1 +Ww) _

I +M!

d) Ademas,'/o/i = i(-1,i)

Pues
x e i'(-i,t)=» (log){x)=f[g(X)]=
X
1-w « -
1-1x]
= '(-i,i) w
Ejemplo 4-21.

Lafunciéon/: A +*> B esinyectivasi y solo si existeg: B -> A tal.queE°/="A

1) Hipotesis) /: A->B es 1-1.

Tesis) 3Jj: B-*Atalquej/o/=/,.

Demostracion) La funcién / no es necesariamente sobreyectiva, de modo que

eventualmente existen elementos del codominio sin preimagen en e dominio. Nos
ayudamos con €l siguiente diagrama
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Definimos una funciong« B A mediante la siguiente asignacion
I x s fix) = i-
i
oHv)~\
| x (Cualquier elemento fijo de A) s no
[ existe x € A tal que f(x) =y.
De este modo, todo elemento de B tiene un correspondiente en A, y ademas es
Unico, por s /invectiva.
Ahora bien, utilizando las definiciones de composicién, de g. y de identidad en
A, se tiene, cualquieraque sax e A

@« 0 =g [f =gy) =x = & 1X)

y por definicién de funciones igudes resulta

I1) Hipotesis)/: A -* B estal queexisteg: B A de modo quego/=i,
Tesis) /«sinyectiva.

Demostracion) Seen X' y X' en A taes que fix') = fix").

Entonces:  g[f(x')] = g[f(x")]

Por definicion de composicion: (g o/) (*') = (g =>1/) (x").

Por hipétesis: /, (*') = 1", (x").

Esto implica x' — X". y en consecuencia/es 1—1.

4.8. IMAGENES DE SUBCONJUNTOS DEL DOMINIO

48.i. Sen/ ; X -* Y y A un subconjunto de X. Las tir.agenes de todos ios
elementos de A determinan un subconjunto de Y, llamado imagen de A por /
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Definicion
Imagen del subconjunto A C X es e conjunto cuyos elementos son las
imagenes de los elementos de A.
En simbolos

I(AY={/(*)/*e A}

O bien
I(A)*{>+eY/3xeA A fX)=y\ -

El simbolo/(A) se lee
De acuerdo con ladefinicion
y el(A) 3 x e Ajy =f(x)

En particular, si A = X, entonces / (X) se«llama imagen del dominio por / o
directamenteimagende/ Ademas,/(#) =<j>.
Se tiene obviamente quefes sobreyectiva si y solo si/(X) =Y.

4.8.2. Propiedades de la imagen

Seen /: X -+Y y A y B subconjuntos del dominio.
a) Si un subconjunto del dominio es parte de otro, entoncesla mismarelacién vae

parasusimagenes.
Esdecir,si/: X->-Y ,ACX ,BCXyA CB, entonceses/(A) C/(B).
En efecto, sa

z6f(A)
<

* 3xeA/fix)—z Por definicién de imagen
3xeQ ! f(x) -z Porsss AL B

-efiB» Por definicion de imagen

b) La imagen de ja unién de dos subconjuntos del dominio, esigual ala uniéon de
Us imégenes.

Hipotesis) /: X-*Y
ACX y B.CX

Tesis) /(AUB)=/(A)U/(B)

Demostracién)
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""robamos la doble inclusion.
r\) Sea

ze/(AUB)

3xe A UB ;'/{*) = z

3xi(xeA v xeB) A fix)»z
%
* {3v '.wveA -f(x)=20 v (3x/xeB A [/ (X )=2)
4a

zef(A) v zel/(B)

zel/(A)U/(B)
Esdecir

I(AUB)C/(A)U/(B) (1)

2°) Usando propiedades de la inclusion y a)

ACAUB =>/(A)C/(AUB) 1
BCAUB=»/(B)C/(AUB) J A

=»/(A)U/(B)C/(AUB) (2)
De (1) y (2) resulta

/(AUBW (A)U/(B)

c) La imagen de la interseccion de dos subconjuntos del dominio esta incluida en la
jinterseccion de sus iméagenes.

Setratadeverquesi /: X-»Y,AC XyBC X,entonces

«/(AnB)c/(A)n/(B)

PREIMAGENES

En efecto, ssa
ze/(AnB)

N 3xeAnB//(x)=z
I
(3xeA/l(x)=2z) A (3xeB//(x)=2)

zel/(A) A zel(B)
il
../(A)n/(B)

Entonces
/(AnB)C/(A)n/(B)

El siguiente gjemplo prueba que no esvalida lainclusién en el otro sentido.
Sean /: Z -+N definida por

/(x) =x’
y los subconjuntos de Z
A=(-2.-3 .4} yB=102.3,4,s)

SetieneAnB = {*»} y

/I<AOB)={16}
I(A)n/(B)={4,9,16) n (4,9, 16,25} = {4,9,16}
Resulta

/(AnB)c/(A)n/(Bj

4.9. IMAGENES INVERSAS DE SUBCONJUNTOS DEL CODOMINIO

4.9.1. Concepto

Sean/: X ->Y y A unaparte del codominio Y. Un problemade interés consiste en
determinar los elementos del dominio cuyas imagenes pertenecen a A. Taes elementos
forman un subconjunto dé X, llamado imagen inversa o preimagen de A por /.
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Definicion

Imagen Uversa o preimagen del subconjunto A C Y, es & conjunto de los
elemento;del dominio cuyas imagenes pertenecen a A.
La notacion para indicar la preimagen de A por/, es/* (A) y no debe entenderse

que se indica lafuncién inversa, la cual puede no existir, ya que nada se prefija acerca
de/

En simbolos
/e A) = {xeX!f(x)e)
Esclaro que

xef't (A) <*/E*)E€ A
Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A s y soto s su
imagen pertenete a A.
Ejemplo 4-22.
Sea /@ R-*R definida por /(x) = X.
Determinamos las prei magenes de | os siguientes subconjuntos del codominio
i ~,e il 1,20i—* ** > 91

Setiene

« ) 1 <-<»- I)={xeRi fe~_
Ahorabien

/(x)e(--,, 11 ~x <—1¢>xe<i>

Resulta

PREIMAGENES

i i) Enel segundo caso

*€/" ("1.1]

I(x)e(-1.1] Por definicién de preimagen
x» e(-1,1] Por definicion de /
*
—joext<i Por definicién de intervalo
#
X «1 Puesx® > - | ,V x
M:*<1 Porque x* =jxi’
-1l<x<1 Por == |[x| < 1
xel-1.1"]

Por definicién deintervalo cerrado

Entonces (-1,1]
hi,1)
iii) Setiene

xeft  (-1.1)
/I<*)e (- 1,1)
x*e(-1,D

X* <1
*
ixl<1
i
-i<x<1

*

xe(-1,1)

Luego r' (-1,1) = (-1 ,1)

133
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*) Finamente xef*  [4,9]
f(x)e[4,9]

X' e[4,9]

*
4<x* <9

X>4 A x*<9
x\>2 A Ix|<3

xe[-3,-2] \Y xel[2,3]

xe[- 3 ,-2]U[2, 3]

Entonces
[4,9] = [-3,-2}U[2,3]

4.9.2 Propiedades de la preimagen

Sean /: X —Y y los subconjuntosA C Y.BC Y
a) La preimagen de la unién es igual ala unién de las preimégenes.

Se jratade probar que/ * (AU B)=/ (A)U/~"'(B)

L tilizamos sucesivamente las definiciones de preimagen, de unién y de preimagen
¢ . x e (AUB)*/(x) EAUB #

*e/(*)<?A Vv f(X)eB *>

<*xef-' (A) v .re/'"" (B) ~

«n . f (A)u/-*
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b) La preimagen de la interseccion es igual a la intersecciéon de las preiméagenes, es
decir
/-" (AnB)=/-" (A)n/" (B)

Razonando anal ogamente, setiene

x ef~ (AN B) < f(x) 4AN B <
i.

#/(x)eA A /(x)eB «e
(A) A xel-'(B) «
e x el"** (A)O/"" (B)
c) La imagen inversadel complemento de un subconjunto del codominio e» igual al
complemento de su preimagen
A) = 1T (A)f

' * '

En efecto
xef'" (A°) - /[(x)eA® «/(x)éA «* />
~~[/(x)eA] o -[xel"" (A)]
oxf/"« (A) < x et/" (A)f
Ejemplo 4-23.

El conjunto 2 consiste en los posibles resultados que se obtienen a lanzar una

moneda, es decir

i2=4c,s}

Se define /: 12-+ R mediante
I(<-)=1
I(i)=0

En un diagrama, lasituaciénes



Determinar /"" (-» ,X],VXxeR
Por definicion de preimagen

(-«-.Jdr]={wei2//(w)<*}

Entonces
( 4 s x<0
( Meed =< {s} si Q«.v< 1
(=, B s 0 o<x
Ejemplo 4-24.

Sa una aplicacion
/1 A-fR
Demostrar
VXER: U [~ (- «,x~2~]=Ff (-<,jt)
Para cada x e R, € primer miembro denota la unién de una sucesion de conjuntos
del dominio A. cuyaidentificacion con la preimagen de (-<» ,,) debemos probar.

i )Sea »e U ["* (—, x-2]

Por definicion Sezu;ién, 3 meN ta que
wef'' (-00.x — 2""j

Por definicion de preimagen

f(w)<x-2~" (1)
Y como

Sumando (1jy j2>
/i, i<X
esdecir: /'(>¢)e(—<»,x),
y por definicién de preimagen resulta
wef"  (-«, Xx)
Luego

U 1 (-<-.%-2-3C/"" (—.*) (3)

n=1J
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i1) Seaahora
wef* (", Xx)

Por definicion de preimagen
/(w)<Xx

Es decir: x—f(w)>0
Y siendox —/ (w) un nimero real positivo existe m eN tal que

x-f(w)>2""
Por trasposicion de términos
/(w)«x-2""

O =
3meNif(w)€(-«,x- 2""]

Y por definicién de preimagen
JffleN/wef® (~*,x™ 2""]

Por definicion de unién resulta

we U /"' (-°°,x-2""]
n=1
Esdecir

f(—xC U f (-<*> x-2~7] (4)
1

Lasinclusiones (3) y (4) demuestran la igualdad propuesta,

4.10. RESTRICCION Y EXTENSION DE UNA FUNCION

Seenf: X —»Y y A unsubconjunto de X- Definimos lafunciéng : A -* Y mediante
ia asignacion g ix) - fix) cualquiera que s;ax e A. Decimos que g es la restriccion de la
aplicacioén/al subconjunto A. y ladenotamosf =/i A.

Si g es la restriccion de/ a subconjunto A, entonces/: X -*Y esuna extension de
la funcion g sobre el conjunto X. Es claro que la restriccion de /: X -*Y al
subconjunto A es Unica; mientras que, dada unafunciéng: A -* Y, ésta admite mas de
una extensioén sobre el conjunto X que contiene a A. En efecto, sig: A Yy A CX,
entonces podemos definir una extensién deg al conjunto X, de la siguiente manera, s
jo un elemento cualquiera de Y ; definimos:

fg(x) 9 xeA
/:X-*-Y mediante /(*) =<
A s xeX—A



4-25.

4-26.

4-27.

4-28.

4-29.

4-30.

4-3J.

TRABAJO PRACTICO IV

Dados A = <j 1,2.3 vy B={0.i,2,3,g} definir por extension la

funcién /: A-* B, que asgna a cada elemento del dominio su cuadrado
disminuido en 1. Representar y clasificar/

SiendoA ={-2,—1,1,3} representary clasificar laaplicacién/: A-* Z.
tal que laimagen de cada elemento de A es el resto de su division por 3.

Por definicion, parte entera de un numero real x es el mayor entero que no
supera ax. Si e esla parte entera de x se verifica

e<x<et+l
Para denotar |la parte entera del nimero real X, se usan las notaciones ent (x) o
(]
Estudiar, representar y clasificar lafuncion /: R -* Z, definida por
/(s**) = ent(x)
Representar y clasificar la funcién mantisa, que se denota por
mant: R-*R
y se define mediante mant (x) = x — ent (x)
Representar y clasificar las siguientes funciones:
>)/:R-»R talque f(x) =x-1
u) /1 R-»[l ,~>) tal que f(xX)=x* + 1

iii) /: Z->-Q definidapor /(*)= ~°

Sean A

{1,2,3}y y B={7?,3}
Representar y clasificar/: A X B -*Z definida por
f(a.b)=3a-b
DadosA = {1,2,3ty B=(1,2,3,4} definir por unatablay clasificar
[:1*(A)->/»(B) tai que /(X)=B-X

4-32.

4-33.

4-34.

4-35.

4-36.

4-37.

4-38.

4-39.

4-40.

4-41.
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Definir aplicaciones no constantes, con los dominios y codoniinios que se
indican:

i) /:Q-*Z
ii) g: Z-vN (que ssabiyectiva)
iii) h: R-»{o, I}

Sean / : Z “*+ N definida por / (X) = X, y los subconjuntos del dominio
A={-1.-2,-3,4} y B={1,2,3,4}.

Verificar las propiedades de laimagen.

Se considera lafuncién/: R® -»R tal que f(x,y) =vy.
Dar des subconjuntos A y B del dominio, tdesque B C A y /(A -B)=
*1(.)-1(B)

Proponer dos conjuntos X e Y, una parte A C X y una funcion/: X -*Y tdes
que

i) /I(X-A)CY-/(A)

ii) Y-I(A)C/(X~A)

iii) /(X-A)O[Y-/(A)]=0
Sam/: R R definida por/(x) = x* + 1. Determinar las preimagenes de Ss
siguientes subconjuntos del codominio:

[-1,1),(--,4-U0.3].[0.3).[1 ,10j
Sea/: X -* Y. Demostrar la equivalenciade las siguientes proposi ciones:
a) /es inyectiva.
b) VA,ACX -»/-"rI(A)] = A
Lasfunciones/:Z -+ Qy £ : Q-*Zson tales que
. fO)=~+l y  g(x)=em(x) L

Definir g ° /. / ° g, y determinar ig°f)[—2),{f = g)( -y )

Lasfunciones/: A->-By£:B-»Csontaesqueg=>/essobreyectiva. Demostrar
que g es sobreyectiva.

Las funciones/: A B,g: B-*Cyh : C-*D sontaesqueg °/y h°gson
biyectivas. Demostrar que/, gy h son biyectivas.

Las funciones/: A-*B,g : B-*Cyh : G A son tales que hogvf y f» h° g
son sobreyectivas, mientras que go/oA es inyectiva. Demostrar que f,g y h son
biyectivas.
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4-42. Seen/: X -> Y una funcién, y los subconjuntos A C Xy B CY. Demostrar las
siguientes relaciones:

a) A C/-* [I(A)] D I(X)-1(A) CI(X - A)
b) fif* (B)]CB d) (Y-B)=X--/-'(B)
e) /(An/"" (B))=/(A)nB
4-4J. Dado el subconjunto A C X definimoslaaplicacion

XA : X -* R mediante

il s XeA
XA (x) =4
10 9§ xex_A
X, * llama funcion caracteristica de! subconjunto AC X.

Verificar que para todo elemento x de un conjunto X se cumplen las siguientes
relaciones entre las funciones caracteristicas de los subconjuntos de X:
") XAOBW = XA M X BW

) XAUBI*) = XA (X) + X, <> - x, 0). XB ()
4-44. Se considera la funcion / ;@ X* - X* definida por/(a, b) =(b ,a)
Demostrar que /« d =d, sendo d : X - X* la funcion diagonal.
4-45, Lafuncion/: R -*R* esta definida por f(x) = (x , - x) . Demostrar:
i ) fxy)=fe)+H(Y)
i) f{kx) = k.f(x), dondefceR
Nota: lascondicionesi )y ii) confieren a/el caracter de funcion lineal.

4-46. Sea / una funcién arbitraria de un conjunto A en R. Demostrar que para todo
numero red x se verifica

O r* (-—,x+2-")y=/-"(—.*]
n=1
4-47. Sea A es un algebra de Boole de subconjuntos de il y P es una funcion de A en
R que satisface:

il P IA) > 0 cuaquiera que ssa A
u) Pin)=1

iii) P(2 Ai)=2 P(A))
\i=1 J i

La aplicacion P, que verifica las condiciones anteriores, se llama funcion de
probabilidad; los elementos del dominio son sucesos, y .a imagen de cada uno de
ellosessuprobabilidad.
Demostrar:

a) La probabilidad del vacio es igua a 0.
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b) La probabilidad de la unién de dos sucesos es igual ala suma de sus
probabilidades menos|aprobabilidad de suinterseccion.
c) La probabilidad del complemento de un suceso es igual a 1 menos la
probabilidad de dicho suceso.
i-48. Seen un algebra de sucesos de Oy X unafunciéon de fien R. Demostrar que para
todox eR
X" (-"x)eA  *> X"' (-°°,xleA
4-49. En las mismas condiciones del gercicio anterior demostrar
X ' {—oxieAs» X" [x «)eA
4-5(1. Fn el mismo caso, demostrar
X"t (-°°.x]eA X" (x .e»)E.4
4-51. S| /: X-+Y, Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones cuaes-
quieraquessen AC X y BCX
i) I-"[I(A)lI = A
ii) /(ACIB)=/(A)n/(B)
iii) AnB-$ =/(A)n/(B)=4>
iv) BCA ==/ (A -B)=/(A)—I/(B)



Son gjemplos de leyes de composicion interna, laadiciony multiplicacionenN,Z,
Q.RyC.

Ejemplo 5-7.

Capitulo 5

LEYES DE COMPOSICION

5.1. INTRODUCCION

En este capitulo definimos, desde e! pumo de vista funcional, el concepto de ley de
composicién interna en un conjunto no vacio. Luego de proponer algunos €jemplos, se
estudian las posibles propiedades que pueden presentarse y la eventual existencia de
elementos distinguidos. Se introduce aqui el tema de homomorfismo entre conjuntos,
y su culminacién en el teorema fundamental de compatibilidad de una relacién
de equivalencia con una ley interna. Con vistas a su utilizacién en la estructura de
espacio vectorial, se definen lasleyes de composicién externa.

52. LEYES DE COMPOSICION INTERNA

Una ley de composicién interna, definida en un conjunto no vacio A, consiste en
una operacién que asigna a cada par ordenado de elementos de A un Unico elemento
de A. Esto significa que a cada objeto de A X A le corresponde un Unico elemento de
A.

Definicion

Ley decomposicioninternadefinidaen un conjunto novacio A, estoda funcion
deA X AenA.

En simbolos
* esunaley internaen A <* * 1 A® e A
Es decir

aeA A beA* >a* beA

La unicidad de a * b esta dada por la definicion de funciéon. Laimagena * b, del
par (a; b), esel compuesto de a con b.

Las siguientes tablas de doble entrada definen leyes de composicién interna en el

conjunto A={a, b,

0 abe ) abe
abe abb
t. .~ rae
V C i* b c a
cab

Eni )esb* c=a, peroenii) setieneb *,c = c. (Cuéantasleyesde composicion
interna es.posible definir en este conjunto A? Es obvio que tantas como funciones
existan de A’ en A; como A’ tiene 9 elementos, se trata de todas las variaciones con
repeticion de 3 elementos de orden 9, esdecir, 3°.

Ejemplo 5-2.
En R’ se define * mediante
(a,b)*(c,d=(@+c,b+d

Esta ley interna es llamada suma ordinaria de pares y se efectlia sumando en R.
componente a componente. Como cada par ordenado de nimeros reales caracteriza un
vector del plano aplicado en el origen de un sSstema cartesiano, resulta que el
significado geométrico de esta ley de composicién interna en R* consiste en la
diagonal del paralelogramo cuyos lados son |os vectores dados.

T -S* (vmc) *

/1 jf\a,b)
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Sjemplo 5-3.
Dado A = ( E 2, 3} se considera el conjunto T (A) cuyos elementos son todas las
eunciones biyectivas de A en A, es decir

T(A)={7j:A-* Aifjesbiyectivaj

Nos interesa cefinir en T(A) lacomposici 6n de aplicaciones, que es obviamente una
*Y de composicioén internad puesto que lacomposici6n de aplicaciones biyectivasde A
i{O A conduce aaplicaciones biyectivas de A en A.

El conjunto TIA) tiene 6 elementos, que caracterizamos a través Je K-s correspon-
dentes conjuntes iméagenes de las aplicaciones

[,={(",1),(2,2),(3,3)} =i, h«{(1,2),(2.3),(3, 1)}

li-i-(1.1),(2,3),(3,2)} f.={(1.,3),(2,1,(3,2)}

[,«{(i,2),(2,1),(3,3)} /. ={(«,3),(2,2),(3,1)}

Para componer f, con/, determinamos/, o/, mediante:

(f3»/)(1)=/,[1i(1)]*/j(D = 2
i13°/2)(21=1,[/,(2)]=/,(3)-3
(fi ¢/,)(3)=1

Resultaasi/, o/, =/, .
El lector puede completar la tabla de lacomposicidn de las funciones biyectivas de
A en A. comeen el caso del ejemplo 5-1.

S3. PROPIEDADES Y ELEMENTOS DISTINGUIDOS
DE LAS LEYES DE COMPOSICION INTERNA

Sea * unaley de composicion interna en A, es decir, * : A' — A
5.3.1. Asociatividad

* . A' Aesasocigiva<* (a* b)*c=a* (b* c)cuaesquieraque ssena. 5y c
enA.

5.3.2. Conmutatividad

* A° -»A es conmutativa oa*b = b*a para todo par de elementosa y b de A.
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5.3.3. Existencia de elemento neutro

Cabe preguntarse s existe en e conjunto A un elemento e, que compuesto a
izquierda y a derecha con cualquiera otro no lo altere. Si un elemento tal existe selo
Ilama neutro o identidad respecto de laley * de acuerdo con la siguiente definicién

e e A es neutro respecto de* -» VaeA:a*e = e a=cj

5.3.4. Existencia de inversos en una ley con neutro

Sea * unaley internaen A, con elemento neutro e. Dado ae A interesa investigar s
existe & €A, tal que compuesto a izquierda y a derecha con a dé por resultado &, El
neutro es un elemento del conjunto relativo a todos. El inverso, si existe, esrelativo a
cada elemento. Proponemos la siguiente definicion

a' e A esinverso de a e A respecto de* oa*a~a'*a — e

Los elementosdé A que admiten inversos respecto de * se llaman inversibles.

Ejemplo 5-4.

i ) Laadicion esunaley internaen N, conmutativay asociativa.

ii)Laadicion esley interna en Z, asociativa, conmutativa, con neutro 0,y con
inverso aditivo para cada entero.

iii) En R lamultiplicacion esley interna, asociativa, conmutativa, con neutro 1,
y con inverso multiplicativo para cada elemento no nulo.

iv) En e conjunto T(A) del gemplo 5-3, la composicion de aplicaciones es ley
interna, asociativa (la composicion de funciones es asociativa), con neutro
f\ ~'A» y*© ° " inverso para cada elemento. Estas propiedades son verificables
sencillamente mediante latablade lacomposicion.

5.3.5. Unicidad del neutro

Si existe neutro en A respecto de *. entonces es Unico.
Supongamos que ? y € son neutros respecto de *; entonces, por ser e neutro y por
serlo <7, tiene

e€—€e*e e*e~e

5.3.6. Unicidad del inverso respecto de una ley asociativa

Si un elemento a € A admite inverso respecto de la ley asociativa *, entonces dicho
inverso es Unico.
Supongamos que a' y a"' son inversos de a. Aplicando consecutivamente la defini-



cien de neutro, e hecho de que a' es inverso de a, la asociatividad, €l supuesto de
que @' es inverso de a, y ladefinicion de neutro se tiene

a'—a'*e=a'*(a*a)—@" *a*a —e*a =a

5.3.7. Regularidad de un elemento respecto de una ley interna

La regularidad de un elemento respecto de unaley de composicion interna consiste
en que es cancelable o simplificable a izquierda y a derecha en los dos miembros de
unaigualdad.

Definicion
L . (a*b=a*c=>b=c
ut .l ¢sreguiar i especio ue » <
{ b*a=ic*a b=c

La regularidad bilateral se llama regularidad a secas si es preciso distinguir, habra
que especificar si 1o es aizquierda o a derecha.

La regularidad es relativa a la ley de composicion, y, lo mismo que la inversion,
depende de cada elemento. Asi como existen elementos que admiten inverso, y otros
que no, aqui puede ocurrir que un elemento sea regular o no. Si todos los elementos de
un conjunto son regulares respecto de cierta ley de composicion interna, se dice que
vae la ley cancelativa o de simplificacion.

Ejemplo 5-5.

i) En(Z, +) todos los enteros son regulares.

ii) En (N, .} todos los naturales son regulares.

iii) En (R. | todos los redes, salvo el cero, son regulares.

iv) En (R, +) todos los elementos son regulares. En este gemplo de ley de
composicion interna valen la asociatividad, conmutatividad, existe neutro
(0,0) y el inverso aditivo u opuesto de todo par {a, b) es(—a,—b).

Ejemplo 5-6.

Se define * 0" ~ Q mediante a*tb = a + b+ ab(l)
Se entiende que 4- y. son lasuniay € producto ordinarios de racionales,.de modo
que (1) caracteriza una ley de composicion interna en Q.
El problema consiste en analizar las propiedades de * en Q.
i ) Asociatividad. Aplicando reiteradamente ladefinicion (1)

(a*b)*c=(atb+a.b)*c = a+ b+ ab+c + (a + b+ ab)c =
=a +b +c+ ab+ac + bc+abc (2)
a*(b*e) = a*{b+c + bc) = a + b + c+ bcta(b + c + b. ¢) =
= a-hb+c+ab+ac + bc+ abe 3)
De(2)y(3) resulta(a* b)*c-a* (b* c)ylaley es asociativa

il ) Conmutatividad. Se verificaaplicando (1) y laconmutatividad de la adicion
y multiplicacién en Q
a*b=atb+a.b-b+atb.a = b*a

iii) Existenciade neutro. Si existe e, paratodo a £ Q debe cumplirse

a*e=a
Por(l) a+e+a. e=a,esdecir: e+a. e=0.
Luego (1 +a) . e= 0ycualquieraque saa — 1, resultae=0.
|..seticncad*e-i~I>*0--i10* (1) -0= -1

Resulta entonces que existe e = 0. Por la conmutatividad. sélo hemos analizado con
e a derecha

iv) Elementos de Q que admiten inverso respecto de *. Si a e Q admite inverso,
debe existir a' e Q, tal que
a *a-e
es decir a+a +a s'=0 =»a. (1 +a) = -a.
-a
Luego, sia=+— 1. existea =

Es decir, todos los racionales, sdvo - 1. admiten inverso respecto de *.

v ) Elementos regulares. Investigamos qué racionales a son regulares aizquierda.

Sea entonces
a*b—a*c

Por (1)
a + b+ ab=atc + a.c

Cancelando a en (Q , +) tenemos
b+ab=c + ac
Por distributividad
b (1 +a)=c(l +a)
Si a T¢ -1, entonces
b=c
Luego, todos los racionales, savo - 1, son regulares respecto de *. O bien, vde
la ley cancelativa de * para todo racional distinto de - 1.

Ejemplo 5-7.

Se considera el par (A , .) siendo 'V el producto ordinario de nUmeros redles, y A
el subconjunto de nimeros redes del tipoa+b VTcon ay b racionales. Essamos
interesados en caracterizar las propiedades de esta ley de composicién en A.
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i ) El producto es ley interna en A, o equivalentemente, A es cerrado para el
producio. En efecto, sean

a=zaf¢>V7eA r> 0-c +dy/l2e A =*e

=*e a .3 = (a + bsfl). (c +dy/2) = (ac + Ibd) f (ad + bc)yfl

y comea, b, c, deQ, resultace pe A.

fi) El producto en A es asociativo, por ser A un subconjunto de R, donde se ssbe
que lamultiplicacion es ley asociativa. Debe quedar claro que las igualdades
que se verifican para todos los elementos de un conjunto se siguen
cumpliendo en cualquier subconjunto de é Sd6lo es preciso probar las
propiedades relativas a ja existencia

iii) Por lasrazones expuestaseni i), el producto en A esconmutativo

VavVOeA:a.0=0.a

iv) Neutroese= 1 + 0 . y/2, pues

O bien, si existe neutro en A debe s del tipo e — X +yyj 2, tai que para todo
a—a+ b\/Tdebe cumplirse

(atb §~2).(x+yyf2) = a + by/~2 (i)
con X ey a determinar. Efectuando operaciones:

(ax + 2 by) + (bx + ay)y/2 =a+b y/1

(ax + 2by = a
“|1 bx+ ay=b

Sia = b = 0 (1) se cumple obviamente. Supongamosentonces queay b no son
simultaneamente nulosy utilicemos el método de Cramer pararesolver (2)

A—ii i~iji" -2b-&O0 ouesay b

son «nterosno simultaneamentenul ospor o supuesto.

i a 2b\ 'e - -

Ax = j j=a - 2p
i b a |
i a a

Ay = . = ab-ab =0
1 6 6
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Entonces R Ay ”
X—=1,V="—=
A A

Es decir, existe e = 1 + 0 ¥fl

v) Todo real no nulo admite inverso multiplicativo. Se trata de ver aqui que si
a~a+byJT" 0+ 0.. /2, entonces su reciproco pertenece a A. Si existe sera
del tipo x +y tal que

X +vyl @+by?2- 1 + 0y/2

[ax + 2 bv>+ (Bx +aviV --"'"™ 0V 2
-av + =i
\bx rav=0
*
) 112 6! jal!
A,=iT*-26°¥0 , Av=; Ua,Ay= 1=
i0o a! loUi
Es decir ity a’-2b"
, resulta <> = -5 6N~ 7 ~26™ n

vi) En cuanto alaley de simplificacioén, todo elemento no nulo de A esregular,
puessia 7'0ya”™ =0!7, entonces
a3—«7=0
=»a(jJ-T)=0
=>/5-~7=0 =>0=7
Ejemplo 5-8.

Sa R """ € conjunto de las matrices reales de n filasy m columnas.
Definimoslaadiciéon de matricesen R" *" mediante

A + B = {uifl + -Cta quec, -a, +6jj ViV/

Es decir, dos matricesn X « se suman €lemento a elemento. Resulta claro que es
ta definicion caracteriza una ley de composicién internaen R " * " . que verificalas
siguientes propiedades:

i ) Asociatividad. Basandonos en la asociatividad de la adicién en R

(A+B)+C=(Kj+IM)+[cu] =
= [«, + bij] + [cu] = [(«, +b) +¢c,.] =
= [ffy + (*y +*«Q] = [l " L'y *>] =
=[**/] + (i6«l + M) = A + (B + C)



ii ),Conmutatividad. Con el mismo criterio anterior.
A+B=[iy]l +[6,]=.[ y+6y] =
= [*«+«ld = [&«] + [««] = B +A

Hemos utilizado, sucesivamente, la definicion de adicion de matrices, la conmutati-
vidad de la suma en R,y nuevamente la definicién de adicién de matrices.

iii) Elemento neutro es la matriz nula N eR"*" definida por n, =0, Vi V/,
pues cualquiera que sea A en dicho conjunto

A+N=N+A=A

iv) Inversa aditiva de toda matriz A eR"*" es la matriz B £R """ definida por
b, -—a, V (/;/"), pues

A+B=B+A=N
Lamatriz B, inversaaditivade A, sellamaopuestade A, y sedenotapor — A

v ) Toda matriz nX mes regular respecto de la adicion. En efecto
A +B=A +C,ysumando —A
-A4(A4B)=-A+(A40C)

asociando <-A+A)+B=(-A+A)+C
por iv) N4 B=Na4aC
y por i) B=C

5.3.8. Distributividad de una ley de composicion
internarespectodeotra

Consideremos el caso de dos leyes de composiciéninterna™*" y "o0", definidasen
un mismo conjunto A. Interesacaracterizar el comportamiento relativo dedichasleyes
internas en el sentido de obtener elementos del tipo (a * b) ° ¢, o bien (ao b) * c.

Definicion
" 0" esdistributivaaderecharespectode" * " siy sélosi
(@h)ye° c = (a°c*(b° ¢}
paratodaterna de elementos a, by cen A.
Ladistributividad aizquierdade" 0" respecto de"*'* quedadefinidapor
a,b,ceA =co(a*b)=(coa)* (cob)
Se dice que "0" es distributiva respecto de * s y s6lo s lo es a izquierday a

derecha
Anédlogamente se define la distributividad de "*" respecto de "o".

Ejemplo 5-9.

i ) La adicién y multiplicacion son leyes de composicion interna en R, y la
segunda es distributiva respecto de la primera. Pero la adicién no lo es
respecto de lamultiplicacion.

ii)En el conjunto N la potenciacién no es distributiva respecto de la adicion.
Aqui se define
a*b=a' ysetiem(a + b)"*a +b".
Tampoco existe distributividad a izquierda, pues

ir ' ~h-n -rn

iii) Pero la potenciacion en N es distributiva a derecha, respecto de la
multiplicacién, ya que

(a bf =a'b

Sin embargo, no lo es a izquierda, pues
(ab) + a b

iv) En P (U) launioén e interseccién son leyes de composicion interna, y cada una
esdistributivarespectodelaotra.

v ) En P (U) se consideran ladiferencia simétricay lainterseccion. En el gemplo
2-28 se haprobado la distributividad de la interseccién respecto de aquélla.

54. HOMOMORFISMOS ENTRE CONJUNTOS

Sean (R, 4-) y (R* . ), donde R es el conjunto delosredes, R el conjunto delos
reales positivosy las operacionesindicadas son la sumay el producto usuales.
Consideremos ahorala funcion

/:R-*R"
definida por f(x) = 2* D).
Se tiene entonces
/(X +y).= 2" = 2% 2 =f(x) ./O)

Basandonosenladefinicion( 1) , el producto de potenciasdeigual base, y utilizando
de nuevo ladefinicién (1), hemos probado que la imagen de lasumaen R esigua al
producto de las iméagenes en R\

Unaaplicaci6n/, que satisface estapropiedad, sediceunhomomorfismodeRenR
respecto delas correspondientesleyesdecomposicidninterna.



5.4.1. Homcimorfismo entre dos conjuntos respecto de una ley interna en cada uno

Sean los conjuntos novaciosA, A', y lasleyes de composicién interna
* LAY > A
AT > A
Definicion
Lafijacion /: A -* A' es un homomorfismo respecto de <¢ y *' s y sblo s la
imagen de la composicion en A esigua a la composicion de lasiméagenesen A'.
En simbolo?
/: A-*A" es homomorfismo respecto de * y *' »» fia * *) =fia) *" f(b)
cuadesquieraque ssenay b en A.
El concepto de homomorfismo es fundamental en dlgebra, y su interpretacion esla
siguiente:
i ) Himos definido homomorfismo entre dos conjuntos respecto de sendas leyes
de composicién interna. Las leyes internas y los conjuntos no son
necesariamente distintos. Ademas, el concepto de homomorfismo es aplicable

también respecto de relaciones que no son necesariamente operaciones. Se
tienen, por ejemplo, los homomorfismos de orden.

i i) Un homomorfismo, como objeto, es una funcién que respecta |la propiedad
que lo define.

iii) El homomorfismo/ : A -* A' proporciona una alternativa para obtener la
imagen delacomposicionen A, a saber:

A T e A
*f@

b f L)
. ftft* h) = ttal * /(Of/
S S A V' et /

‘% /

a) aeA A beA =>0*ieA =>
=>f(a*5)eA’

b) ceA A beA=>f(a)eA' A /(¢)eA!
(<) 2 (F) e A

El homomorfismo establece la igualdad de los objetos/(a* b) yf(a) *'/(£¢),y las
dos posibilidades son: componer en A y halar laimagen, o bien, hallar cadaimageny
componer éstas en A'. Como sindnimo suele utilizarse el vocablo morfismo.

5.4.2. Homomorfismos especiaes

Sea/: A ->A" un homomorfismo respectode * y *'.
i ) /es un monomorfismo si y sélo si/es inyectiva.
ii) /es un epimorfismo si y solo si/es sobreyectiva,
iii)/es un isomorfismo si y sélo si/es biyectiva.
iv) / es un endomorfismo siy s6losi A ~ A'.
v ) /esun automorfismo si y solo si / esunendomorfismobiyectivo.

Ejemplo 5-10.
Sen (R*, +),(R*** ,+)y/:R’ 2X2 tal que

I(x, ,x. ,%X,)=

Las operaciones consideradas son la suma de ternas ordenadas de numeros redes
definida por
(X, X, X)) +0>1 Ly, Ly L) = (X, HY, X, Y. X HY)

y la adicion en R*** es la definida en el gemplo 58 Vamos a probar que /
caracteriza un homomorfismo.

Sea
IO, X X )+ (Y Y V) I=H(XT 4y, X, +y,, Tty )=
fx, +y. 0O 1_1*x, O rv, oi .
’ [ ’ +!I =/(X| 1leX3)+/CV"y2-y3)
[X2+K2 x,+y,J [x. x.3 ly. v.

Ademas /es un monomorfismo, es decir, invectiva. En efecto, seen

X, 01 ii-, Oi
.i [ = i =X, =V, . X; =y .x, =y,
>*jox,1 Y. Y.i
L J L J

X, X, X)=@ .y, .y

1 2™
En cambio/no es sobreyectiva, pues A " j carece de preimagen.
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mplo 5-11.
Sea/: R->R tal que /(x) =-3x
Resulta/un automorfismo de R en si mismo, respecto de la adicion, pues
i Yfa+b)=-3.{a+b)=-3a-3b =/(a)+/(/>)
i i) fesbiyectiva, o que se prueba siguiendo el esquema del ejemplo 4-9.
El lector podra comprobar facilmente que/ : R *¢« R definidapor/(x) =x + 1, no
es un homomorfismo respecto de la adicioén.

55. COMPATIBILIDAD DE UNA RELACION DE EQUIVALENCIA
CON UNA LEY INTERNA

Seen A 4= <b , ~ una relacion de equivalencia definida en A, y * una ley de
composicién interna en A. Cabe preguntarse si la composicion de pares de elementos
respectivamente equivalentes conduce a resultados equivalentes. Si la respuesta es
afirmativa, se dice que la relacion de equivalencia es compatible con la ley de
composicion interna.

Definicion
~~ es compatiblecon * oa" a - b—b =»a* b —a * b cudesguiera que
seana.b,a' yb' enA.

Ejemplo 5-12.

Investigamos ja compatibilidad de la congruencia médulo n, respecto de la adiciéon
enz.

Seena-a A b~b' ZFnja—a A \t—Db =»n|(@a—a)+(b—Db) =»

=»>nj(@a+b—@+b) =a+b-a +b

Hemos utilizado sucesivamente la definicion de la congruencia modulo n, el hecho

de que s un numero es divisor de otros dos es divisor de su suma, suma de dos
diferencias, y finalmente la definicién de lamisma relaci6n de equivalencia.

Ejemplo 5-13.

De manera semegiante comprobamos la compatibilidad de la congruenciamoédulo n,
respecto de ;amultiplicacionen Z.

sj~a A b-~b «]la—a A nb—b = a=a +nk' A b=Db'+nk"=>
=> ab=a'b' + a'nk" + nk'b' + nk'nk" =>ab-a'b' +n (@k" +'k'b" + k'nk")
=» ab -a'b' +nk =>ab —a'b'*nk =* n\ab—ab' =* ab ~ a'b’

COMPATIBILIDAD

Ejemplo 5-14.

En el conjunto N° de todos los pares ordenados de nimeros naturales se considera
la relacion de equivalencia estudiada en € gjercicio 3-25, y la suma ordinaria de pares
definida por

(ab)+(cd) = (a + ¢, b+ €) (1)
Sean (@, b) ~(a', b') A (C,d)~(c,d) =>a+b =b+a A c+d =d+c'=*
=> (at+c) + (b'+d') = (b +d) + (@ + ') =» (a+c ,b +d)~(@4-c , b' +d)
=» (a. ¢>)'-(c,cf)~(a'¢") + (c'.£f")

De este modo resulta que la relacion de equivalencia definida en N° es compatible
con ia adicién definida en (1).

5.5.1. Teorema fundamental de compatibilidad

El hecho de que una relacion de equivalencia ss|a compatible con una ley de
composicion interna definida en un conjunto es de notable importancia, porque induce
una ley de composicién interna en el conjunto cociente, es decir, permite operar con
clasesdeequivalencia.

Teorema

Si ~ es una relacion de equivalencia compatible con laley de composicién interna *
en el conjunto no vacio A. entonces existe en el conjunto cociente una Unica ley
de composicion interna *\ tal que la aplicacion canénica<p: A es un homomorfis-
mo. Ademas, las propiedades de * en A se transfierena *' en —.

Para demostrar este enunciado consideramos | as siguientes etapas:

ALr,~
i) Sean K, y K, dos elementos de — , es decir, dos clases de equivalencia
Como la aplicacién canénica<f : A -* ~~- es sobreyectivaexistenx e A.y e A tdes

que if (X) = K, y tp{y) = K,. (1). Con esto hemos logrado pasar del conjunto cociente

a conjunto A, donde * es una ley de composicion interna, y por lo tanto x *y e A.



Ahora bien, por definicion de aplicacion canénica, jp (x * y) e — , esdecir,
<p(x*y) = K&).

De este modo, a partir de dos dasss K, y K,, hemos obtenido unaclase resultante
K,,. Paa que eda asignacion sea una ley de composicion interna en — hay que
demostrar que K,, depende exclusivamente de K, y K., y no de laeleccion de sus
preimagenes en A. En efecto, ssanx'ey'en A, talesque > (x') = K, y<fi(y') =K.(3).
Entonces, por (1) y (3) se tiene

if(<) - f) y <fi (¥)-<p(y) — x'~-x Vi=>> Xy~ ty

por la hipétesis de !a compatibilidad; y por la definicién de aplicacion canénica resulta
<p(X'*y')=sp(x*y)=Ku,,conloquenuestroproposito quedasatisfecho.
Definimos ahora

L. A A A
* ~ X ~ —— mediante

K, * K, = <) » <p(y) = >p(x *y) = K,,

Estadefinicion eslatraducci6ndeloanterior, y ademasquedaestablecido el hecho

de que la aplicacion candnica es un homomorfismo de A en respecto de * y *'.
ii) Veamos ahora que esta ley de composicion interna *' es Unica, con la
condicién de que la aplicacién canénica sa un homomorfismo. Para ello,

supongamosqueademasexiste* " en—, condichacondicion. Entonces

K. *"K, =< *"ipfy) = <p(x * y)=>p(x)  >p(y) = K, *' K,

Es decir: *" = ** por definicion de igualdad de funciones.

iii) Ademas de la existencia y unicidad de laley *', inducidaen A por larelacién
de equivalencia compatible con *, veamos que las propiedadesde * en A se

verifican para* en—.

a) Asociatividad. Supongamos que * sma asociativa €< A. Entones:

{K, *e K.) * K, = (S0 *' «><y)3 *' <p(2) - fix * y) *e <nz) =
= <pl(x *y)*Z = <p[x * (y *2)] = f(x)*'>Py *2)-
=¥>(*) *' {f(y) *' <p{”8] =K., *' (K, *'Km)

b) Conmutatividad. Si * es,conmutativa, ** también lo es. En efecto
K, *e K, =>p(x) " tp(y) = <p(x *y) = <y * x) =" (y) *' <p(x) =
= K, *'K,

c) Existencia de neutro. Si e e A es neutro, entoncesy?(€) = K, es neutro en

A
S K, *" K, =#(x) *' <p(€) =ip(x * &) = <(>(x) = K,

Y andlogamente se verificaK, *' K, = K,,
d) Existencia de inversos. Supongamos que X' s=a inverso de x respecto de *.
Entonces las correspondientes clases K,,- y K,, son inversas respecto de »'.
puess K, *' K,- ==i>(x) *' <pix’)=f(x » x') = ~p(e) =K,
Anédlogamente se tiene K, *' K, = K,..

Ejemplo 5-15.

Consideremos en Z la adicion y la multiplicacion. Sabemos que la congruencia
modulo n es compatible con estas leyes internas, de acuerdo con los ejemplos 5-12 y
5-13. Fijemos en particular n = 3; e conjunto cociente es ahora el de las clases de
restos moédulo 3. es decir, Z, = { 0, 1. 2}

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad, existen en Z, sendas
leyes de composicion interna, Unicas, tales que la aplicacion canénica\p:Z-+Z, es un
homomorfismo. Las leyes inducidas se Ilaman, respectivamente, sumay producto de
clases, que simbolizamos con ©y ©. Lastablasde estas leyes internas en €l conjunto de
lasclases son

9 0 12 ©
0 ol 2_ 0
1 Il ® !
2 201 2

Laconstrucciondeéstassebasaen el teoremafundamental ; por ejemplo

PAa v d)*Ac)= tfii + 2)* A(3)eip0) = o

En la practica, dadas dos clases, se suman sus preiméagenes en Z (0 bien se
multiplican, segin sea el caso); la suma obtenida se divide por 3, y se propone como
resultado en Z, la dase correspondiente al resto de la division. El esquema que
proporciona la validez de este mecanismo consiste en la aplicacion del teorema
anterior.

Ejemplo 5-16.
Con analogo criterio construimos las tablas de adicién y multiplicacion de las clases
de restosmoédul 0 4, y obtenemos



+ 0123 0123
0 o0l 23 0 0000
1 1230 i 0f 23
2 2 301 2 0 20 2
3 3012 3 0321

Nos decidimos por denotar con los simbolos +y . lasumay el producto de clases, y
nos interesa caracterizar las propiedades de estas operaciones en Z, y en Z,. De
acuerdo con € teorema fundamental, toda propiedad de la suma en Z se trasfiere ala
sumaen Z, y Z, y lo mismo acune con el producto. Sabiendo entonces que la adicion

-Orlnuiutiva y asociativa en Z también lo es 1 *nm” -1 P s¥¢»=> TI"*Q e
demostrar. Ademas, corto O es neutro para la adicion en Z. resulta O neutro para la
suma en Z, y Z,. Por otra parte, como todo entero tiene inverso aditivo, la misma
situacion se presenta con toda dase de Z, y de Z,. La multiplicacién en Z es
conmutativa, asociativa y con neutro igual a 1; en consecuencia, |0 mismo ocurre para
la multiplicacién en Z, y Z,, sendo el neutro 1. Avanzando un poco mas en la
interpretacion del teorema fundamental, se dice que toda propiedad de * en A, se
trisfiere a *' en A; pero el teorema no establece que si una propiedad no se cumple en

A

A entonces no se cumple en—. Veamos esto alaluz de los dos gemplos 5-15 y 5-16.
Se sabe que, en Z, elementos no nulos dan producto no nulo, o lo que eslo mismo: si
el producto de dos factores es cero, entonces alguno de los dos es cero. Esto se traduce
diciendo que en Z no existen divisores de cero. Pero, por 1o anterior, si en Z no existen
divisores de cero no se deduce que no existan en el cociente. En efecto, basta analizar
la tabla de h multiplicacion de dases paraver laexistenciade divisoresde ceroen Z,,
ya que 2.2 =0. Es decir, existen elementos no nulos que dan producto nulo. En
cambio es féacil constatar que en Z, no existen divisores de cero. Mas adelante
demostraremos que para la no existencia de divisores de cero es condicién necesariay
suficiente que el médul o de la congruencia ssaprimo.

50. LEY DE COMPOSICION EXTERNA

Se presenta a menudo la necesidad de operar con elementos de dos conjuntos, de
modo que la composicién sea un elemento de uno de ellos. Esta situaci6n es una de
las caracteristicasde laestructurade espaciovectorial .

Sean dos conjuntos A 'y egte Ultimo llamado de operadores.

Definicion

Una ley de composicion externa definida en A, con operadores de 12, es toda
funcion de if X A en A.

Usualmente, una ley de composicidn externa en A con operadores en £2 se denota
mediante y sude llamarse producto de operadores de iipor elementos de A.
Ensimbolossetiene

"." esley externaen A con operadores en [2«s . : 12 X A-»A

Mediante esta funcién, la imagen del par (a; a) se escribe a. a.

Ejemplo 5-17.

Si A esé conjunto de los segmentos contenidos en un planoy N es & conjunto de
los nimeros naturales, unaley de composicién externaen A con operadores o excaares
en N esel producto de nimeros naturales por segmentos del plano.

Ejemplo 5-18.
Sean R° y Q. Definimos producto de nimeros racionales por pares ordenados de
numerosreales, mediante
a.(@a,mP=(a.«,a.b)

La igualdad anterior determina una ley de composicion externa en R* con
operadores en Q. Notamos aqui que el mismo sgno "." aparece en la definicion
anterior con dos significados distintos: en el primer miembro se trata del producto de
racionales por pares ordenados de reales, y en e segundo miembro consiste en el
producto de racionales por reales.

En particular, si el conjunto A se identifica con ii la ley externa se vuelve interna.

Ejemplo 5-19.
Consideremos ahora R"*" y R. Vamos a definir unaley de composicion extemaen
R"*™ con escdares u operadores reales, mediante

a A =a.[ajj] =[a «-/] cudesquieraque seen aeRy AeR"""

Se tiene asi e producto de numeros redes por matrices nXm, y se rediza
multiplicando cada elemento delamatriz por el nimeroreal.

Ejemplo 5-20.

Si R [X] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes redles, y el
conjunto de operadores es R, entonces el producto usual de numeros reaes por
polinomios es unaley de composicién externaen R [ X] con escdares en R.

Pero si el conjunto de operadores es el de los niumeros complegjos, el producto usua
de complejos por polinomios de R[X] no es una ley de composicion externa, pues
dicho producto no es siempre un polinomio real .



5-21.

5-22.

5-23.

5-24.

5-25.

5-26.
5-27.

5-28.

y 29.

5-30.

5-31.

TRABAJO PRACTICO V

En Z se define * por medio dea * b - 2 [a 4- b). Estudiar ias propiedadesv la
existenciade elementos distinguidos.

\
Demostrar que si existe elemento neutro respecto de una ley de composicion
interna, entonces es Gnico.

Formar la tabla de la composicién de aplicaciones biyectivasde A = (I ,2, 3}
en si mismo.

Demostrar que el inverso del inverso de un elemento, si existe, se identifica con
dicho elemento.

Demostrar que si a y b admiten inversos respecto de una ley asociativa, entonces
< verifica

(a* by = b'*a
Estudiar las propiedadesde * : Z° -* Z tal quea * b=a + b +4
Determinar si la congruencia médulo 2 es compatible con *, en e caso del
gercicio anterior.
Andlizar las propiedades y elementos distinguidos de * : R -vR definida por
3*6=0.
Redlizar <1 mismo andlisisconrelacion ai: 0* X Q*-M}*.tal que.Y iv - X *e ~~ |

siendo Q* --» Q--~0}

En R se considera la ley de composicion interna * que asigna a cada par
ordenado de redes el minimo de ios dos. Estudiar sus propiedades.

El conjunto R*, donde | es el intervalo cerrado [ 0, 1], consiste en todas las
funciones de | en R, es decir

R ={///ss | - R>

En R' se define la suma de funciones mediante (f+g) (x) = f{x) +g (x)
para todo x el. Estudiar las propiedades de esta ley interna.

5-32.

5-33.

5-34.

5-35.

5-36,

5-37.

5-38.

5-39.

5-40.
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Confeccionar la tabla de la composicién de funciones del conjunto S, donde
S={a, b).

Lafuncién/: R* ->Resunaley internaen R definidapor/(a, b) - a + ti'.
Verificar que no es asociativa ni conmutativa, ni admite neutro.

Se sabe que * es unaley de composicion interna en A, que satisface
Va, Vb \VcVd:(a*b*(c*d~((@=*c)* (b*d
Demostrar que * es asociativay conmutativa, s existe neutro.

tn Q* sedefine* tal quea* b - 3ab. Verificar que* es asociativa, con neutro,
conmutativa, y ademasiodos ios elementos son inversibles.

En R' se define el producto de funciones por medio de (/'. g)ix) =f{x) -gix)
cualquiera que sea x el. Demostrar la asociatividad, conmutatividad, existencia
de neutro, y la distributividad respecto de la suma de funciones definida en el
ejercicio 5-31. .

* es una ley de composicion extema en C con escdares readles, es decir:
* D RX C-»Cta quea*: =a.z Verificar las siguientes propiedades:
iYa*b*:)-(@b*z

ii)y(@+b)y*z=@*2+(b*2

iii) a* (z+ew)—(@a* 2+ ((@*w)

Se consideran R* con el producto y R con la suma Probar que la funcion
/: R* %« R, tal que/(x) = log, x, esun morfismo biyectivo.

Demostrar que la aplicacion/: Z < — 1,0, 1\ es un morfismo respecto del

producto en ambos conjuntos, siendo f(x) — sg(x).

En N se definen lasleyesde composicioninterna* y o mediante
X *y=X
X»>» _x +V

Investigar las disiributividades de * repedo de &



Capitulo 6

COORDINABIUDAD. INDUCCION COMPLETA.

COMBINATORIA

6.1. INTRODUCCION

En esta seccion se propone a lector € estudio de ja relaciéon de coordinandidad o
equipolencia entre conjuntos, sobre la base de un tratamiento funcional, y se
introduce como derivacion natural el concepto de nimero cardinal de un conjunto.
Por esta via se define el nimero natural, pero el estudio de las operaciones y
propiedades se desarrollard sobre la base del sistema axiomatico de Peano, en el
capitulo siguiente. En conexién con N, se da el principio de induccién completa con
vistas a la demostracién de propiedades en las que todo estudiante de un curso basico
cebe gjercitarse. Asimismo, se trata un tema de vastas aplicaciones en matemaéatica
demental y en Probabilidades;, tal es el caso de la combinatoria simple y con
repeticion, lo que se reduce, en Ultima instancia, alano fécil tarea de saber contar los

Cementos de un conjunto.

6.2. CONJUNTOS COORDINABLES 0 EQUJPOTENTES

6.2.1. Concepto

Sea U un conjunto. En P (U) definimos la siguiente relacion: "dos elementos de
P[U), es decir, dos subconjuntos de U, son coordinables si y so6lo si existe una
bjveceion del primero en el segundo".

Simbélicamente

A~B «3/:AH>B// esbiyectiva (1)
Esta relacion satisface

i > Reflexividad Todo conjunto es coordinabie a si mismo.
Sea AeP (U). Como existe

iA :A-»A, yesbiyectiva," por (1) resultaA ~A.

ii ) Simetria. Si un conjunto es coordinabie aotro, entonces éste es coordinabie

a primero.
Sea A ~B. Entonces 3/: A -* B jfes biyectiva
Por 4.7.2. 11), ssbemos que/admite inversa, es decir

3/"" :B->A//* eshiyectiva,

lo que significa, por(l), que B~A.
iii) Transitividad. Si un conjunto es coordinabie a otro, y éste es coordinabie
con un tercero, entonces el primero es coordinabie con el tercero.

Se trata de probar
A~by B~-C =»A—C

Demostracion)
A~B A B-~C Por hipotesis

3/:A-*B A g:B-*C/fyg sonbiyectivas. Por (1)

3go/': A-*C. go/ eshiyectiva. Porquelacomposicion de funciones
bivectivasesbiyectiva. segiin4.6.5.

i
A~C Por(l)
Ahora bien, de acuerdo con e teorema fundamental de las relaciones de

equivalencia, existe una particién de P (U) en dases de equivalencia, las cudes reciben
el nombre de niumeros cardinales de los subconjuntos de U.

Definicion
NuUmero cardinal del subconjunto A C U, es la totalidad de |os subconjuntos de
U que son coordinables aA.
En simbolos

C(A)={XeP(U)/X-A}

Se tiene
c(A)=c(B) A~B
En particular ¢ (0) = 0. es decir, denotamos con O el numero cardinal del conjunto

vacio.
SiaeU, entonces c{{ a}) = 1.

Siay beU, entoncesc ({a . bj) = 2.



Es decir, los nimeros cardinales de las partes finitas y novacias de U son nimeros
naturales.

ConN, denotamos el conjuntoN u(o} .
Ejemplo 6-1.

Se trata de probar que N y Z son conjuntos coordinables.
De acuerdo con la definicion, es suficiente proponer una funcion biyectivadeN en
Z, olo que es lo mismo, de Z en N, por lasimetriade larelacion. Paraello definimos

/: Z ->N mediame

i'zv s x>0

\-2x4-1 s v<0
Larepresentacion cartesianade/ es

4
g--c-m - LN
!
; 4-;- ......... —
5 1
y 1
)
!
1 3 !
X - h
1 ! 1
t i b
t 1 ]
T
: ! N '
; . ' '
. ' 1e ! !
! 1 : X
j : ' 1
1 1 r L
el ’u ’1 ’ll ,h ,J‘ >
-3 - -1 0 1 2 3 z

y €l lector puede eompiota: que f ;i hiyecwa. ka consecuencia Z y N son
coordinables o equijpotentes.

6.3. CONJUNTOS FINITOS Y NUMERABLES
6.3.1. Conjunto finito
i ) Definicion

Intervalo natural inicial I, esel conjunto de losn primeros nimeros naturales.

ii) Definicion
Un conjunto es finito si y sdlo si es vacio, o coordinabie a un intervalo natural
inicial
A esfinito o A~<j> V 3neN/A-~1,.
iii) Definicion

Un conjunto es infinito si y sélo si no es finito.

Los nimeros cardinales asociados a los conjuntos finitos son e 0 o los nimeros
naturales. Los nimeros cardinales correspondientes a los conjuntos infinitos se llaman
trasrinitos, Ej namero cardinal de un conjunto especifica la "numerosidad" de los
elementos del conjunto, o lo que eslo mismo, su potencia. En el caso de ios conjuntos
infinitos existe unajerarquizacion relativaasus nUmeros cardinal es, como veremosmas
adelante.

6.3.2. Conjunto numerable y sucesion
i ) Définicion
Un conjunto es numerable si y sélo si escoordinabieaN.

A esnumerable <t A ~N «> 3/: A -»-N//esbiyectiva.

Un conjunto infinito no coordinabie aN se llamano numerable. Para indicar que un
conjunto puede ser finito o coordinabie a N, sude decirse que es "a lo sumo
numerable”.

ii 1 Propiedad. Un conjunto es numerable s y s6lo si sus elementos constituyen
laimagen de una sucesion.

S A es numerable es coordinabie a N, y esto significa que existe una funcién
biyectivade N en A, esdecir, unasucesi 6n de elementos de A cuyo conjunto imagen es
exactamente A.

Larepresentacion de A esentonces

A«(*i.ai.. A u)
i
Reciprocamente, a A es del tipo <1 i, entonces es coordinabie a N* mediante la
asignacion/(n) — a,. y en consecuencia es numerable.

Ejemplo 6-2,
j 2 3 1
i ) El conjunto A= <-j , — , — ,...>es numerable, por s la imagen de
la sucesion

/: N-*A definidapor /(n)= e


file:///-2.x

jii ) La union de dos conjuntos disjuntos, uno finito y e otro numerable, es nu-
merable.

Sean A finito, y B numerable, talesque A n B =<p.
a) Si A esvacio, A U B =B, y por lo tanto launién es numerable.

b) Consideremos el caso en que A es finito y no vacio. Entonces es coordinable a un
intervalo natural inicial 1, , y puede denotarse

A ={a,.a, ... .a\
B =/¢>,.&,____ b, . X
Se tiene
AuUuB=(a,fl,,__., bb, .
v 3
Definimos

/: AUB-~N por medio de

@i Si X = aj
I(*)= <
n+i sx—Dbj

E; facil ver quel/es biyectivay, en consecuencia, AU B *~N, con lo que la propiedad
queda demostrada.

El mismo N es numerable, teniendo en cuenta la reflexividad de la relacion de
coordinabilidad. De acuerdo con el ejemplo 6-1, también Z es numerable, es decir,
ambos tienen el mismo numero cardina trasfinito, o sea tienen "el mismo
numero de elementos”. El numero cardinal de N, introducido por George Cantor, es
~c aeph cero, lo denotaremos con a. y escribimos

c(N)=c(Z)=a

n el gjemplo 4-10 se demostr6 la biyectividad entre N y P, siendo P el conjunto de
los nimeros pares positivos, es decir: P~N, y por consiguiente tienen el mismo
numero cardinal. Puede escribirse ¢ (P) = a. y se dice que el conjunto de losnimeros
naturales pares es equipotente aN, a pesar de sar una parte propia de N.

Esta propiedad es caracteristica de todo conjunto infinito, en el sentido siguiente:
"un conjunto esinfinito si y sélo si es coordinable a una parte propia del mismo".

A esinfinito *» 3 XS A/ X-A

6.4. INDUCCION COMPLETA
6.4.1. Concepto.

El principio de inducciéon completa proporciona un método de demostracién por
recurrencia, de vastas aplicaciones en matematica. No es constructivo, en € sentido de
generar propiedades; pero hace posible la demostraci 6n de éstas cuando son relativas al
conjunto de losnumeros naturales.

A fin de tener unaidea intuitivade dicho principio, consideremos €l siguiente caso:
supongamos alineado el conjunto de todos los alumnos de una escuela; se ssbe ademas
que. st un alumno habla, entonces habla el siguiente. Interesa determinar cuél es la
condicién para asegurar ,uc en un momento dado, estén hablando todos los alumnos.
Esobvio quepara que se dé esa situacion es suficiente ver que el primero esta hablando.
En ese casn se trata de investigar la propiedad que podemos enunciar asi: "todos los
alumnos estan hablando”, y para asegurar su verdad se requieren las siguientes
condiciones: )

i )'El primer alumno habla.
i1) Si un alumno habla, entonces hablael siguiente.

Extendiendo el caso a una propiedad P, relativa a conjunto de los niumeros
naturales, queda asegurada la verdad de P para todo niN, si se verifican las dos
condiciones anteriores, que se traducen en

i YP(l)esV.
ii)SiP(h)esV,entoncesP (h+1} esV,

Llegaremos a la demostracion de este principio, llamado de induccidn completa,
sobre la base del principio de buena ordenacion, que segin 3.9.7. admite el siguiente
enunciado: "todo subconjunto novacio de N tiene primer elemento”

6.4.2. Teorema de induccién completa

Si S es un subconjunto de N que satisface
i) leS
ii) heS =» h + I'eN
entonces S — N.
En otras palabras: "todo subconjunto de N que incluya a 1, y a siguiente de h
semprequeincluyaal h, esigual aN" .
Hipétesis) SCN
i) leS
ii)6eS=*ft + leS
Tesis) S=N.
Demostracion) Es suficiente ver que N C S, y para esto basta probar que €
subconjunto S' de numeros naturales no pertenecientesa S esvacio; o sg, de acuerdo
con la definicidn de inclusion es falso que haya algun natural que no pertenezcaa S.
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Suponemos que S ¥= i>. Por tratarse de un subconjunto no vacio de N, de acuerdo
con el principio de buenaordenacioén, existe el elementominimomesS' (1)

Por hipétesis, 1 e S, y como los elementos de S' no pertenecen a S, esm ” 1. Por
otra parte, sendo m natural y distinto de 1, setiene

m>1
y. en consecuencia m—1>0.

Comom—1<m, porsarmel minimode S, resulta>n ~ \ cS
Ahorabien, de acuerdo conlahipétesisii)

ieS=»>(w—1)-r1l¢s

Esta proposicién es contradictoria con ti). Luego N ,. ..., . , Wosresis
Sc: N, resultas - N.

6.4.3. Principio de induccion completa

S P («) «nafuncién preposicional, dondeneN. s, , , .. .. que P (1) esverdadera
y. ademaés, delaverdad de P (h) sededuce laverdad do 1» {/, +. ~,, . ..... pP()e
verdadera para todo n.
Hipotesis) P(l)esV

Vh :P(A) =» P(A + 1)

Tesis) Vn: F(n)esV.

Demostraciori)
El subconjunto S de nimeros naturales pan» los cuales P («) es verdadera,
contiene al 1, y al dguiente de A siempre Q... ,..... el Lireso
el teorema 6.4.2., S= N. Es decir, P(n) esV p,, , todo neN '

Xota:

La demostraci6n de una propiedad relativaaN, , . induccién completa serealiza
probando la verdad de las dos proposicionesde la hi pétesisdel teorema anterior
Ejemplo 6-3.

Demostrarnospor i nducci 6n completa:
a) Lasumade | osn primeros nimeros naturaleses '*'"'

Esdecir. V neN severifica
S,=i+:+...+«="J" LL

i ) Debemos probar que la propiedad se verifica para n- 1. En este caso la
suma se reduce a primer término, y setiene
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ii) Demostramos la verdad de la implicacion de la hipétesis del principio de
inducci6n completa, esdecir, el siguiente teorema

Hipotesis) w =, 2+ ...+A-A_JL%ilL

s, S, =1+2+ ... A (A . 1)=JEx'\* 2L "

Demostraci6n) Teniendo en cuentalahipoétesisinductiva, el primer miembrodelatesis
< trasforma en
h (h+1)
S,u=!+:i+ . +N+(t+ll-s +ft+1)=— V— " +1>

Reduciendo acomuén denominador, y por distributividad

_h (h+Dh+1 (h+1 A+1 (A+2
[S g T [PR—_—— 2
t
Resulta entonces la féormula anterior, valida para todo numero natural n.
De acuerdo con e€lla, la suma de los 10 primeros nimeros naturales es
sin— Lo .

b) Probaremos ahora

w12 337 Yo+ 1)  n+1

i)._1 - clsy -y - L,
ii) P(/i)esV =» PIA + DesV
Hipétesis) S, = y™-j-

A+1
Tess) S,..i=-~"TT
Demostraci 6n) Procediendo como en el caso anterior
J. 1~ A .
Si-i - " % ~2."T * «|[/1T1! il; +e Q)«ft + 2)
1 _ A J
~*" A+D)A+2 " A+ A+DA+2) ™

_ AA +2)+1 h +2A +1
- A+D)A+2 A +1)(A+2

_ (A-fIf A+
~ 4A-4-t)r(A + 2) A+2
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6.5. EL SIMBOLO DE SUMATORIA

6.5.1. Concepto.

En muchas situaciones se presenta la conveniencia de abreviar la notacion de una
suma cuyos términos admiten cierta ley de formacién. En este sentido es util la
introduccién del simbolo de sumatoria: 2.

Si aj es un nimero real que depende del indicei, paraindicar lasumaa, +a, +a,
s
+a, +aj escribimos 2 aj.
1=1
n
Si el indice es variable dede 1 an, lanotaciéon 2 aj significala suma abreviada de

lesn términosi, + a, +a,, Yy selee "sumatoriadeaj con/variandodesde 1 a
n'.

El desarrollo de una sumatoria se obtiene asignando a i, cada uno de los sucesivas
valores de su rango de variacion, y sumando los términos asi obtenidos. Por jemplo

fiz=12*+2"+3" +4°
«=1
Ejemplo 6-4.
Desarrollar las siguientes sumatorias:
o Gill o+ izit @-D¢
i=l
=~14
3 4
b) f 2.1 .. 2.3 2»
=i i+l 14-1 +1 341 n41
4 2n
= 14-~ £
'"'n41

I 0-1) =(1-i)+(2-1)+@B-1)=

=04-14-2 =3

Aquisetieneaj—aVi.

ioo - 1 .
e) 2 1 =L+ L' '(.,A'tl: 100
706

o | ditL _ i . o0 - 4 - - 4
" H=0 k+2 2 4 5

Ejemplo 6-5.

Expresar como sumatorias las siguientes sumas indicadas:
5

b)!-3 + 5, 74-"4-n=1, 2i-1)=t,C."+n

C) 1 +8+274-64= 2, i’

d2+ - | + + + -5

T T

6.5.2. Propiedades de la sumatoria

i) Z [aj +b)=1i a,+2 bj
i'=l i=l i=l

En efecto, por definicién de sumatoria, conmutatividad y asociatividad de la suma

en R, setiene

2 (a +bi)
¢

(a, 4-6,) + («, +6,) + ... +(«, +6,)=

I
N
2
+
N
=

n n
ii) 2 (aa)=a2 a dondeaes constante.
i:i . 1=1"
Por definiciénde sumatoriay distributividad resulta
2 (aaj) = a at+a aj + +aa, =
=a@ +a +... 4-a,)= al aj
i-i
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Ejemplo 6-6. Nota:
Reducir En términos de sumatorias, las férmulas demostradas en € ejemplo 6-3 se traducen
en
2 X +1)y'=£ X +2+1)= £ X +f 2x,4-21 =
f=I 1=1 i=I 1=1 i=l a)i2_I |=i"§lL
il n -
=2 X +22 xj+u " 1 n
=l =l Dbi T(FATr ~T 4T
Ejemplo 6-7.
Dados « mmeros redes Xj. ,t. . .. x,.sedefine el promedio X ix rava) mediante Ejemplo 6-8.
Demostrar por induccién completa
Ti +v-. + [iAl 1) 3_ n"<n+1r
i it/ 4
Comprobai que i) n=1=2 =l =1 1.4 12.(141)
i=1 4
2 {v,-X)=2 *; -»X'
1= il y laférmula esvélida paran = 1.
Se tiene
2 (e-X)'=2 (X -2Xx,+X?)= n) Hipotesis)y 2 r =——=" '—
i=I i=1
=2 Xx*-2 2Xxji42 X°'= Teds) 2 i };
: . 1=1
i=l i=l 1=1
Demostracién)
1=1 i=i *q " ho(h+ii
. . . . - . i=l i=1 4
Hemos aplcado el desarrollo de un binomio, laspropiedadesi )y ii),y el gemplo
6-4d). AT+ 1) A+ ) . h+4(A + 1)
Ahorabier, por (1) . Ve« 4
n Jr 4464-4 , (h 41)® (X4 2f
Z Xj~nx
que sustituidc en (2) conduce a Ejemplo b-9.
Demostrar que la suma de losn primeros numeros naturales impares, es n’.
2 (X, X} =2 xf-2X«S+«X = La expresion de un numero natural impar esdel tipo(2i — 1) conieN.
i=1 i= | Entonces
= 2 x}-nX? S, =2 (2i-1)=143 45+ ... 4(2K-1)

«=l

Estaf6rmilaesdeaplicacionfrecuenteen Estadistica. siendo (2n — 1) el «-simo ndmeroimpar.



Debemos probar que P (n) es V, cualquieraque sean, apartir de 3. En este caso, es
i) M=1=>Si=272/-1)=1=V posibleaplicar el principio deinduccién, demostrando
i i) Demostramos

i Y)P(3)esV
S,=A" =>S,, =(A+1) ii)P(i0 = P@A + 1)
En efecto a) Ssan —3.
Sh+l =S +(2A + 1), donde (2 A + 1) esel nUmero impar de lugar (A +
Aplicando lahipdétesisy efectuando operaciones sh
S, =A* +(2A+ 1) =(A+1)* b) Hipotesis) h>1 +~)
_\i h*|
Ejemplo 6-10. tesis» n+\>( 1 . --, ~ |
Demostrar Demostracion)
5 _y 2=2"*"—2
"=t
i) K=1=*S,f=_{; 2= = 2=4.2=2% _D Por otra parte
. JIl—<_L =1+- i—<j+— =¥
Esdecw,P(I)esV. A+ 1 A A+ A
ii) Setratade probar que
‘h - - N — -
Demostracion)
= ‘=242 + .. +2% +2*%7 =
Swes |Z:i 2'=2+2 2 2 De(1) Y (2
=S, +2*%" =2""" -242*7 P . L
_ ‘ i rrr <li+-f-> (i+inrr
=»S,. i =2 + 2% -2 \% A+ - n Ay v A+1]j
Lareducciondelosdos primerostérminos conducea Por hipotesis

S,..=2.2""-2

y por producto de potencias de igual base resulta Multiplicando lasdos ultimas desigua dades, después de cancelar, nos queda

i A h+1 ” 1 \

como queriamos. (¢ T+TI <H' - TTTJ

Por distributividad
Ejemplo 6-11.
Demostrar que

1V
n>§,1+F1 vVn>3 Como A<A + 1 - *-r~<| "*" " JTXT"" i
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Por transitividad, de (3) y (4) resuita Nota: i
Ch+l Es claro que lafuncion factorial no es sobreyectiva, pues existen naturales que no se
identifican con el factorial de ninguno; tal es el caso de 7, que carees de preimagen en
(l + T + T ) < H + 1 NO.

Por otra parte, para e calculo, es muy Util tener en cuenta, de acuerdo con la

66. LA FUNCION FACTORIAL deflnl.aon, que el_factorlal de un ndmero es igua al producto de dicho namero por el
factorial del anterior.

6.6.1, Definicién Asi, 7' =7 6 =7 .6.5

Funcion faitorial es la aplicacion Ejemplo 6-12.

/: No — N detinida por Verificar la igualdad

Cf<g=i _n [ i
(n +1)" -~ w1~ in+ i)
N6+ 1)=(6+1)./ (6) Uh> 1 En efecto
El simbol terfstico de la funcion factorial es !, en lugar de/ ibe 6 | o 1 .oon+1
_ snp oqcarac eristico de la unu_on actorial es !, en lugar de/, y se escri ! < (n+ 1! («cr)nt’ (n+1)!
paraindicar/i6) De este modo.lo anterior se traduce en
(o =1, )
11 =1 n+i 1 _n+1_. n
6+ 1! =(6+ 1).6!
La expresion 6! se lee "factorial de 6" o "6 factorial". 6.7. NUMEROS COMBINATORIOS

L . . : N .
Lafuncidnfactorial, esno inyectiva, puesO0”~ 1 y 0! = 1! 671 Definicion

0.6.2. Propiedad Seen |os enteros no negativos ny Kk, tales que n>k. Llamamos niimero combina-
El factoriad del nimero natural n> 2 es igua a producto de los n primeros torio "n sobre k", a simbolo definido por
ndmeros naturales. V&l
M =1.2.3 ... n=«(n-1).(n-2) . . 3.2.1 V kl K\ (n-kY.
Lo demostramos por induccion completa Los elementos de un nimero combinatorio se |laman numerador y denominador.
i ) S n- 2, entonces por definiciéon se tiene > e mory _ J76.S.4! 1.6J_ _
\iJ irgroo T 4! 375.1
ii) Hipétesis) 6! =1.2.3 (6-1).6 Se presentan | os siguientes casos especiales.
Tesi§) (6+ 1) =1.2.3 6. (6 + 1) Mo _ o fari n n(»-1)!
esis +i)! =1.2.3 . . . 6. (6+
Lo/ ~ o 0 ~ \1j 1 -1yt «-1)r "
Demostraddri) ° ! (n-1) ( )
Aplicando a primer miembro de la tess la definicion de factorial, y la hipdtesis " o . n'.
inductiva, setiene CoJ = "OITTI C. n o
(ft +1) =(6+1).6! =(6+1).6.(6-1) . . 3.2.1 (« + N«! ot

con lo que el teorema queda demostrado. v.onJ AU



6.7.2. Propiedades de los numeros combinatorios

Si dos numeros combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus
denominadores coincide con aquél, se llaman nimeros combinatorios de 6érdenes

complementarios. Por ejeniplof”l v (1 ).

i ) Dos numeros combinatorios de érdenes complementarios son iguales

\k) ~ h\ (nk). " (n-k\ k. ~ {n-kJ
ii) La suma de dos numeros combinatorios no es, en general, un nimero
combinatorio; pero si tienen igua numerador y denominadores consecutivo*
vae'laféormula

'n-1 (n - 1\ fn\
kK 1 "1 k I3~ U]
En efecto
fn-l \ , r, -r . (n - ! («-1)1
k-1 .ok (k-1 [in-1)-<a -1 -kl (n -\ - K\
(»~D! + (n - 1)
ik - I («-£)! fd (,-*-1)!
= * 't~ DI N (n-k) (»-1j!
(k-\y. (n-k)! K\ n-k (n-k-1)! ~
=i — + <"~ % AR
(« = oy (et
= *ifLz e)e_+_(«-*).("." ~ NI . (» - 1y. (k +n-H\
n (n-\)W\ _ n\ . fn\
Kookl * (<) Loy
Ejemplo 6-13.

i ) Formamosel "triangulo" de Pascal

0,

(i) C

C) D
a @O 'G) Ow.

Los elementos extremos de cada fila valen 1, y cada nimero combinatorio restante
de acuerdo con lapropiedad ii ), es la suma de los dos que figuran sobre él.
ii) Probar
y.nj In-i/U-1/ vn-\J wvil-1/

Es decir
fm A _m-n*i fm o ("

Aplicando reiteradamente la propiedad ii) se tiene

uJ U—L* - nJ",«-1 U-1"" «
, 7 -ly \V«—1L n-1- «
vii-1." \n-1 V-l.' ooy
x«—1) L «—1J .n 1 n-\.0 U-I.
iii) Demostrar

- «<t-1)(n~2).. . ¢t-k+1

U J "
Aplicando la definicion y la nota que figuraen 6.6.1, tenemos
fn' jta nin—\)}n - 2. An -k 4 \(n-k)<.
KkJ~~k'{n-ky. "' K'.(n-k)".

Despuésde simplificar queda
r,\ n<t -1 (/i -2)...DI -* + 1)

6.8. POTENCIA DE UN BINOMIO

6.8.1. Binomio de Newton

Una aplicacion inmediata de los nimeros combinatorios se presenta en el desarrollo
de la potencia de un binomio, con exponente natural, conocido como féormula del
binomio de Newton, y esta dada por
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Teniendo en cuenta que e indice de la sumatoria puede tomar cualquier nombre,
en la segunda cambiamos k por/

Utilizando € simbol o de sumatoria, sereduce a

y lademostramos por induccién completa.

) ) Para reducir ambas sumatorias hacemosj~k- i => A =/" + 1. y sustituyendo en
i) H=1i « (fir+6) *¢r G < P = la misma sumatoria
SN =iV R (yjat-N b+
ii) Hipotesis X foAv - h-k ,n
Tesis! = A N *
«t o n Como \.H ., JyLH. + iJ

Demostracion) Aplicando la definicion de potenciacién y la hipotesis inductiva, después de sustituiry aplicar 6.5.211 ), nos queda

tiene

(@ + by =(a+b){a + by =

h+i
je=0V *y . .
Teniendo en cuenta por 6.7.2 ii) que
Por distributividad frl.r o *  W x %ot resulta
\kJ \.k-U vV k*J
(a+by

ij 4T
I\>j O,5,2 i ;introducimos2y i* «n cadasumatoria +1 [

h+

U+of* = 1 iMa~b+ 2 i, Es decir

Efectuando operaciones

comosequeria.

Ejemplo 6-14.

Desarrollar (~x +2 y)".



Aplicamosla férmulademostrada Ejemplo 6-16.

&)Demostrar " fn\_ <»
<vE2)r = Q) (1) (2wt (J ) ey + (1) 7)) @&+ Trasformamos la sumatoria en €l desarrollo de la potencia de un binomio
f i3 C~x) (2v)* + Q) (-*)" (2y)* + Q) iyf =
=-Xx"+ 10x"',v-40x°>-* +80x*"°-80x>"'""+32/
6.S 2. Observaciones iUC i e
n n
2. {-"HN i =0 =0
| I 1 [RIPTY &, ol _
HEY =f (" B i =
*=ov Kj )
i ) El desarrollo de la potencia «-simade un binomio tienen + 1 términos, segin Ejemplo 6-17.
lo indica lavariacion de k, desde O hastan. Determinar el término central del desarrollo de
ii) Cada término del desarrollo tiene como coeficiente un nimero combinatorio )
de numerador igual a exponente del binomio, y el denominador es variable j.i3.1 conv =20
desde O hastan. v
iii) El exponente de a es la diferencia entre el numerador y denominador, y e de El ndmero de términos es
b es igua a denominador. Es decir, la suma de ambos exponentes esigual a 2,vl=n+n+l=«+! +«

«, paratodoslostérminos.
iv) El término de lugar h en el desarrollo, es

El término central esta precedido por n términos, y en consecuencia ocupa el lugar
(n+1). Setiene

2n\ , " f 1
v ) Los términos equidistantes de los extremos tienen igual coeficiente, por ser T VI
numeroscombinatoriosdedrdenescomplementarios. 1 :/ /i3 n
Ejemplo 6-15. Es decir
Determinar lasumadel 49 y 6? términos del desarrollo de ABT 1
n+| S «N
{la~af
Como En cuanto al coeficiente
' '
T.A)(27(A7 ) =-g).32," (24! - (en.
1.3 ~ ni (2n-«)!I~ («!' V
T,=(«)(2.)3,~)"-Q).8.- 2n(2«-1)(2n -2) ... [2n ~ («-_1)]_n!_
= "OTi ?

_2n<2n-D(2/i -2 .._jus<Ls
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Ejemplo 6-18.
Obtener el término degrado 14 del desarrollo de'

(¢-3%)"

El desarrollo admite 11 términosy se trata de ubicar aquel en el cual e exponente
de x sea 14, Este término ocupa un lugar h, a determinar basandose en la condicion

anterior

f 10 \ 333h h-1 ni

Debeser:32 -26=14 =>2A =18 =>6=9
Esdecir, el 9° término tienegrado 14.
Lo calculamos

T,= (Y) x*(-3x)°=~3°.10x""

Ejemplo 6-19

r i\
Desarrollar ( 1 + --J
Llegaremos a una expresion que se utiliza en la determinacién del niumero c, en los

cursos basicos de andlisis.

+ ot f =" > +1 S

" J
\n - i: N oee nj'-. J

n
Después de haber omitido las potencias de |. Operando y utilizando ia férmula dei

gemplo 6-13iii), tenemos

(1+—) = I+jr.NI 21 Ho
[Y)(n-2) 1 , v o «(«-1)(n-2).. . Jii-(it-2)] 1.
31" R ress (n- 1) n-i

n(w- 1)(/i-2) ... fn-(fi - 1)1 1

n

«!
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A partir del tercer término dividimos cada factor del numerador por el factor n que

figura en cada denominador

Resulta

ooooo/\('_fK'_fMl_A*

Ejemplo 6-20.
Determinar .Y e R de modo que la suma de los términos 32 y 85 del desarrollo de
r i*9
I 2x I saigua aO.
X, -

Debe verificarse
T.4T,=0

O s
\' ¢ U 2 x 7 +i -1 <2x1"l - —"1 =0

! v - X.

Los nimeros combinatorios son iguales y pueden cancelarse

2 x . —21 =M = o
X
2 x' -2 —

i
O x

Multiplicando por -~T

N
X
E
N
I
o



k csulta

Es o e
x= t\/;? enR

Racionalizando

Ambos valores de x satisfacen la condicién dada.

6.9. FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES INICIALES

A fin de tratar el tema de la Combinatoria simple y con repeticion desde un punto
le vista funcional, proponemos algunos conceptos y propiedades relativos a funciones
rayos dominio y codominio son conjuntos finitos, no vacios y por consiguiente
dentificables, en cuanto a su cardinalidad, con intervalos naturalesiniciales |, el , .

6.9.1. Aplicaciones inyectivas de |, en \ (n <m)

Sea el conjunto cuyos elementos son todas las aplicacionesinyectivasdel, enl | ,y
que denotamos con

In(l, ,1,)={?:1, "* 1*, /lesinyectiva)

Se necesita !a restriccion n < m, ya que en caso contrario habriados elementos del
iominio conlamismaimagen en el codominio, y ningunaaplicaciéonseria 1-1.

El elemento 1 de |, puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del
codominio | , , es decir, existen m posibilidades para el 1 el, . Una vez asignada la
;magen, para construir una funcién inyectiva, el 2el, admite (m— 1) imégenes
posibles en | , . Seleccionadas sendas iméagenes parael 1y el 2, se presentan (m — 2)
posibilidades para laimagen de 3 el,, . Suponiendo hechala seleccién de imagenes para
1, 2....,«— | , el elemento nel, puede proyectarse sobre cualquiera de los
‘A — jn — 1) elementos restantes del codominio, y en consecuenciael nimero total de
-iplioicionesinyectivasdel, enl,, es

m.m-1).(m-2) ... [m-(n- 1)

FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES 18

Es decir, e cardinal delra(1, , 1, ) esigua a producto de « factores decrecientes en
una unidad, a partir de m.
Denotando tal nimero cardinal con el simboloV,, ,,, setiene

Vo,w=m.(m-1).(m-2) ... (m -n+1) (1)

Multiplicamosy dividimosel segundo miembro de estaexpresién por

(m-n)(m-n-1) 2.1 =(m-n)\
- m(m-).(m-2) . . (m -n+ 1) . (m - n\
m-r ' ~~ {m-n)\
Vv resulta
m - n (2)

Demostraremos ahora esta f 6rmula por induccién sobre n.

i )Si n- 1, entonces el numero de funciones inyectivas de I, en |, es
exactamente m. y se tiene

v - ("=
vV,,i-m- o om oy
ii ) Probaremos que si laférmula(2) vale parah, también esvalida parah + 1.
Hipdtesis) . _ m\
v (m - h)\
mi
Tesis) Vioowor = Lo_cn. DI

Demostracién) Supongamos definida una funcién inyectiva de I, en |, . Si
extendemos e dominio a I*,*,, el elemento agregado, h + |, puede hacerse
corresponder con cualquiera de los (m — h) elementos restantes del codominio. Es
decir, cada funcion inyectivade |, en |, origina(m - h) funcionesinyectivasde U - i
enl , ,y en consecuencia se tiene

V,.,.i= V,,, .(mh)

Usando lahipoétesisinductivallegamos a

e 17n-hy. o DL G VI S—

Ejemplo 6-21.

¢Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarse con 1, 2, 3,4?

Cada numero pedido corresponde al conjunto imagen de una aplicacion inyectiva
(ya que no pueden repetirse) de |, en | , . Es decir, existen tantos numeros de tres



cifras distinto degidas entre 1, 2, 3 y 4 como funciones inyectivas de f, en | , ,y
resulta
V,,=4.3.2 = 24 segun laférmula (1)

6.9.2. Relacdn de equivaencia en bt (I,j, 1.,) {n <m)

Definicion
Dos tinciones inyectivas de 1, en |, son equivalentes si y s6lo si admiten el
rnismcconjunto imagen

N 2 C)

Esta defiricion caracteriza una relacion de equivalencia en ht {\,l,). como puede
verificarse cen facilidad.

De acuerco con € teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una
particién dd conjunto de las aplicaciones inyectivas de I, en | | , en dasss de
equivalencia

En el cee del ggemplo 6-21. las funciones

I={1,1).(2,3).(3,4)} y s={<1.3),<2,1,3.4)}

son equivalentes, ya que ambos conjuntos imagenes se identifican. A manera de g em-
plo nos proponemos exhibir la particionde l« (1,,, | ,) con lasiguiente simplificacién:

Como tedas las funciones inyectivas admiten el mismo dominio I, es suficiente,
para caracterizarlas, dar €l conjunto ordenado de susimagenes. Asi

134 corresponde a/
314 corresponde ag

Si consid;ramos como imagen a 213, se trata de la funcién inyectiva
i(l,2).(2.11.(3.3)1

Con egtecnteric. la particion de i« i1, . Ui es
123 124 J34 234
132 142 143 243
213 214 314 324
231 241 341 342
312 412 413 423
321 421 431 432

En cada dase de equivalencia hay tantas funciones como aplicaciones inyectivas de
I,enl , ,esdecir,3.2.1=3! elementos.
El ndmero de dasss de equivalencia es naturalmente igual al nimero total de

funciones inyectivas de 1, en!,, dividido porel nimero de elementos de cads clase, es

decir .
Al

Jiz*>L. 41 (4

3'f" 3! (4-3)! V 3j

Si denotamos con C,,, €l nimero de dasss de equivalencia se tiene

'. 4.
c..3=y3) ="
En general, el niumero de dases de equivalencia determinado por larelaciont n en
el conjunio Je las funciones invectivas de |,, en |,,,, esta dado por
- |
n,

En efecto, sa V., €l nimero de funciones inyectivas de |, en \,, donde esta
definida la relacion de equivalencia (1). En‘cada clase de equivalencia hay tantas
funciones como aplicaciones inyectivasde |, en |,,. lasque son. ademas, sobreyectivas.
es decir, biyectivas. Este nimero es precisamente

El nimero de clases es, entonces

Vm.n m\ im '
Cm,n - ., ~ \~m- n)\ ~ v
6.9.3. Funciones estrictamente crecientes de 1, en |, !» <)

Definicion
f:\->\ es estrictamente creciente si y s6lo si

x<y =>/(x) </(>")
Lat'uiicifin/ de! parrafo anterior es estrictamente creciente, pt'vg n< lo es.
Volviendo a «templo propuesto en 6.9.2., & elegimos un uraco elemento en cada
dase de equivalencia, se lo puede lomar como representante de dicha clase. La eieccion
natural esta dada por la funcién estrictamente creciente que figura en cada clase, y se
tiene
123 124 134 234

El nimero de clases de equivalencia esta dado por el nimero de funciones
estrictamente crecientes de 1, en | , . Realizando esta identificacion de clases de
equivalencia con funciones estrictamente crecientes, podemos decir que existen tantas
dases como subconjuntos de 3 elementos pueden extraerse de | , .
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Kjonirtlo 6-22.

¢Cuéntas comisiones de 3 personas pueden formarse con 4 personas? Rotulando a
las cuatro personas con 1, 2,3 y 4, las selecciones

123 132 213 231 312 321

corresponden a la misma comisioén (se supone que no hay distincion dejerarquias), y la
«eleccion natural es 123, Esta corresponde a unafuncién estrictamente crecientede l,

en| .,y en consecuencia el numero total de comisiones es
, - - _ 4.3.2
crrt~ K3J ' 3! ~ 3.2.1 °°
/ vmplo 6-23.

.Cuantos numeros de tres cifrasjisti ntas pueden formarse con lascifras 1, 2y 3?
A lu luz de lo que hemosvisto en el ejemplo 6-21, se tienen tantos nUmeroscomo
eartesonesinyectivasdel, enl , ,lascuaesson, ademas, biyectivas.
Entonces dicho nimero es

V,, =3 =6

6.9.4. Funciones de I, en |

Sean N y m ndmeros naturales cualesquiera. Se presentael problema de determinar
ci nimero de funcionesde |, enl , .
Es Jaro que, elegida una de las m posibilidades para la eleccion de la imagen de

1lel , .parael 2 también se presentan m, yaque no hay restriccionesdeinyectividad.
" n-irr.ero total de tales funciones, que denotamosconV', ,,esm. m. .. m=m"
*. SS——-
n

Demostramos, por induccién sobren , laférmulaVv),”, = m.
i )Si n =1, entoncesse tienen m funcionesdel, en!  , esdecir
VIn,i =m=m), con lo que la férmula esvalida en este caso.
i) Supongamos que se verifica para n — h, es decir VJ,, = m". Debemos
probar que V* .., = m" "',

sea una funcion de 1, en 1, ; si @ dominio es ahora 1JH-1, entonces ei elemento
h + 1 puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del codominio. Podemos
decir que cada aplicacién de |, en |, caracteriza m funciones de |, en!,,,y €
in-fiero de éstas es

Aplicando la hipétesis y la definiciéon de potenciacioén, se tiene

Vhhti =m m=m-"*
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Ejemplo 6-24.

¢Cuantos nimerosdetrescifraspueden formarsecon 1, 2, 3y 4?

Como no hay restricciones en cuanto_a que las cifras deban ser diferentes, los
numeros 134, 143, 112, 222, etc., figuran entre los pedidos. Cada uno de €llos puede
considerarse como el conjunto ordenado de lasiméagenesde unafunciéndel,enl , .

En consecuencia existen tantos numeros de tres cifras formados con 1, 2, 3y 4 como
funcionesdel.enl , ,esdecir

6.9.5. FunciGr.cs crecientes de !, en |,

Sean n y m nimeros naturales cualesquiera.

Definicion
La funciéon/: 1, -+\  escreciente si y solo si
X<y -/e(*)</0O")
Ejemplo 6-25.

i ) Lasimagenesde todas las funciones crecientesde 1, en |, son

111 122 133 144 222 233 244 333 344 444

112 123 134 223 234 334
113 124 224
114

Hemos seguido unaley de formacion a partir de 11, 12,13, 14, 22, etcétera,
ii) Lasfuncionescrecientesdel, en |, tienen lasimagenes

111 122 222
112

Llamando C" ,,, a numero de funciones crecientesdel,, enl , , setiene, paralos
casosanteriores
Q,.=20 Cc',.=4

Observamos que el numero de funciones crecientes de |, en |,, seidentificacon el
numero de funciones estrictamente crecientesde ! ,., _i en|,,yaque

c*3=C.38.,.3=C,,= ji—=20

C23 "2+3-13=C,,, = jr~=4
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Teorema ElI numero de funciones crecientes de |, en |, es igual a de funciones
estrictamente crecientesde |, enl  +, _i.
Tesiss C,, =C,.,.

Demostraci6én) Seen A el conjunto detodaslasfuncionescrecientesdel, enl , ,yBel
conjunto de las funciones estrictamente crecientes de I, en | ,...-.j. Nuestro
propésito es probar que c (A) = c(B), es decir, que A y 3 son coordinables. Paa esto
es suficiente ver que existe una aplicacion biyectivade A en B.

Para defini! tal aplicacion hay que asignar a cada funcion de A una uinica funcién en
B.

Sea/ 6 A. Laimagen Je/ es

I(ihli-), e . - /<)

tal que paotodo/=1,2,...,nseverifical </'(/)<m (1).

A expensasde/, definimosg : |, -* |, — | mediante las asignaciones
[g(i)=/(1)
i a{2)=H2)+\

@1 g(3)=/(3) + 2

N«)»/(«)+(«-0O

De este mcdo, los valores extremos que puede tomarg son. de acuerdo con (i) iy
m +n - 1. Ademas, teniendo en cuenta (1) y la definicién de g, se verifica

feA =>/(1)</(2),ycomoO< I, sumando resulta
/(1)+0</(2) + 1.
Es decir
Ai)</"(-)"t -
L uego
gil)<g(2).

Procediendo anél ogamente vale la proposicién
K/I(1)y</(2)+1</(3)+2< ... </(«)+(«- Hh<m+n~ 1

Es decir
1 <gO)<g(Q<g(@)< ... <g(n)<m + H - 1

FUNCIONESCRECIENTES 193

La asignacion propuesta en (2) permite definir la aplicacién

F:A->Btaqgue F(/)=g
Falta probar que F es biyectiva. Para ello estudiamos
i ) Inyectividad de F. Sean/y/"en A, tdesque F (f) = F (/"),es decir, tales que
g—d'. Esto significa que los conjuntos
(7). /(2)y+1, . .,/ (»)+e(«- 1)}
{.f(De/'<-)+ i, oo IJM +(n - 1)}
0n igudes, y en consecuencial/(i) ~/* (/) cualquieraquessa/ = !. ,;,

Resulta entonces/ - f; y por lo tanto, F esinyectiva,
i i) Sobreyectividad de F. Seag e B.

Entoncesg : |, -*I,+n—i es estrictamente creciente, y se tiene
1 <gQ)<g{2)<gu)<...'<g(n)<m+n-I
Ahora bien, £(2)>f(1) =»g(2-9(1)>0 =>9g(2)-g(l)>i. ya que todo
ndmero natural es mayor o igual que 1. Resulta gij)<g(2) — |, y procediendo
anal ogamentetenemos
Kg(\)<9(2)- I <g(3)-2<...<g(n)-{n-)<m
Esta situacion permite definir lafuncion/: I, -» T, creciente, con la asignacion
1(0="*(0-(""-1)

Entonces, cualquiera que seag e B. existe/e A tal que F (/) = g.
Las partesi )y ii ) prueban que F es biyectiva, es decir, A ~B, y en términos de
numeros cardinales vae la férmula

A-man *-min—1 1 n y

Ejemplo 6-26. *

»De cuantas maneras pueden entrar -» alumnos en 3 aulas», U m se hace distincion
de personas™

Rotulemos alos alumnos con: 1, 2, 3,y 4,y lasadlascon: i, 2y 3. Esclaro que
una distribucién de las cuatro personas en las tres aulas esté asociada a una funcion de
I,en | ,; por no haber distincion de personas, el hecho de que entren dos personas en
el aula 1, unaenel aula2y otraen el aula 3 esta dado por una funcién cuyaimagen es
cualquiera de las siguientes:

1123
3121
3211, etc.
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Al no haber distincion, etas distribuciones de cuatro alumnos en tres aulas son la
ir.j iv.d. De €ellas elegimos naturalmente la que define a una funcién creciente de 1, en
I, i¢-irll23.

<a distribucién distinta e», pot ejemplo, 1113, que significa: tres alumnos
raronen el aula 1 y e cuarto en el aula 3.
De modo que existen tantas distribuciones posibles de 4 personas en 3 aulas, sin
i: vtcion de las personas, como funciones crecientesde 1, en 1,, es decir

°3-4 =C,,,_,..=C,..=QJ] )= 413'2 t~""°

6.9.6. Aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de i, en |,

Seen los numeros naturaes m, mj, m,... m, taes que

m-m, +m +..+m =2 m, (1)
i-1

Asociada aladescomposicioén (1), queda especificadalasiguiente particién del,, en
intervalos naturales cerrados

I, =il -«j+m+21,m+m]+[mj+m +1,jitf +m, +m] +. . +
ffe-1 ]
+i 2 mj+1,m\ (2)

donde el signo + denota una unién disjunta,
i ) Definicion
La funciéon/-: \, -* f  es estrictamente creciente por trazos, respecto de la

" particion (2), sy sb6lo s es estrictamente creciente su restriccion a cada
subconjunto de la particion.

'"empio 6-27.

En correspondencia con la descomposicion 9 = 2 + 4 + 3 ve tiene la siguiente
incion estrictamente creciente por trazosdel,en | , .
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11

Se tiene aqui la particién |, = [l , 2] +[3,6] +[7 ,9], esdecir
I,={1.2}+{3,4.5,6}+{7,8,9)

Y larestriccién de/'a cada elemento de la parti ci6n es estrictamente creciente.

Ejemplo 6-28.
Determinamos el numero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de |-
en | , . respecto de la particiéon de |, asociada a la descomposicion 7=3+ 4. De

acuerdo con la definicién, la restricciéon de cada una de las funciones a los
subconjuntos i, e |, debe ser estrictamente creciente.
Se sabe que el nimero de aplicaciones estrictamente crecientesde |, en |, es

Ademas, es claro que cada funcién estrictamente creciente de |, eff I, define
univocamente una funcion estrictamente creciente de 4, 5. 6, 7en | , . Por gemplo, si
g: 1, -*T, esta definida por

f(l)y=2 *(2)=5 *(3)=7
quedadetenninadah : (4,5 .6,7} ->-1, estrictamente creciente y Unica, a ssber

h)=1 h(5)=3 h(8)=4 h(7)=s
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Hn consecuencia, el nimero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de
1? en 1, es el de funciones estrictamente crecientes de I, en | , , que denotamos
mediante

1 P 3a

En el caso del ejemplo6-27,tai nimeroes

U ) Propiedad. EI niumero de aplicaciones estrictamente crecientes por tra/os
del, « i,. respecto de la particion (2). esta dado por

Para cada m fijo hacemosinducci6n sobre el nimero n de elementosde la particion
del, .

a) Si n = i, entonces la particidn tiene como Unico elemento | , , y la Gnica funcién
estrictamente creciente de \, en |, lo es estrictamente creciente por trazos, es decir

n, mi mi
p(_ =1=— ="7 yague m=mj
mi m

b) Suponemos que la formula es valida paran = h, y demostramos su validez para
n~h +\

Cada funcion estrictamente creciente por trazos de |,.,,, . en si mismo
determina C,,,., funciones estrictamente crecientes por trazos de |, en i

respecto de la particién asociada ala descomposicién
m=m, + m, + .. +m+

Entonces
pin, .m ... m,, ., «m, .m.,. ...m
* kK m-mt,» >

Aplicando la hipétesisinductiva, se nene

/Miema. m, +, (" ffth +i)' m'.
>»<. ml. .. m< m,+, (m -m\)I
Esdecir
p«|.»»l. ... +>

m,. ml e.. m,|
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Ejemplo 6-29.

¢Cuantos numeros distintos pueden formarse permutando las cifras dd namero
1122233332

Cada numero que resulte de intercambiar las cifras de 112223333 define una
aplicacion estrictamente creciente por trazosdel, enl , , y reciprocamente. Asi, por
gemplo, el nimero 133221323 determina laaplicaciénde 1, en | , , aociada a la
particion correspondiente a la descomposiciéon 9 = 2 + 3+4:

f{)={ /(2)=6 /<3) =4 /{4)=5 /(5)=8

/<r>>= 2 /(7)=3 /1(8)=7 1(9)=9

La manera de determinarla es la siguiente: a cada elemento del dominio le
asgnamos como imagen, respecto de la particion dada, e lugar que ocupa en el
nimero propuesto.

Reciprocamente, a toda funcion estrictamente creciente por trazos respecto de la
particion, le corresponde un nimer o que sededucedel dado, intercambiandolascifras.
Asi.s/: |, -*1, estal que

/<) =2 A2)=9 /<3) =S /1(4) =6 /1(5)=7

/(6)=1 1(7)=3 '(8)=4 /1{9)=28
y €l nimero resultante es 313322231.

Entonces el nimero total de nimeros pedidos es igua a de funciones estrictamen-
te crecientes por trazos de 1, en | », respecto de |la particion dada, es decir

9! . 9.8.7.6,1"4L._
« 21 31 4 1.2.1.2.3.4!

1260Q

6.10. COMBINATORIA SIMPLE Y CON REPETICION

6.10.1. Concepto

Identificando un conjunto finito y no vacio con un intervalo natura inicial,
respecto de lacoordmabilidad. larespuesta aladeterminaciénde nimerocardinal de
ciertos subconjuntos del mismo puede lograrse a la lux de cierto tipo de funciones
entre intervalos naturales iniciales, ya estudiadas en 0.9 Los problemas que se
presentan dependen del tipo de funcién que pueda diagnosticarse en relacién con ¢j
problema, y son los sgis que se traian a continuacion.

6.10.2. Variaciones smples de m eementos de orden n.{n<m)
Definicion *e

Variaciones simples de m elementos de orden n, o variaciones n-arias de m
elementos, son todas las funcionesinyectivasdel,, enl,,.
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i -uno todas las funciones inyectivas de I, en |, tienen el mismo dominio I,,,
cthil.iuicr variacion simple queda determinada por las segundas componentes de los
r e» o:denados correspondientes a la funcion. Desde ese punto de vista, toda
Vv i..ion «-aria de m elementos es un subconjunto ordenado de n elementosdel , , Es
claro que la inyectividad exige que no se repitan elementos en la imagen, es decir, dos
variaciones simples son distintas si difieren en algiin elemento, o bien, si constan de los
mismos, deben diferir en el orden.

De acuerdocon 6.9.1., su nimero estadado por laférmula

m!
(m -«)! o'e>eee, . . . s>

b '0.3. Permutaciones de n elementos -
[o* o0 "o 00]iCiON «

Permutaciones de n elementos son todas las funciones biyectivasde |, en i,,.

LermrEe st uncion biyectiva de 1, en |, esinyectiva. se tiene un caso particular de
"sa .jdones simples, donde m =n.

Teniendo en cuenta el conjunto imagen, cada permutacion de n elementos es un
comunto estrictamente ordenado de |,,. Su nimero, de acuerdo con 6.9.1., esta dado
por ‘a féormula

Ar vu_wm («-«)! " 0

\\ decir permutaciones de n elementos se debe entender que son simples, en €
>tii:.jdo de que no hay repeticién, por la inyectividad.

6.10.4. Combinaciones smples de m elementos de orden n. (n<m)
Definicion

Combinaciones simples de m elementos de orden n. o combinaciones «-arias de
m elementos, son tedas las aplicaciones estrictamente crecientesdel,, en | | .

Una tal aplicacion estrictamente creciente identifica un subconjunto de n elementos
de 1,., de modo Unico. Al mismo concepto puede llegarse en virtud de la relacion de
equivalencia definida en el conjunto de las funciones inyectivas de |, en \, , de
acuerdo con 6.9.2.

El nimero de combinaciones simples esta dado por
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6.10.5. Variacionescon repeticion dem elementos de ordenn

Definicion X
Variaciones con repeticién de m elementos de orden n son todas las funciones de
I,enl,.

En este caso no existen restricciones d> n respecto de m. ldentificando cada
variacion con repeticion con el correspondiente conjunto ordenado de las imagenes,
ocurre gue cada una es una n-upla de elementos de !,,,. Su nimero esta dado, de acuer-
do con 6.9.4., pot

\Y =m

6.10.6. Combinaciones con repeticion de m elementos de orden n.

Definicion
Combinaciones con repeticidn de m elementos de orden n, son todas las funcio-
nescrecientesdel, enl , .

En este caso, m y n son nUmeros naturales cualesguiera.

De acuerdo con 6.9.5.. su nimero esta dado por la férmula !

6.10.7. Permutaciones con repeticion

En muchas situaciones. los elementos de un conjunto estan clasificados en tipos:
digamos, por gjemplo, un conjunto de 9 libros, entre los cudes hay 2 de dlgebra. 3 de
geometriay 4 de filosofia. En cada caso se supone que son del mismo autor, edicion,
etc., es decir, indistinguibles. Un problema de interés consiste en la determinacion de
las distintas maneras segun las cuales pueden ordenarse dichos libros en un estante.

Una ordenacion posible es GAFAFGFFG. Es claro que s se permutan entre si
dos libros de filosofia, €l ordenamiento esel mismo. Unadistribuciéndistintade los9
libros en el estante puede lograrse si se permutan libros de distinto tipo. Ahorabien, s
rotulamos los libros asignando el 1 alosde algebra, el 2 alosdegeometriay el 3 alos
de filosofia, la ordenacién propuesta es

213132332

El problema consiste en determinar cuantos nimeros pueden obtenerse intercam-
biando las cifras del propuesto, lo que se identifica con e nimero de aplicaciones
estrictamente crecientes por trazos de |, en 1,, respecto de la particiéon asociada a la
descomposiciéon 9=2+ 3+ 4, Tdes aplicaciones se llaman permutaciones con
repeticion de 9 elementos, entre los cuales hay 2 del tipo A. 3 del tipo Gy 4 ddl tipo
F.
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Definicion X
Permutadones con repeticiéon de m elementos, entre los cuales hay mj del tipo
A-(=1,2,...,«).siendo r&m, +m, +... +m, (1) son todas las aplica-
ciones estrictamente crecientes por trazos de |, en |,, . asociadas a la particion

del, correspondiente al adescomposicion (1).
Seglin 6.9.6. i), sunameroes

pW,.m,. . .« m\

Ejemplo 6-30

Sais persoias vigian en un vehiculo que tiene 10 paradas. .De cuantas maneras
pueden bajars! en los siguientes casos?

i ) S aosumo bga una persona por parada,
i i) Sin estricciones.

En ambos :asos. considerar la situacién con distinciény sin distincion de personas.

Obsérvame? que cada distribuciéon de las 6 personas en las 10 paradas define una
funciéon de | .en 1,,. Asi, 122279 indica esa situacion: una persona desciende en ja
primera paraca, tres en la segunda, unaen la séptimay una en la novena,

i ) A lcsumo bga una persona por parada.

Significa cue personas distintas bajan en paradas distintas, y, s se hace distincion
de personas, iistribuciones como 134679 y 371496 son diferentes. Cada distribucion
de las 6 personas en las 10 paradas, con distincion de personas, define una funcion
inyectivade, en i,, y, en consecuencia, el nimero total.es el de variaciones smples
de 10 elementos de orden 6

V.. = 10.9.8.7.6.5

Si no se hace distincion de personas, las distribuciones 134679 y 371496
corresponder a la misma situacion y se selecciona la que esta asociada a una funcién
estrii-tnmentt creciente de 1" en | , , En consecuencia, si no se hace distincién de
personas hg* tantas distribuciones como combinaciones simples de 10 elementos de
orden 6. es d;cir

Cio,6 ~ 6!

ii) Sin restricciones.
En este ciso puede bgarse més de una persona por parada, y, si se hace distincion
de personas, cada distribucion defineunafuncion del, en | j,: es claro que se trata de
las variaciones con repeticion de 10 elementos de orden i>,y su nimero es

Vio,6 =f 10°
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Si hay distincion de personas, 122279 y 721229 corresponden a situaciones
diferentes. Pero si no se hace distincidn de personas definen lamismadistribucioén,y se
elige la que corresponde a una funcion creciente de |, en 1],. El nUmero total, en este
caso, es &l de combinaciones con repeticion de 10 elementos de orden 6, es decir

, _ . ) Vis,6
Cio,6-Cio+6-i,6-C1S.0 ~ 6!

Ejemplo 6-31.

~Cuantas diagonales tiene un pol igono convexo de n lados?

El nimero Je vértices es n. y, por definicion, tres cualesguiera no estan alineados.
En consecuencia, cada par de vértices determina una recta.

El ndmero total de rectas distintas estd dado por el nimero de funciones
estrictamente crecientes de I, en |,,. ya que. por ejemplo, las rectas 13 y 3! son la
misma. Entre edas rectas figuran los lados y las diagonales. En consecuencia, €l
ndmer o de diagonales esta dado por

«(«-1) n’-3n
C,.~n= -i~,—el'--n = N
Ejemplo 6-32.
JDe cuantas maneras pueden dinearse Mi personas, S tres & ellas tsar, & <t%W
juntas?

Una posible formacién de las 10 personas es
ATArAa*'se e o0

Si no se especificaran condiciones, el numero total seria el de funciones biyectivas

delioenl , , ,esdecir,P,,=10!
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las tres primeras permanecen
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juntas, y en primera instancia pueden considerarse como un solo objeto, con lo que el
numero total se reduce a 8,y se tienen P, arreglos distintos. Ahora bien, en cada uno
de éstos, las tres personas que estan juntas pueden permutarse entre si, originando P,
alineaciones diferentes. Entonces el nimero total es

P,+P, =8 3!
Ejemplo 6-33.

En una urna hay 5 bolillas blancas y 6 bolillas negras numeradas. Se extraen
muestras de tamafo 7. ;Cuantas de tales muestras pueden extraerse.' ¢En cuantasde
aJ.i> figuran exactamente 3 bolillas blancas"

ails

.,

i ) El experimento consiste en extraer al azar 7 bolillasdelaurna, sin reposicion.

Es decir, se extraen una por unay no se reintegran hasta completar las siete.
Dos muestras como

bi b~ n-. nj /2, n, n, bj n, b, n, n$ n b, b\

son la misma, y existen tantas como subconjuntos de 7 elementos pueden
formarse con 11 dados, es decir

vVial,) 11 . 10.9.8
T C A e g 350 330
ii i Consideremos ahora las 330 muestras aleatorias de tamafio 7 que pueden
obtenerse. Estamos interesados en saber cuantas de tales muestras contienen
exactamente 3 bolillasblancas.
Hay C..3 maneras de elegir 3 bolillas blancas entre las 5 que existen. Por cada una
de estas posibilidades se presentan C ., maneras de seleccionar 4 bolillas negras entre

tas 6 que hay. En consecuencia, el numero total de muestras que tienen exactamente 3
bonitas blancas as

P Met 3.2.1 4.3.2.1

COMBINA! ORIA 2i?

Ejemplo 6-34.
Hay tres tipos de medallas: 3 de oro, 2 de platay 4 de cobre. ¢De cuantas maneas
pueden distribuirse entre 9 personas, s a cada persona le corresponde unay sélo una?
Cada distribucién de las 9 medallas entre las 9 personas define una aplicacion
estrictamente creciente por trazosde |, enl , , respecto dela particion asociadaala
descomposicion 9 = 3 + 2 + 4. Se trata, entonces, de las permutaciones con repeticion

de 9 elementos, entre los cuales hay 3 del tipo 0. 2 del tipo Py 4 del tipo C, y su
namero es

Ejemplo 6-35.

¢Cuéantos términos tiene un polinomio completo y homogéneo de grado 2 cor 3
variables.'

Sean éstas Xj. X, Y v,. Como el polinomio es homogéneo, todos los términos son
de grado 2. Ahora bien, cada funcién creciente de 1. en | ., determina uno de los

términos del polinomio. >a que las imagenes xX, y XxXj corresponden a misaio
término, y se considera la que es creciente.

El ndmero total es e de combinaciones con repeticién de 3 elementos de orden 2.
esdecir

El polinomio puede escribirse

PLV,. -V;, *1,)=«/, X~ +a,X* + 1fg V* =+, X, X, +«|3 .Vi .Vi +ii;, Xj X.
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5. 2 kb= (20

i=1 Vvi=l J
6-37. Seanxj, X,, ... ,X, nUmeros reales.
Demostrar que la suma de sus desvios respecto del promedio es 0, es decir
TRABAJO PRACTICO VI -
2 (x,-x)=0

. . 6-38. Demostrar que
6*36. Demostra: por induccion completa

(t xI~I  *? + f£xx
" \i-1 g i-1 je*
1=0 | X
6-39. Sabiendo que x,. Xj.. . ,X,, son taes que
2. £-L=,-JL+A_
&2 U x=100 y x=-20. cacular
3. £ /s "("+1)(2n+1) t (x-2?
i=t 6
6-40. Demostrar
i) 2n\-{n~ )(«-1)! = «» +(«-N)!
4. £ i(«-0=4(«"-1i)
n 1 1_
' (n+ 1)! H! (n+ 1)!
5. £ 3= 4 -0 6-4/. Hallar x sabiendo que

6 . "A_N1? C ! V ! |
" i~6lm * 3" Lx*-xy V2X-2-/

<M2. Desarrollar las siguientes potencias

7. cr'-l>«(a-1) s o0j>1 (Ao v

8 (@AVX)>l+«x § x>0 ) (VX" +Vy)

0 i= L O-/J. i ) Sabiendo queg + a= 1. calcular
1 " -

10. 3110"* + 10 + i

11. 2i« +« ii) Calcular 2 M\ u)~zU0 I ~r)
*=0 Vfey 3° V 3y
12. 3 8"-5" 6~tf. Hallar la suma delos términos 59 y 72 del desarrollo de (~ 2 x + x)'°

13 a.-6" =a(a-6)
6-45. Determinar x sabiendo que el término central del desarrollodef* + -j-*j vale

14. t i = («+ 1)!



6-46. Sea(— 2.Y + J  Determinar JC sabiendoque T, + T, =0.

f-47 Hallar el término de grado 5 del desarrollode | . X" j

6-48 Hallar los términos de grado natural del desarrollo de yx + J

6-49, ¢De cuantas maneras se pueden colocar 12 libros en un estante, si tres de ellos
deben estar juntos?”

'-."0. ¢De cuantas maneras se pueden alinear 10 personas, sabiendo que dos de elas no
pueden estar juntas”

¢ 5/. Calcular la suma de todos los nimeros de 4 cifras no repetidos que pueden
formarsecon 1, 2. 3y 4.

i-52 ,, Cuantasdistribucionescircul ares pueden formarse con 6 personas'

*0J. Ocho puntos del plano son tales que 3 cualesquiera no estan alineados, salvo 4 de
ellosquesiloestan. ¢Cuantasrectasdeterminan?

f>-54. ..Cuantas comisiones de 6 personas pueden formarse con 8 varonesy 9 mujeres,
sabiendo que al menosunvaroén integracadacomision™

*v.\5. ¢De cuantas maneras se pueden distribuir 100 botellas de leche entre 10
comercios?

i-56. "Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarsecon 0. 1, 2,3.4y 5"
i-i7. ..Cuantos nimeros de tres cifras pueden formarsecon 0, 1.2,3.4y 5?

6-58. De un mazo de naipes franceses (52 cartas) se extraen cinco cartas sin reposicion.
¢De cuantas maneras pueden obtenerse exactamente dos ases?

6-59. Entre 36 cartas hay 4 ases Se retiran tres cartas sin reposicion. ¢Cuantas
colecciones de tres cartas contienen exactamente 2 ases?

0-60. ¢En cuéantas nimeros de k cifras elegidas al azar entre 1, 2, 3. ..., 9. aparece
exactamente 4 vecesel numero 1? (k> 4)

6-6/. Se consideran « personas adineadas al azar. .En cuantos, de dichos arreglos, hay
exactamente k personas entre dos determinadas?

ft-62. ¢Cuantos poligonos determinan 10 puntos del plano, sabiendo que 3 cualesquie-
ra no estan alineados?

f)-fiS. ¢De cuantas maneras pueden dinearse 5 varones y 5 mujeres de modo que
aparezcan alternados?

>-4-/. ¢;Cuantas n-uplas pueden formarse con los nimeros |, 2y 3?
¢En cuantas aparece exactamente k veces el 1?
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6-65. Determinar e nimero de prondsticos posibles que corresponden a una fecha d«
los 13 partidos del juego |lamado Prode. En cada partido puede apostarse alocal
empate o visitante. ¢Cuantosdetalespronosticostienenk aciertos?

6-66. Demostrar que todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es nume-
rable.

6-67. Demostrar que la uniéon de un numero finito de conjuntos numerables y

disjuntos dos a dos es numerabl e.

6-68. Doce alumnos cursan una asignatura que se dicta en 4 horarios distintos. ¢De
cuantas mineras pueden distribuirse los 12 alumnos en los 4 horarios?
¢Cuéntas distribuciones determinan e mismo numero de estudiantes en los4

horarios?

6-69. Una persona apuesta 10 S en una carrera en la que intervienen 5 caballos.
¢Cuantas apuestas distintas puede hacer si cadavale cuesta2 S ?

6-70. Para formar un compuesto se dispone de 6 sustancias del tipo A y de 8 de! tipo
B. El compuesto requiere 3 del primer tipo y 4 del segundo. ¢Decuantas mane-
ras puede realizarse la experiencia en |os siguientes casos?

i ) Sinrestricciones.
ii ) Unasustanciadeterminada del tipo A debe serincluida,
iii) Dossustancias determinadasdel tipo B no pueden incluirse.



axiomas se convierten en proposiciones verdaderas, entonces se tiene un modelo del
sistema axiomatico. En este caso, todo lo demostrado eri abstracto en el sistema es
valido para el modelo, y nada hay que probar en particular.

Ejemplo 7-1.

Capitulo 7

SISTEMAS AXIOMATICOS

7.1. INTRODUCCION

E! desarrollo le la matematica actual es principalmente abstractoy se redliza, en
gran parte, por i via de los sstemas axiomaticos, cuyo concepto se expondra en el
presente capitul*. Este punto de vista representa el avance natural del desarrollo
cientifico, entronca los casos particulares y concretos en situaciones generales de las
cuaes aquéllos s« derivan, y esencia mente permite conocer mejor lo que antes se sabia
de un modo frumentario. Como gemplo de sstema axiomatico se desarrollan el
dlgebra de Book y unaintroduccioén al sistema axiomatico de Peano que conduce al
estudio del nunero natural. Finalmente se presentan las estructuras agebraicas de
monoide y sm jgrupo.

7.2. SISTEMAS AXIOMATICOS

7.2.1. Concepto

Un sstemaaiiomatico, en matemati ca, consiste en los siguientes obj etos:
i )términts primitivos constituidos por elementos, conjuntos o relaciones,
e-uva naturaleza no queda especificada de antemano,
ji Taxionus. que son funciones preposicionales cuamificadas, relativas a las
vaiables que representan a ios términos primitivos; es decir, son propiedades
a las cue deben satisfacer dichos términos primitivos. Los axiomas definen
implicitamente a éstos.
iii) definidones detodoslostérminosnoprimitivos.
iv) teoremas, es decir, propiedades que se deducen delos axiomas.
Anexada a sistema axiomatico se admite la I6gica bivalente, con cuyas leyes es
posible demostiar |os teoremasde la teoria.
Cuando se sustituyen las variables o términos primitivos por significados concretos,
se tiene unainterpretacion del sistema axiomatico; si estainterpretacion estal quelos

Consideramos el siguiente sistema axi omati co.
i ) términos primitivos. Un conjunto A,y unarelacion R definidaen A, es decir,
RCAXA
No se especifica aqui cudl es el conjunto ni se define la relacion.
ii i axiomas:
Ai R arcflenivi» en \
Aj : R esantisimétricaen A
A, : R estransitivaen A
Los tres axiomas pueden resumirse en el siguiente: R es una relacion de orden
amplioenA.

il)) definicion: en A se considera la relacion S, tal que
ta. b)eS «M¢>, «) e K
iv) teoremas. Demostramos la siguiente propiedad relativa a 5:
Ses reflexivaen A.
Va:aeA = (a.aeR por At
(a, @ eR = (a,a)eS poriii)

Entonces, por laley del silogismo hipotético, resulta

Va:aeA =» (a,aeS yen consecuencia, 5esreflexivaen A.

Con procedimiento analogo, se demuestra que Ses antisimétricay transitivaen A.
Esto significaque larelacion S. inversa de R, determina un orden amplio en A.

Damos las siguientes interpretaciones para este sistema axiomatico:

a) Si A es e conjunto de los nimeros redes, y R es la relacion de "menor o
igual" se verifican Aj A *y A, Larelacion Ses. en este caso, lade "mayor oigual”.
Se tiene un model o del sistema axiomatico.

h>Si A a ¢1 conjunto de |a? partes de un conjunto V. y R es la relacion de
inclusion, entonces valen Sk axiomas «. se tiene otro modelo de! ssstema,

7.2.2. Propiedades de los sstemas axiomaticos

No toda coleccion arbitraria de términosprimitivosy de propiedades relativas a
éstos caracteriza un sistema axiomaético. Es necesario que de los axiomas no se derive
ninguna contradiccion, es decir, debe cumplirse la propiedad de compatibilidad o no
contradiccion. Si esto no ocurre, 0 sea, si en e desarrollo del sstema aparecen dos
axiomas o teoremas contradictorios, entonces el sistema es incompatible o inconsisten-
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te La compatibilidad es eventualmente imposible de probar, ya que habria que agotar
todos los teoremas de lateoriay comprobar suno contradiccidn. Lacompatibilidad de
un sistema axiomati co puede probarse indirectamente exhibiendo un model o.

Otras propiedades son aconsgables en todo sistema axiomaético, aunque no
necesarias, Sin entrar en detalles, mencionamos las siguientes: independencia del
sistema, en el sentido de que ningln axioma pueda probarse a expensas de los demas.

La no independencia de un axioma no niega la consistencia del sistema Sea un
axioma Aj de un sistema compatible. Diremos que Aj es independiente si y sélo si €l
sistemaque se deduce del dado sustituyendo aA,- por su negaci 6n, escompatible.

S un sistema axiomatico compatible es tal, que de sus axiomas se deduce la
verdad o la fasedad de todo enunciado relativo a la leona, entonces se dice que es
completo o saturado.

Por otra parte, si dos modelos cualesquiera de un sisterna son isomorfos respecto
Je bs relaciones y operaciones definidas en los mismos, entonces se dice que dicho
sistema es categoérico. Se demuestra que la categoricidad de un sistema implica la
saturacion del mismo.

7.3. ALGEBRA PE BOOLE

" 3.1. Concepto

El sistema axiomético que conduce al & gebrade Boole consiste en

i )términos primitivos son: un conjunto B # <b y dos funciones que se
denotan con + vy .
ii) axiomas
B\ : +y . sondosleyesde composiciéninternaen B.
B, : +y ¢ son conmutativas.
B, : +y . sonasociativas.
B, +y .sondistributivas, cada una respecto de la otra.
B, : Existen neutros en B, respecto de + y de . que se denotan con Oy 1,
respectivamente.
B, : Todo elementoa e B admite un complementario &, tal que

a+ta=1 y aa=o

Ejemplo 7-2.
L os siguientes son model os del &lgebrade Boole:

a) Si U es un conjunto, entonces el conjuntoP [U), de |as partes de U, con la unién
e interseccién, constituye un modelo de algebra de Boole. siendo € conjunto -y €
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mismo U los neutros para dichas operaciones. Ademas, todo subconjunto de U admite
un complementario que satisface B , .

bysB={'1,2.3,5,6,10,15,3u}=|JC£€N/x |30}, +=vdenctael
minimo comdn mdltiplo, y . = A significa el maximo comun divisor, entonces resulta
otro model o de dlgebra de Bool e, donde los neutros son, respectivamente, 1 y 30.

7.32. Dualidad en €l algebra de Boole

Se llama proposicion dual correspondiente a una proposicion del algebra de Boole, a
la que se deduce de ella intercambiando los signos de las operaciones +y . ,y sus
elementos neutros 0> 1.

Asi. los dudes de los sds axiomas relativos a la operacion + son los sds
correspondientes de la segunda operacion.

El principio de dualidad establece que &l dual de un teoremadel & gebrade Boole es
tambi én un teoremadel mismo sistemaaxiomatico. »

7.3.3. Propiedades del algebra de Boole
Sea (B . +, .} un @dgebra de Boole. Demostramos | os siguientes teoremas;

1) Idempotencia
En efecto %N -
aeB = a 1 =a por B,

=»a. (a-ji-¢0O=a por B,

=*a.ataa=a por B,
=»a.a+0=a por B,
=*a a=a por B,

Por € principio de dualidad setiene

* 1) aefi => a +a-a
1) «+1 =1

En efecto, porB,,B,,1'y B, tenemos
a+l=za+(@a+a)=(a+a) +a -
= ata= 1
Por dualidad resulta
IF) a. 0=0
I11)Ley involutiva.

aeB => («e)'=a



aplicando sucesvamenteB ,,B..B,,B,,B,,B,,B.,B.,B,y B, resulta i )términos primitivos:
un objeto, que se denotacon 1
un conjunto N # <p

@ =@)+0=(@+@.a)= unafuncién, llamada "siguiente" o "sucesor™, que se simbolizacon "'s".

=@" +(a.a)={@" +«].Ra) +a = ii) axiomas
= [a + (@]-fa + (0] = [« + = Aj : el objeto 1 esun elemento de N, es decir
= (ata). [a + (a*)] = « + [« » = 1eN
=0+ 0=fl A, : lafuncién "siguiente" es una aplicacion inyectivade Nen N —' 1 .
L seN -N-¢:i\ e I1
I\'/ Lev iei>e Moiiin
id+b) —a'.b

Este axioma establece
Consideremos a) todo elemento de N tiene un sucesor y sélo uno.
, . b) el 1 no es sucesor de ninglin elemento de N.
(@ +b) (a b)=(.b)(a+b)- ) s doselementos de N tienen el mismo sucesor, entonces son iguaes.
={(a\ b).a + [(@. b). b\ A, : Principio de induccién completa. Si S es un subconjunto de N que
= {(b.a)a + [(@.b).b} contiene a 1, y a siguiente de h siempre que contenga a h, entonces S= N,
) ) Esdecir, s SC N estal que satisface
= [b\ (a.a@)] + [a\ ib'. e)j
= (b.0)+@. 0)=0+0=0 tes

heS =j> s(h)eS , entonces S=N

+

© s (atb).(a’. b) =0 (1) Coincide con 6.4.2., y puede expresarse, de acuerdo con 6.4.3. de la siguiente
manera: s P es una propiedad relativaalos elementos de N que satisface
Andlogamente, e llega a i )PIl)esV
(a+ b) + (@.b)=\ (2) U) Pih)esV =» P(s{h)f esV, entonces P (n) es VV paratodon eN.
iii) definiciones
De(1)! (2)resulta 1) deadicion
(a +by=a'. b a)a+ 1 =s(a) cualquieraque saae N.

b)a + s (b) =s(a + b) cualesquieraque ssen ay b en N.
La'ornadual es *

liidJe  multiplicacion
ala.! * «paratodo <j gN.
b»a.sib)-a. b acuaesguieraque seenay b en N.

El sstema axiomatico se completa con otras definicionesy teoremas, de tes cuales
demostraremos algunos a manera de ejemplos.

Interesa ver que las definiciones propuestas en |) y ii) caracterizan leyes de
composicioéninternaen N. Lo verificamosen el caso delaadicion, paralocual hay que
7.4.1. Teoriade Peano prooar, de acuerdo con la definicion de ley interna, que la suma de dos elementos
cualésquieiade N es un Unico elemento de N, es decir

IV'v iae

7.4. SISTEMA AXIOMATICO DE PEANO

El ssema axiomatico de Peano es esencialmente ordinal, y define al conjunto de

los nimeros naturales agebrizado con las operaciones de adicion y multiplicacion, aeN A «eN=*a+« estd univocamente
salvoisomorfismos. Consisteen
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determinado en N, paratodo « eN.
En efecto, s S es e subconjunto de N formado por los elementos n para los cuaes
existey esunicoa + n, se tiene
i)n =1Il=>a+ I=s(a) por 1 a) y por A,, estd univocamente determinado, es

decir, 1 eS.
ii) Hipotesis) heS.
Tesis) s(li)eS.
Demostraci6n)
he S => a + h estd univocamente determinado por la definicién de S.

Por A, y por la definicion | bl. s (a + h) - a + s ih\ estd univocamente
determinado, y en consecuencia s (h) e S.

Luego, S = N, y por consiguiente, la adicion definida en 1) es una ley de
composicién internaen N.

Con criterio anadlogo puede probarse que 11) satisface la definicion de ley de
composicién interna.

De acuerdo con lo demostrado, si denotamos

2=s5(1) 3 =s (2), etc., para efectuar 3 + 2, procedemos asi:
3+2=3+s(l)=s(3+1)=5s(s(3))=s{4)=5
teniendo en cuenta la definicion de 2,1 b), 1 a), ladefinicion de 4, y ladefinicion de 5.
Ejemplo 7-3.
S consideramos las sucesiones
10,11 ,12, 13, .
1,1/3,1/9,1/27,...
vemos que satisfacen los axiomas de Peano, pero si los algebrizamos de acuerdo con su
teoria, se tiene
11 + 10= 12
V3 +1=19
siendo estos resultados distintos de los de la aritmética ordinaria. Se tienen, asi, dos
modelos del sistema axiomatico, los cuales son isomorfosaN =1 ,2,3 ,] . En

dltima instancia son dos representaciones distintas de N.

7.4.2. Propiedades

Demostramos | os siguientes teoremas de la teoria de Peano.

I.La Juncién sucesor es sobreyectiva. En otras palabras, todo namero natural
distintode 1 esel siguiente de otro.

OPERACIONES EN N

Hay que probar que la imagen de la funcién sucesor es € conjunto N -

Sea S el conjunto de lasimagenes de los elementosde N.
i) 2=x(1) perteneceaS.
i1)S h eS, entoncess (li) e S. En efecto:
heS =>/icN =»i(/i)fS
2. Laadicién esasociativaen N
(a@+b)y+n=a+(b+n).
Demostracién)
i) n-1=[a+b)+1=sKa+b)=
-a + sh\ =a +<& + )

Por 1 b)y I a)

ii) @+b)y+h=a+((b+h) ==ia+b)+s(h)=a+[b+x(n)

En efecto
(@a+b)+s(A)=i[(a+b)+h]=
=s{a+{b+h\=a+s(b+h)=
=a+i6 +s(/i)j
Por I b), hipétesisy | b).
3. Laadicién es conmutativa en N.
Lo demostramos en dos situaciones:
n+1=1+n
i).=1=14t=1+1
ii)h+1=1+hr=>s0i)+1=1+s(»)
En efecto
1+s(/iy=1+{i+1)=(l +/i)+ 1=
=i(ry + 1
Aplicando la definicion | a), laasociatividad y | a).
I1) a+n=n+a
i) n=1 =>a+l =1l+a por i)
ii) ath=h+a=a+s(h)=s(h) +a
Demostracion)
a+s(/i)=a+(/i + I)=(a+/0+ 1 =
= (h+a)+ 1 = h +(a + 1) =

=/1+ (! +a) = (7i+ 1)+a=s(n)+a



Envirtud e | &), asociatividad, hipoétesis, asociatividad, i ), asociatividady | a).
4. El 1 es neutro para la multiplicacién, esdecir,n. 1 =1 .n=n.
En efecto.

i)y»=1=>1.1=1.1=J

i) //.1=i.h=s(A).1=i.s(A)
Sea
sh)]=s (A) = A + 1 =
=h.1+1=!.h+1=
=i .i(A)

Se hen utilizado il a), la hipoétesisy 0 b).
5. La muliplicacion esdistribunva respecto de la adicion.

Se trata dj probar que cuaquieraque ssan e N
ia+tb) .n=an+b.«
i)yn-1=*(@+b),l=a+b—a l+b.1
poilia)
ii) (a+ b)h=ah+bh => (a+b)s(h)=a s(A) +b. s(A)
En efecto
(a+é).s(A)=(@+b.h+(@+6)=
=(aA+&. h)ysa@+tA)=@.hsaga) +(b k+b)=
=a. s(A)+b. sh)
donde hemos aplicado 11 b), la hipétesis, conmutatividad y asociatividad de
la edicion, y 11 b).
6. LamuMplicackén esasociativa.

ia. b) n-a {b. fi

de (cuerdo con |1 a),
ii) (a b).h=a. (b.A) =» {a. b), s (A) =alb. s(A)j
S
(a. A).s(A) =(tf. A).A +(a. A) =
—a (A.hy+a. A=a (b. A +A)=
= a.[A.s(A)]

poi aplicacion de Il b), lahipoétesis, distributividad y 11 b).

7.4.3. Otra forma equivalente de la teoria de Peano

En el conjunto N no figura como elemento el 0. Peano mismo lo introdujo en otra
version de su sistema axioma'tico, y muchos autores prefieren incluirlo. En este caso no
se modifican los axiomas esencialmente, salvo que e 1 se sustituye por & simbolo 0.
Sin embargo, hay que cambiar las definiciones de adicién y multiplicacion, las cuales
adoptan las siguientes expresiones:

1) Adicion

ay a+o=a

b) a-<**s(b)-sia+As
I1) Multiplicacién

a ao0=o0

b) asb) = abta

En este caso se define 1 =s(0).

Ejemplo 7-1.

Demostrar
a NTa+«+...+a= 2 a

Hacemosinduccién sobre n.

i) M=l=»a.l=a= 2 a
t=i
i) Hiootesis) ah- 2 a
i-1
Tess) a(A+1)= 2* a

i=i
Demostracion)

Por -JefiniVién 1! b>
a.A+i)-a.hsa

Por hipoétesis
a(A+1)= 2 a+a
-1
Por propiedad de la sumatoria

j(A+h)= 2 a
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i.)c este modo queda demostrada la expresion habitual de producto de un nimero
na<ui';il a, por n eN, que se da como definicién en laescuda secundaria

Ejemplo 7-5.
SedefinelapotenciacionenN, mediante
a a—a
2) a’>=a’.a

Demostramos las siguientes propiedades por induccion completa.
11 Distributividad respecto del producto.

iab)'=a".b"
i)n=1={a.by-a.b=a .b
por la definicién a)
||) (a. b)" =a . b =» {a' bf" = a™ - p™

Por definicion b). hipétesis inductiva, conmutatividad y asociatividad del
producto, y nuevamente por definicion b). resulta:

ia. bf"=(a. bf .(aab)y=a".b.a b=
=a .a b .b=a". 67"
1! i Regla del producto Je potencias de igual base
a . a =a-"

Hacemos inducci6n sobren

) i =>" . a" =a.a=a"" =a"""
por lasdefinicionesa) y b).
“) am i |th :am*h == am . amp - am/\m>

En efecto, si aplicamos sucesivamente la definicion b), asociatividad del
producto, la hipétesisy las definiciones b) de potenciacién > adicion, resulta

J.oX'>s="@.a=@G .a>a-=

Ejemplo 7-6.
En N se define larelaci 6n de menor, mediante
a<b « 3.veN/fJ = at+x (1)
Demostramos las siguientes propiedades:

1) Todo nimero natural es menor que su sucesor, es decir

n<s (n)
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iYHN=l=s@=1+1 1<s(l)
por las definiciones a) de adicion, y (1).
ii) h<g(h) => /i + Ks<7j+ 1)
En efecto
s(/i + 1) =s(l +/i)=1 +s(h) =
=1+(z+1)=(@z+1)+1
Entonces, por (1)

h + ]<sth +))

1147 = IVEUWMA T VeV i dni " i - o I~ NS

a<¢ y b<c => a<e
En efecto, por (1)
a<b y b<c=>» "'
=»3X,>"EN|JA=I + X A c=i>+v =*
=.c-(fl +.v)+;> c=a+(x+v) >
=*a<c
V) Leyesde monotonia
a a<b a +c<b +c
b) a<6 " t<ti *a+i<b+d
Demostramos a)
a<b =»3xeN/i =s+.v =>
=>b+c—(@a+x)+c=>
=»¢>+c = (a+C) 4-x =>¢?-f-c<atc

La parte b) queda como gjercicio.

7.5. ESTRUCTURA DE MONOIDE

7.5.1. Concepto de estructura algebraica

En "su forma mas simple, una estructura algebraica es un objeto matematico
consistente en un conjunto no vacio y una relacion o ley de composicion interna
definidas en él. En situaciones mas complicadas puede definirse mas de una ley de
composicion interna en e conjunto, y también leyes de composicion extemas. Segin
s las propiedades que deban satisfacer dichas leyes de composicion, se tienen Its
distintos tipos de estructuras algebraicas, que son. exactamente, sistemas axiomaticos.
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7.5.2. Estruciura de monoide Demostrar que si € y €' son identidades a izquierda y a derecha del monoide,

) o ) L ) entoncese =¢e".
No existe un criterio uniforme en cuanto a la definiciéon de monoide. Claude

Chevalley, er Fundamental Concepts of Algebra, lo introduce como un conjunto e =e*e =¢
dotado de ma ley de composicion interna, asociativa y con elemento neutro.
Adoptamos h definicién que expone Enzo R. Gentile, en Estructuras algebraicas, Por ser € neutro a izquierda, ye' neutro a derecha
monografiaN°® 3 delaO.E.A., en laque se exigen menos condiciones. Si un monoide tiene identidad a izquierda y a derecha, se dice que tiene
Definicion identidad.
El par M , *). donde M y * esunafuncién, esun monoide siy sélos * es El monoide (Z. -) tiene solo identidad a derecha, y es 0. pues
una ley de composicion internaen M.
En este ssema axiomatico los términos primitivosson M y *,y el Gnico axioma yx xe X —0-X
establece que* es una funcion de M’ en M. Ejemplo 7-8.
Son modelos de monoides los conjuntosN, Z, Q, Ry C, con la adicién ordinaria de Seen A * 0.y A" €l conjunto CAie tO_d?S/ |€7S/ fun:ior;&‘s de A en A. es decir
nimeros. BARREEE -

En camb», el par (N, -) no es un monoide, ya que la sustraccion no es ley de
composieidnjinterna en N.
El par (N *), donde * esta definida mediante

Entonces, si "0" denota la composicion de funciones, el par (A" . *) es un
semigrupo con elemento neutro o identidad. En efecto

a b = fax{a, b} tiene estructura de monoide. A, cfel A ge\r =»/t A-*A A giA—A =ege>fl A+

Esdecir, lacomposicién esley internaen A * .
A, : asociatividad
7.6. ESTRUCTURA DE SEM1GRUPO fg.he\s —>(hog)of=ho(g)
Definicion S . -
yaque lacomposicién de funciones es asociativa.
El par(A, *), donde A * <j>y * esunafuncion, esun semigrupo s y sélos * es
ley internay asociativaen A.
En otras paabras, un semigrupo es un monoide asociativo. i, affoi, —f cualquiera que sea fe A",
En partiiular. s la ley de composicién es conmutativa, entonces el semigrupo se
Ilama connutativo: y s existe elemento neutro, se dice que el semigrupo tiene unidad. Ejemplo 7-9.
El ¢iementeneutro sude llamarse identidad.
ti par {ti , +j es un semigrupo conmutativo, sin neutro. En cambia (N,-, +'iene

A, : Neutroesi, eA", yaque

Sa !'M *» un monoide con neutro o identidad e € M

elemento mutro O. Por definicié.n o _ _
El objcM (N , .) es un semigrupo conmutativo, con elemento neutro o identidad i )a eM esinversoaizquierdadeae€” M, respecto de *. siy solo si

igual al . aj *a=e

Ejemplo 7-7, ii)a eM esinverso aderecha deaeM, respecto de *, si y s6l0 si

S=a (M ,*) un monoide. Se definen los elementos identidad (o neutro) a izquierda o
derecha, m«diante

i )e«M esidentidad aizquierda Va:aeM =><?*a=a
ii)e*M esidentidad aderecha * Va:s'eM =>a* <?=a
Es chro que los elementos de identidad, s existen, lo son respecto de *.

a* «, =e
iii) aesinverso de a respecto de *, s y s6lo s lo es a izquierday a derecha, es
decir
a*a=a*a — e



in este caso, se dice queaeM esun elemento inversible del monoide.
Sea el monoide definido por la siguiente tabla:

*

(=3
(9]
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o T
0O oTCc oo o
o
oo o
coa® o

Q
Q
(=2

De laobservacio6n de latabla surge que € neutro esb.
7-10. Sea un sistema axiomatico compatible, con los axiomas A, A,,..., A,. Por

Determinamos |os inversos:
definicion, el axioma Aj es independiente s y solo si e sistema cuyos axiomas

clciiieiitus inversosaizquierda | aderecha | inversos son A,. A ..., Aj_i, ~A¢,. .,, A, es compatible.
Demostrar laindependencia de los tres axiomas de! ejemplo 7-1.

a
b 7-11. Se considera el siguiente sistemaaxi omatico

i ) términos primitivos: A¥" <t>y R C A"

Q0 oo
o T
1

b
c
d d S
ii) axiomas
A, -a*b =* (a, beR v (b ,@eR
A!(sb)eR =»
A, (abeR A (b,c)€R =>(a c)eR
A4 'c(A)=4
Demostrar
I (ab)eR  =>(b,a)¢R
1. x*a \ x*b a (.b)eR = (a,x)€R* (X, b) eR
7-12. Sea (B , + ,.) un agebra de Boole. Demostrar
l.r=o0 A~ 0 =i
I1. El complementario dea e B, es Gnico.

II. a+(a. b)=a»a a (a+b)=a

7-13. Demostrar que en N no existe neutro parala adicion, esdecir
aeN A peN=»a + OTdl

7-14. Demostrar en N
a&b =>a + n¥=b+n

7-15. Demostrar que lamultiplicaci6n es conmutativa en N en las siguientes etapas:
i)yn1=1.n
ii) s(b).n=b. n +n

iiil) an=n.a



7-16. DemostarenN
i) i<b => ac<h.c
\\) ¢<b A c<d=*a.c<b.d
iii) i.b~1 =a=1 a 6=1

7-17, Vendarsi (M , *) es un monoide en los siguientes casos

i) M=N
aab~a b
)y M =¢
a* b—ab
iii) M=R***

A*B=A-2.B
7-18. Demostrar que en todo semigrupo se verifica
i)y@*b*c*d~a*(b*c)*d=ii *b* (c»d)
ii] a™a=a™"
dendca” =a*a*...*ay meN y neN
H
7-19. Seen (A, *) un semigrupo y <j> ~ S C A. Por definicién (S , *) es un
sub-senigrupade (A , *) si y sélosi (S . «) esun semigrupo.

Demcstrar que la interseccion de toda familia de sub-semigrupos de A. es un
sub-s«migrupo de A.

7-20. Seen (A , *) un semigrupoy S una parte no vacia de A. Lainterseccion de todos
los sib-semigrupos que contienen a S se llama sub-semigrupo generado porS,y
lo denotamos por

ihmwt cada S< es un sub-semigrupo que cuntienea>.
S 5= A, entonces se dice que \ esta generado por S.
Verilear, paa(N , +) y (Z , tj

i)S-<1V»S=;V

i)S=71 -1 =>S=?

Capitulo 8

ESTRUCTURA DE GRUPO

8.1. INTRODUCCION

La estructura de grupo es un sistema axiomatico basico y fundamental de la
matematicay puede ser encarada imponiendo condiciones a las estructuras de monoide
o de semigrupo, introducidas en el capitul o anterior. No obstante, como es habitual, la
proponemos aqui independientemente de aquellos conceptos, ios cuaes suelen
obviarse en los cursos basicos. Después de encarar las propiedades generadlesy exponer
gemplos, se estudian los subgrupos, grupos finitos, grupos ciclicos, los homomorfis-
mos de grupos y el concepto de grupo cociente.

8.2. EL CONCEPTO DE GRUPO

8.2.1. Definicién de grupo

Sean un conjunto no vacio G, y una funcion *. El par (G, *) esun grupo si y sélo si
* esuna ley internaen G, asociativa, con neutro, y tal que todo elemento de G admite
inverso respecto de * ..

En forma simbdlica, se tiene

Definicion
(G ,*)esungrupos y solos severifican los axiomas
G| *:G"—*G
G, * Asociatividad
VaVvbVc:iabceG =» (a* b)* c=a* (b * ¢)
Gj . Existencia de elemento neutro o identidad

3eeG/Va:aeG =>a*e=¢€e*a=a



G., . Existencia do inversos de acuerdo con (1) y con la conmutatividad de la suma ordinariaen Z.
. koAl m Al % A=
VaeG Ha'eGla*a =a*a=e Ejemplo 8-2.
S ademas se verifica i ) las siguientes interpretaciones constituyen modelos de grupos abelianos:
C, . Conmutatividad
(Z,+).(Q,+),(R,+),(C,+)
como la operacién es la suma, se [laman grupos aditivos.
entonces el grupo se llama conmutativo o abeliano. i) En cambio no son modelos las interpretaciones
(N, +) pues no existen neutro en N, ni inverso de cada elemento.

VaVbh.a.beG a* b= *a

Ejemplo 8-1.
En € conjunto Z de los enteros se define * mediante (N, , +) ya que s bien existe neutro O, los demas elementos carecen de
Neref— T — X 3 1\ inverso aditivo.
- - \LI (Q . .) no verifica G,, porque O carece de inverso multiplicativo.
El par iZ. *i es un grupo abeliano. En efecto, se verifican: (R ,.) por lamisma razén
N .
G, .*esley |_nt(?rnaen Z.por (1) iii) Son grupos
G * esasociativa, pues
{a*b)*c=(@@+b+3)*c=a+fe+3+c+3 (Q-(o}..) vy (R-{o},.)
=—a+ ¢>4-Cc + 6 2
¢ (2) Ejemplo .8-3.
ar<6rc) =ar(f>+r+3)=arbrc+3+3 Sean A * i,y T (A) el conjunto de todas las funciones biyectivas de A en A, es
=—a-1-6+r + 6 3) decir
De (2) y i3) resulta T(A)=(/: A-»A/l esbiyectiva}

@*f)*c=a*(b*c

G, Existe neutro en Z respecto de * Entonces (T (A), 0) esun grupo, donde " 0" es lacomposicion de aplicaciones.

S e> esneutro, entoncesa * £* = a En efecto
Por (1) a+ee+3=a yreultae=—3. G, . Lacomposicion de aplicaciones es ley internaen T (A), pues
Analogamente se prueba que —3 es neutro a izquierda. / A gd (A) =>#0/eT(A)

G, . Todo elemento de G esinversible respecto de * L o . . L )
yaque la composicion de aplicaciones biyectivas de A en A es una funcion biyectiva de

S a'es inverso de a. entonces debe verificarse A enA, segin 4.6.5.
G, . Lacomposicion de funcionesen T (A) es asociativa

a*a =e
Teniendo en cuenta(l) y quee— — 3 h, gfe (A) =» h o (gf) = (h o g) of
at+a +3=—3 por lo demostrado en 4.6.2.
G, . Lafuncién i, e T (A) es neutro parala compaosicion.
L uego La funcion identidad en A, definida en 4.5.2. mediante
' a=-6-a
‘A (*) - paratodo x eA,
De modo analogo se prueba que es inverso aizquierda. es neutro aizquierday a derecha, ya que es biyectiva de A en A, esdecir, es un elemento
Ci« . * es conmutativa, ya que deT (A),y satisface

a*b-a+bt3=b+a+3=b*a [°"A""A°/ | cudquieraquesa /ET(A)



como esfacil verificar usando ladefinicién de composiciény de funcionesiguales.

G, . Todo elementode T (A) admite inverso respecto de la composicioén.

Si/eT (A), entonces es una funcion biyectivade A en A, y admiteinversa, por
4.7.2.11,lacuaestambién biyectivade A en A, esdecir, un elementode T (A).

El grupo (T (A), o) sellamagrupo de las transformaciones de A.

8.2.2. Cuedtiones de notacion

S G . *) un grupo. .
i ) S ia ey de composicioén es aditiva, sude denotarse con eJ signo +. y UaeC.
entonces su inverso aditivo sude llamarse opuesto y se indicaa - ~a,

ii)Si laey * esmultiplicativa se laindica con el inverso multiplicativo de
cadaelemento ase escribea’ — a' y sediceque es e reciproco dea

iii) En ocasiones, al referirnos al grupo (G , * ), cometiendo un abuso de lenguaje,
diremos € grupo G, sobreentendiendo la referencia a la ley de composicion
interna

8.3. PROPIEDADES DE LOS GRUPOS

8.3.1. Unicidad del neutro y del inverso

De acuerdo con lo demostrado en 5.3.5. y 5.3.6., e elemento neutro esunicoy €l
inverso de cada elemento es Unico.

8.3.2. Regularidad

Los elementos de todo grupo son regulares.
Hipétesis) (G, *) esgrupo

a«b—a*c
)*J v
Tesg) b - c
Demostracién)
Por hipoétesis
a* ba * c
Componiendo a izquierda con a\ inverso dea
a*(a* b-a* (@ c
Por asociatividad

(a*a*b=(a*a*c

e*b=e*c

PorG,
b=c

Anélogamente se prueba la regularidad a derecha.

La regularidad significa que la ley cancelativa es valida para todos los elementos de!
grupo.
8.3.3. Ecuaciones en un grupo

Sea (G . *) un grupo. Entonces, cada una de las ecuacionesb * x - ay .w * b=a

admite solucién Gnica.
Componiendo los dos miembros de la primera ecuacién aizquierda con b\ se tiene

b *{b *x) — b' * a

Por G
(b'* b)) *x-b™*a
Por G
e*x—b *a
PorG,

X=h*a

La unicidad de la solucion se debe ala unicidad del inverso, y a hecho de que * es
una funcién de G' en G.
El trabajo es anal ogo considerando |a segunda ecuaci 6n.
En particular, se presentan estos casos
i ) Sl e grupo esaditivo, jaecuacion.v * /' = a se traduce en

> Sa solucién halada, ¢s.v «a-t- b% 4onck ~b « el j"vemde b
Por definicion, la suma de un elemento con e opuesto de otro se llamadiferencia
entre jos mismos, y se escribe

x-a~b
Vinculando este resultado con la ecuacién propuesta, queda justificada la
trasposicion de términosde un miembro aotro deunaigualdad.
i i) Supongamos un grupo multiplicativo, y la segundaecuacion, que se convierte

en
Xx.b=a



IA componer a derecha con el inverso multiplicativo de b, resulta la solucién
X = ab~

i, - definicion, el producto de un elemento del grupo por el inverso multiplicativo
leiti >se llama cocientey se expresa

Entonces, en los grupos multiplicativos numéricos es licito el pasge de factores
10 nulos de un miembro a otro, como divisores.

i3.i. Inverso de la composicién

In todo grupo, el inverso de la composicién de dos elementos es igual a ja
Cc «- 'Sicion de losinversos en orden permutado.
Se "rata de probar que

(@a*by=b *a

Arres de entrar en el detalle de la demostracién, proponemos dos resultados Utiles
i i Cualquiera de las ecuacionesa * x =a 6 x * a = a admite lasolucionx=e.

Si consideramos la primera, después de componer a izquierda con a', se llega a
i = e, y anadlogamente en el segundo caso componiendo a derecha con el mismo a'.

ii) Cualquiera de las ecuacionesa * x = e 6 x * a-e admite lasoluciénx = a’,
a * x - e\ luego de componer a izquierda con a', se tiene x = a'. El mismo

e-.. : :do se obtiene a partir de la segunda ecuaci6n, después de componer a derecha

Ui) Demostramos ahora la proposiciéninicial,
rlipétesis) { G, *) esgrupo
resis) (a *by=b'*a'
Demostracion)
Una traduccion de la propiedad ii) es la siguiente: si la composicion de dos

tlemcntos es €l neutro, entonces cada uno es €l inverso del otro.
Sea entonces

(a*b)*(b'*a’')
Aplicando sucesvamente G,,G,,G, y G,, resulta
(a * b)* (b*a') = a *(b *b')*a*e*a = a*a = e

y perii ), setiene
(a*by = b'*a'

Y también

(b*ay—a*b

8.4. SUBGRUPOS
8.4.1. Definicion
El subconjunto no vacio H, del grupo G, es un subgrupo de (G, *) si y s6lo si
(H , *) esgrupo.
Ejemplo 8-4.
i) Todo grupo (G , *) admite como subgrupos al mismo G, y ai conjunto cuyo
Unico elemento ese Ambos se Ilaman subgrupos trivialesde (G . *).
ii ) (Z . +)essubgrupo de (Q , +). '
iii) El conjunto de los enteros pares, con laadicion, esun subgrupo de (Z , +).

En cambio no 1o es e conjunto de los enteros impares con ta mismaley, ya
que la suma de dos enteros impares es par y no se verifica G, .

iv)El grupo de los cuatro elementos de Klein consiste en e conjunto

A ={a. b, cdi), conlaley de composicién definida por la tabla

a bcd
a abcd
b b adc
c cdab
d deba

Su construccién es simple, observando las diagonales y la simetriaque se presenta
respecto de ellas.

Es fécil verificar que € grupo es abeliano, y que cada elemento se identifica con su
inverso, siendo el neutro a.

Un subgrupo de (A , *)esH =<,/ . bj.

En cambio, nolo es el subconjuntoH* =(a, b, g>yaqueb* c=d4 H\

8.4.2. Condicién suficiente para la existencia de subgrupo

En e eemplo 84 se ha verificado que no toda parte no vacia de un grupo es un
subgrupo. Ademas de ser una parte no vacia, la definicién exige que tenga estructura
de grupo con la misma ley de composicidn. Ahora, bien, esto obligaalainvestigacion
de los cuatro axiomas, y resulta conveniente disponer de aguna condiciéon més
econodmica, que permita decidir si se trata de un subgrupo.



Teorema
Si H esur subconjunto novacio del grupo (G , * ), que verifica
aeH A ¢>eH =* a* 6'eH
entonces (H, *) esun subgrupode (G, *).
Hipotesis) (C , *) esgrupo
0,HCG
aiH A beii =» a* i>'eH
Tesis) (H , *ies subgrupo de (G , *)
Demostraci6n)
Debemosprobar que se cumplen ios axiomas de grupo para H,

1) Laasociatividad de * en H severificapor ser H C G,
H) El neutro pertenece a H. En efecto

H*0 =* 3«eH
Por hipétesis y definicion de inverso
aeH / aeH=»a*a'eH=»eeH
111) Todoelemento de H admite su inverso en H.
Sea aeH.
Por Il y por hipétesis
eeH A aeH = e*a'eH =* aeH
IV) H es .-arado paralaley *.
Seen a5H A beH.
Por I 11, por hipotesisy por inversodel inverso, setiene
aeH A beH =»aeH A ¢'eH =»a* (A')'e H=*
=* a *beH
Lo demostrado en |, I, 11, IV prueba que (H , *) es un subgrupo de (G, *). Esta
condicion suficiente es obviamente necesaria. Selautilizaen lapracticade lasiguiente
manera: de acuerdo con la hipoétesis del teorema, para que H sea un subgrupo de
(G, ») débenos probar
i YH*#
ii)H:G
iii) Si dos elementos cualesquiera pertenecen a H, entonces el primero,
compuesto con €l inverso del segundo, debe pertenecer aH.
Ejemplo 8-i.
En R’ definimosia suma de pares ordenados de nimeros reaes
(ab) + (cd) = (a+cbtd) (1)

Comprobamos que (R* , +) tiene estructura de grupo abeliano, ya que se verifican:
Gi . Lasumade pares definida en (1) es ley de composicion internaen R*.
G, . Asociatividad.

[(a. b) +(c,d)] +(ef)y=(a+c, b+d) + (el) =
=((@a+c)+eg (b+d) +))=(@a+(c+e,b+(d+/)=
=@ b+c+ed+/)=(@.b)+\c,d +(ef)

Por (1), asociatividad de lasumaen Ry (1).
Gj Neutroesel par 1O . 0), yaque
to.b)* (0.0)=i 0.0) +(@.h)=(a b)
G, Inverso aditivo u opuesto del par (a. b). esel par (—a.—b), pues
(a,b)+{a,-b)=(-a,-b) +(@. b) =(0,0)
G, -Conmutatividad.
(ab) + (cd) = (atc.b + J) = (ctad+b) =
=(cd) +(a, b
Por (1), conmutatividad de lasumaen R,y (1).
(R* , +) es el grupo abeliano de los pares ordenados de niimeros reales con la suma
ordinaria de pares.
Ejemplo 8-6.
Sen el grupo (R, +),y

H=< (x , y)e R [y = Ix>

Es claro que un elemento de R pertenece aH si y so6lo si la ssgunda componente es
el duplo delaprimera.
Comprobaremos que (H . +) es un subgrupo de (R* , +).
Verificamos|as hi pétesi sdelacondici 6n suficientedemostrada
i )H*0,yaque(1l . 2teH.
ii i HC G por la definicion de H.
iii) Seen (a.¢>)eH y te.d)ett\ debemos probar que
iab) + (-c. -d)eH.
En efecto:
(a.»eH A ic.ti)eH =»b=1la A d=-2c *> b-~d= 2(a~¢)
=>(a-c.A-ti)eH =» (s,i) +(-i,-ij/)6H
Hemos utilizado la definicién de H, la sustraccién en R, la definicion de H, y la de
uma de pares.



-'jaticamente, H consiste en larectaque pasa por € origen, de ecuacion Hemos aplicado la definicién de H, lasustraccion en R y las definiciones de suma de
y = 2x matricesy de matriz opuesta.
(H , +) esel subgrupo de matricessimétricas « X a

y
Ejemplo 8-8.

Sean (G , *) un grupo, a un elemento fijo de G, y H el conjunto de los elementos de
G gue conmutan con a, es decir

H (Rl

H={x€Gja*x=x*a)

Resulta H un subgrupode (G . *).
i )comoa* e—e*a”>eeW =>HY¥
ii ) H C G por definicion de H.

=Y

iii) Seenmy n elementos de H. Debemos probar quem * rt'eH.
Por definicion de H

raeH A neW =*a*m=m*a A a*n=n*a=>
=a*m=m+a A n *a—a*n =>
=>@*m*n*a)=m*a*@*n) =>

=a*(m*n)*a=m*(@*a)*n =»
=»a*(m*n)*a=m*n' =»
Ejtmplo 8-7.

En el ejemplo 5-8 estd comprobado que el conjunto R"*'" de tas matrices redes de

=ma*(m*n')=(mM*«')*a=>

L . . . - =»m*n'eH.
« alas y m columnas, con laadicion de matrices, es un grupo abeliano. En particular, si
m = n, las matrices se Ilaman cuadradas, y se tieneque (R"*" , +), es el grupo abeliano Ademés de la definicion de H hemos utilizado inverso de la composicién, la
de las matrices cuadradas n X n, con la adicion. asociatividad, G,. y la composicién a derecha con a.

Consideremos € conjunto H de las matrices cuadradas, tdes que aj, = aj i, llamadas
sinétricas, esdecir

H«{AeR""™" 8.5.* OPERACIONES CON SUBGRUPOS

AEsto significa que los elementos que son simétricos respecto de la diagonal &jcon 85.1. Interseccion de subgrupos

. ;
=1,2,...,n,soniguaes. Sean (G, *) ungrupo, y ~Gij},., unafamiliade subgrupos de (G , *).
Resulta (H , +) un subgmpo de (R "*",+). En efecto Teorema
i ) LamatriznulaNeH => H4=$ Lainterseccion de toda familiano vaciade subgrupos de (G , *) es un subgrupo.
ii)H C R™ por definicion de H. Hipétesis) (G , *) esgrupo.
i) Seen AG/j> esta que (Gj , *) essubgrupo de G, Vi €1

AeH A BeH =a —asi A %=z,
=>aji - bijj =.,, - bu=>A +(-B)eH Tesis)| i | G, ,* |essubgrupode (G, *)

P



236 ESTRUCTURA DE GRUPO

Demostracién)
i) Vi eeG;j, pues(G, , *) esgrupo
entonces, por definicién de interseccion
eeDc, =* ncj#é
I<d iel ' "
a) Igi Gj C G por definicién de inclusion
iii) Sean _
a y bdjGi =*aeG, A beGjVi
=*ea* b €Gj,Vi >»)»6'cOC,
»1

Por jas definiciones de interseccion y de subgrupos.
8.5.2. Unidn de subgrupos
La propiciad anterior no se verifica en e caso de la unién. Para ello basta un

contragjempb: seen H, y H, dos subgrupos distintos de (R , +), y no triviales, como
lomuestrajafigura

Si xeH A yeH, entonces
xefij UH, A yetti UH,
y sin embargo
X+ytHi UH,

MOREISMOS DI- GRUPOS

Es decir, la unién no es cerrada para la suma de pares, y por lo tanto no es mi>31 uj .
de(R* ,+).

Ejemplo 8-9.
Seen (G' ,*)y (G", *") grupos, En el producto cartesiano
G=G'XG"
sedefine laley de composicién mediante
{ab)»U-.d) = (a*c.b*'d) u)

Entonces(G . ¢)es un grupo, llamado producto de los dados.
Verificamos los axiomas:
G. «esley internaenG =G* X ti " por (1)
G, e« esasociativa, pues
[(a, b).ic,d)] .le) =@*e.b*d).(e)=
=(@a*c*eib*d)*/)-(a*(c*e .b* [d*"/) =
=(a.bpU * ex»</**[) =(a by (<c. d)e (e.])
Hemos utilizado sucesivamente: Sa definicion (1).G en G'y G", y ladefinicion
<i).
G 3 . Neutroes (€, €"), esdecir, e par ordenado de los neutrosde G' y de G".
En efecto, por (1) y G, enG'y G"

(a.b)e(<?e" )=(¢.€")es(a.b)=(a, b)

G, .Inverso de (a. b)es(a*® . b ), donde a* y bson los inversos deay b en
G~ y G" respectivamente, pues

@@bp@ b) = (@ . b) e (a. b = (e €)

8.6. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

S.6.!. Concepto

Retomamos, en el caso particular oe jas«s(ruitur<u de ¢rupc. lcexpuesto’n 54
relacién con los modismos.

Sean ahoralosgrupos (G . *)y (G'. **).

iDefinicién
La funcion / : G G' es un homomorfismo s y sbio s la imagen de la

composicion en G es igual ala composicién de las imagenes en G\
En simbolos

/:G->G"' es homomorfismo fia * b) - fia) *'f(b)



I-i) v.vi diagrama

G. ") c.*)

»
flaxb)=rla)« fib)

l.
ison. ' -mo o automorfismo, de acuerdo con jas definiciones 5.4.2.
Ejemr-o 8-10.

Sv,.j i osgruposaditivos(R “'.sH)y (R.+).

L-:,nciénf: R*** -AR definida por

i{~ *j)=a d esunhomomorfismo. pues

MV+B)=/(T' i A" ;' =

Vict+p d+qjJ
= + + (l«+«l)=]/! T+ T -
=1(A)+/(B).

Hemos aplicado la definicibn de suma de matrices, de /. conmutatividad y
asoc;;.. dad de lasumaen Ry la definicion de/.

8.6.2. Propiedad
Si /' : G -*+« G" es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen del neutro del
primer grupo es el neutro del segundo grupo.
Se trata de probar que /(<?) = €\ donde € denota el neutro de G\
En efecto cualquiera que seax e G, por G,, se tiene
X*e=Xx
Fntoness

fix *e)=f(X)

,o.-.rticular, el morfismo puede s monomorfismo. epimorfismo. endomorfismo.
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I»'W definicion de homorfismo
I<x)yxtle(t)=1(*)
Por G, en el grupo (G', *")
[<xyxefaxy =(x)ErE

Y por ley cancelativaen G' resulta

I'<<?) = <&

8.6.3. Propiedad
Si/ G -*ti" es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen de! inverso de
todo elemento de G es igual a inverso de su imagen.
Esdecir
=ilcor’
Cualquieraque seav en G, por G,
X *x~ =e

Entonces

[(*exm)=1(«?)

Por definicion de homomorfismoy por 8.6.2. se tiene
/(*) %1 /(*n |) — %!
Por 8.3.4.1 i) resulta

J<*me) = [a%)]"

En un diagrama

(G.%) (>



.8.7. NUCLEO E IMAGEN DE UN HOMOMORFISMO DE GRUPOS
8.7.1. Nucleo de im homomorfismo de grupos

S|/ : G -*G' un morfismo de grupos. La determinacion de los elementos del
primer grupo, cuyas imagenes por / son ei neutro del segundo grupo, conduce a un
subconjunto de G, llamado ntcl eo de! homomorfismo.

Definicion

Nucleo d& homomorfismo/ (> — G es la totalidad de los elementos de G.
cuyas imegene*. por/ se identifican con e neutro de G\

N

tsdecir ,
NI/)=(jceG/7(jf)=e7

Es claro que el nucleo de/eslapreimagen de~e'”
De acuerdo con ia definicién, setiene
xetif)  **f(x) = €

Esto significa que para verificar que un elemento pertenece al ndcleo es suficiente
probar que su imagen es €'.

Ejemplo 8-11.
El nicleo dd homomorfismo del ejemplo 8-10 consiste en las matrices 2X2 tales
que

Uelegi i @ ni=e m geg

En consecuencia, a nucleo de/ pertenecen todas las matrices del tipo

le -~a\

ta este »VJ. lo;, -.lenuntos X la diagona opuestos 0 de sumacero, o de tral.a
nula, siendo por definicion la tra/a de una matriz ia suma de ios eiemcimi» dc
iadiagonal. En general la notacion para la traza de unamatriz A e R"*" es
n

trA="L" ajj
8.7.2. Propiedad
El nucleo de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo dei primero.
Hipotesis) (G,*)y (G', *') songrupos.

/': G-*G* esun homomorfismo.
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Tesis) (N ( /), *) essubgrupo de (G, *).
Demostraci6n)
i )P0i 8.6.2./(e)=e'=>eeN(/)=*N(/)¥=0
ii)N (/) C G por definicién de ntcleo.
iii) Seen
ay beN(/) =>/(a)=¢€¢" A f{b) =¢€=>
o fia)~e e [['(&)]" ~€ =>
=>f(a)-=¢¢ A fib" )-¢ *>f{a)*fib'") = € =*
=»fia* b~')~e =>,7*b" eNi/i
Por definiciéon de nucleo, imagen del inverso (86.3,), inverso del nejtro, com-
posicion en G\ homomorfismo y definicion de ncleo.
En virtud de la condicién suficiente 8.4.2., resulta (N (/), *) un subgrupo de
<G, *).

8.7.3. Propiedad

El homomorfismo/ G -» G' esinvectivo, es decir, un monomorfismo s y solosi €l

nlcleo es unitario.
Sea N (/) el nucleo del homomorfismo/: G -» G'

iYles 1 - 1 =»N (/)={%}
La demostracion es inmediata, porque si en el nicleo hubiera otro elemento
distinto de e, entonces dos elementos distintos de G tendrian la misma
imagen porf, y no seria una funcion invectiva.

ii)N</)={<?} «-/es 1-1.

En efecto, seen X, y e G taes que/ (x) =f (y).
Componiendo con el inverso de/(y), en G'

)y = ueEar =fy) *'[fyY
Por S.6,3..y por*. en (C .*")
/e<exj'y -V
Por definicién de homomorfismo
fix *}e-') = €
Por definicién de nucleo

X*y-! eN (/)

Por s N (f) = resulta



Componiendo a derecha cony

X*y- *y=e*y
O s

y /es inyectiva.

8.7.4. Imagen de un homomorfismo de grupos
Sea/: G -*G' un morfismo de grupos.
Definicion
Imagen de un morfismo de grupos es la totalidad de lss iméagenes de los

elementos del primer grupo.

La imagen de un morfismo de grupos es la imagen de la funcién que lo define, es
decir

I (/)=fl'i.v)eG'/xeG}
O bien
H/) =(>'eG-/3xeG A fx)=y)

Es claro que s e morfismo es un epunorfismo. es decir, s / es sobreyectiva,

entonces | (/) = G'. En el siguiente diagrama se tiene una representacion deN (/) y
del//)

En el caso del erjemplo 8-10, /es un epimorfismo, pero no es monomorfisrno.

8.7.5. Propiedad

La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del segundo,
Hipotesis) (G , *) y (G', *') son grupos.
/: G -*G" es un homomorfismo.

Tesis) (1 (/),*") es subgrupo de (G*. *)
Demostracion)

i )Como/(e) =£* => e€e(f) => H/I ti»

ii) 1 (/) C G" por definicion de 1 (./ )

iii) Seny, A vy, eHf)

Entonces, por definicion de imagen,, 3 tj y v, en G, taes que

Por inversos en G'
/I<-r)=j, A [fe)\ =v;!
Por inverso de la imagen
)=y, A f(x) =}*
Por composicién en G'

fix)*'fixj")

1
<

Por homomorfismo
el T
y como X\ * Xxj "i€ G. por definicion de imagen, se tiene
r,  *e>e"  g\f)
En consecuencia, segun 8.4.2., resulta que

(I <1).*")

es un subgrupo de (G', *')

Ejemplo 8-12.

Sea G, @ conjunto de las tres raices cubicas de la unidad, es decir, de las soluciones
complejas de la ecuacion

Xx*-1=0
El faetoreo del primer miembro conduce a

xH.x +x + 1) =0



Entonces
X-1=0 06 x*+x+1=0
La resoluciéon de estas ecuaciones conduce a las tres raices cubicas de 1:

1 V3 1 .V3
Xt=1 X, =—=r"" K< S

que llamamos, respectivamente, z. z y z. En el capitulo 11 veremos que |las» raices
n-simeas de la unidad estan dadas por laféormula

k~ Kr. <U2.
~h = eos +ism—~e
donde A: tbmalosvaoresenteros0. 1, 2 ... « - 1.

En el caso particular de lasraices clbicas, laférmul aanterior adoptalaexpresion

2kn .. 2kit i"n-
z=es —— ¥iEn —"— =e

donde k = 0, , 2. Por definicién de raiz clbica se verifica

zeG, «rjj=1

Nos proponemos probar que G, es un grupo multiplicativo abeliano. y ademas
obtener un método para el producto.

i )(G,,.)esgrupo conmutativo.
i) El producto esley iniernaen G,. En efecto
zeG, A zeG, =2z =1 A Z=1=»- A-1
=>{z,.2z) =1 =>ii,.z,eG]j

I1) El producto es asociativo en G,. Aqui nada hay que demostrar, pues
G, C C.y € producto es asociativo en C.
111) Existe neutro parael productoen G,.y es

Zr,~eosO+;sen0—!

I'V) Todo elemento de G, tiene inverso multiplicativo en G,

S zeC, A=l & (i) =1 «
)T =1 =% eG,
*h ! h ¢

V) El producto es conmutativoen G,, por serlo en C.

i1) Vamos a establecer un método para obtener el producto de dos raices cubicas
delaunidad.

Sean .
zjeG, A z eG,
i—j—
donde
0</<3 A 0«m<3
Entonces

S dividimosi ++ m por 3, se obtienen g yr, Unicos, taesque

[+ m =3iq+rr\

0 <
De(l) y(2) 2t3g-NfT 27T
3 =A29»r ,'-rN.
—(eos2qg +isen2<ir).e *=1.e °:
. 2rir
=e * =z dondeO<r<3

Latabladelacomposicidn es, entonces

o 20 Z .
Zo ZI Z:
Zl Zl z, Z0
5 z, Z0
Ejemplo 8-13, ,
Sean Ssampos(Z . +)y (G.j . ).y lafuncién
jeZ detinicia por li» asignacién

/¢ = r,. siendo r € resto de la division dex por 3. es decir, € entero no negativo
que sdtisface las condiciones

S v=3.q+r
\0<r<3

Vamos aprobar que tal aplicacion es un homomorfismo, esdecir



i\ i la definicion def

r/foo = v
MIf(x")=z..

[/Cx'+.v") =2z donde

rx' =3q" +r' A 0<r'<3
@ i x"=3q" + r" A O<r"<3

" [x +x"=3qg +r A O0<r<3

Por ser »G, ,. ) un grupo, de acuerde son el ejemplo 8-12, tenemos
- z- =272 siendo
>, " =3g"+rtt A 0<r"'<3 (3)

Sumando las dos primeras relaciones de (2)

X+ = 3(a+q) + ( + 1) (4)
Por (3) y (4)
x+X' = 3(@ + Q) + 3q"+ 1 -
=»x +x"=3(a +0" 4A™)+r" A 0<r"'<3 (5

Por la unicidad del cociente y resto, de (5) y dela ultimaigualdad que figura en (2)
s tiene

q=q +q"+q" A r—r

Es decir

Se verifica entonces
fx + x")=zZr = 2z~ = z-z~=f(x").f(x")
y el homomorfismo esta probado.

Ejemplo 8-14.
Determinaremos el nicleo y la imagen del homomorfismo del ejemplo anterior.

xeZ =*3g A r Unicoslx =3q +r A 0<r<3

Por definicién de /

Por definicion de N (/)

xeN (/) <*fx) =z =1 r=0
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Luego
xeN(/)-»j: = 3i<*3;n

Es decir .
N(/)={.Vv62 [/ 3JC}
Por otra parte, obviamente, es | (/) = G, y e homomorfismo es un epimorfiano.
Ejemplo 8-15.

Verificar que los grupos (G, , .) y (R , 0) son isomorfos, siendo R el conjunto de
las rotaciones del tridngulo eoutiatero alr»d*d” d*1 CPAtro nu» n»va« ta fkmra «whr»
si misma.

En R se tienen lasrotacionesR.. R, y i?,, que son ta identidad, y las rotaciones de
120°y 240°.

En G,, los elementos son z. z, y :., oon el significado dado en los gemplos
anteriores.

La funcién/ : G, -*R. tal que

f(z) = Ri
es un isomorfismo respecto del producto en G, y de la composicién en R pues

/(. 2= = R

88. RELACION DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE

8.8.1. Concepto

Sean (G , *) un grupo, y " ~" unarelacion de equivalenciaen G.
Ladefinicion 5.5. establece que — es compatible con * si y sélo si

a~br\c~d="a*c~b*d

8.8.2. Teorema fundamental de compatibilidad

Si ~ es unarelacion de equivalencia compatible con la ley internadel grupo (G , *),

Q
entonces existe en el conjunto cociente—una Gnicaley de composicion interna*’, ta
G G A
que la aplicacién canédnica /: G -+ — es un homomorfismo, y ademas"— , *J es

grupo.
Este teorema es un corolario de lo demostrado en 5.5.1.



DcfiifUitii
El grupo —a que se refiere e teorema se Ilama grupo cociente de G por la
relaci6n de equivalencia compatible con *.
Ejemplo 8-16.
Considérenles & grupo aditivo de las dases de restos médulo n En este caso

Z,={0\T. ... ,«"T}

De acuerdo ;on ci .jempio 5-12, se ssbe quela congruenciamédulo n es compatible
con la adicién jn Z; entonces, por € teorema fundamental de compatibilidad, se tiene
en el conjunto cociente Z, una Unica ley de composicion interna inducida, llamada
suma de clases, tal que laaplicacién canénica/: Z -*Z,, es un homomorfismo,siendo
(Z, , ©) e grupo aditivo de las dases de restos médulo n.

Para sumar dos clases en Z,, procedemosasi

U®ir=/(«>3/iv)=/(u+!") (1)

Dividiendou + vy n seobtienenqy r, tdesque
u+v-ng+r A Q<r<n (2)
De(2) y (Ti
ugv~j(ng+r)~f(r)=r
ya que
u+v)~r=nq =* nfu+v)-r =*

=>u+v-r
8.9. SUBGRUPOSDISTINGUIDOS

89.1. Concepto
Sean (Z , +) €l grupo aditivo de los enterosy el subconjunto H de ios muitipios de
3. esdecir
H={jcez/ 3 1*}
Si consideramos |a congruenciamaédul o 3 en Z, entonces la aplicacion canénica
/:Z2-*27,

es un homomorfismo de (Z , +) en (Z, , +) cuyo nlcleo es, precisamente, H. En este
caso, decimos que H es un subgrupo distinguido de G.

SUBGRUPOS D1STENGU1DOS 249

Definicion
F1 inhgrupo (H . *) de (G , *) esdistinguido si y solo si existe ungrupo (G', *")
y unhomomorfismo/: G->G', cuyonucleo esH.
En simbolos
H C G esdistinguido «-3 Cgrupo,y / : G -> G'homomofismo / N (/)=H
Subgrupos distinguidos de todo grupo (G , *) son el mismo G y le\. En efecto, en el
primer caso, laaplicacion
/: G -+G definidapor fix) =e paatodo xeG,

es un homoniorfismo. va oue
fia  *b}-c~e*c~ fia) */{b)
Ademas, se verificaque N (/") = G

En el segundo caso, basta definir/: G -»G mediante f{x) =x, cualquiera que sea x
en G, y se tiene un homomorfismo, pues ,

fia *b)-a*b-f(a)*fib)
ycomoN (/)=<je>,resulta \un subgrupo distinguido de G.
Sean ahora un grupo (G , *) y - unarelacion de equivalencia compatible con *. Por
el teorema fundamental de compatibilidad sabemos que® — , *' J es &l grupo cociente

de G por laequivalencia, y que la aplicacién canénica
fe- =

es un homomorfismo respecto de * y »' Por lo que antecede es obvio que € subgrupo

(N (/).*) es distinguido, y queda caracterizado en términos de la relacion de

equivalencia compatible con la ley del grupo G. Existe una estrecha conexioén entre las

relaciones de equivalencia compatibles con la ley de composicién interna de un grupo

y los subgrupos distinguidos de éste. El teorema que sigue aclara la situacion.

892  Teorema. El 'conjunto E de tudas las relaciones de equivalencia definidas en
G. compatibles con ia ley interna del grupo sO *;j es coordinabie a conjunto G de
iodos los subgrupos distinguidos 2 iG . * i

Hipétesis) (G, *) esgrupo

E =|£,j £,» esdeequivalenciaen G. compatible con * >

G ={ H, / H, es subgrupo distinguido deG '

Tesis) E escoordinabiea G
Demostracion)
Definimosi>: E ->-G mediante laasignacion

4>(£,)=N(/) (€]



G
jicio N (/,) el nicleo del homomorfismo/j: G-+ £~ asociado a la equivalencia ti-

hemos probar que d>es biyectiva.
i ) Inyectividad.
Sean £,-y Ejel talesque £,.

Como tj y tj son subconjuntos distintos de G*, existe (x ,y) eG tal que
(xy)eki A (xy)4£]

obien
iv Wi \ X.y)etj
Ka/:onamos sobre e primer caso, esdecir, suponiendo

X tiy ' xtjy

-r lacompatibilidad de las relaciones de equivalencia, componiendo a izquierdacon
i

VT eF)E - (Vv wy)  F (Vv EX)JE, (Y e>)

Entonces, por G,
(v *x) £, e \ (y'*x)E,e
Por definicion de aplicacion candnica e imagen del neutro
[,(l«" *x)=/j (=€ A ~NCv"'*x)#f (e)=¢€
Por definicién de nicleo resulta
(>e-' *x)eN(/<) A (y-' *x)<t*i(fj)

Esdecir
N(/i)*NU})
Y deacuerdo con (1) setiene

En consecuencia $ es inyectiva.
ii ) Sobreyectividad
Sea H e G. es decir, un subgrupo distinguido de (G, *). Entonces, por
definicién, existe ungrupo (G', *') y unhomomorfismo

/:G-*G' tal que
N(/)=H=(xeG [ /(*)=*"}
Se trata de probar que existe EeE, falque

*<£)=H
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Para esto definimos la siguiente relacién de equivalenciaen G

*1 E*2 -»[(x,)=/(X,) (0

£ es compatible con *, pues
X, Zx, A, ty, =»/(x,)=/(x,) A [1(j,)=1(>".) =»
=X )FU(VI) =/ (x)*Y (M) =»
=>f(Xi *.Vi)=f(x, *.Vj)

por composicion en G' y por s/ un homomorfismo.
Por (! \ resulta

*1 ) £ A2 *>1)
Esdecir: £ eE, y severifica
*(£)=N(/1<=H
Entonces es sobreyectiva
Dei ).yii)4? resultabiyectiva, y en consecuencia
1 -G

Notacion

Si t es unarelacion de equivalencia compatible con laley del grupo (G, *),y H el

G G

subgrupo distinguido asociado, escribimos— = — , y se tiene el cociente de G por €l

subgrupo distinguido H.

Ejemplo 8-17.
Investigamos los subgrupos distinguidosde (Z , +). Si H esun subgrupo distinguido
genérico, deacuerdo con ladefinicion, existen un grupo G'y un homomorfismo
[: Z-*G' talque N (/)=H

«

Unaposibilidad,esH = { o | segiin 8.9.1.
Si H MOM , entonces existe x 0, tal que .reH, y resulta0—x =—xeH, es

decir, en todo subgrupo no unitario de Z coexisten los elementos né nulosx y —X, lo
que significa que en H hay enteros positivos. Entonces, por el principio de buena
ordenacion, hay en H un elemento minimo positivo, que llamamos re
consideramos ahora el conjunto A de todos |os multiplos enteros de n, y afirmamos
que H = A. En efecto
i ) Sea x eH; lo dividimos por n y se verifica

Xx=ng+ A 0<r<n

Entonces r=x-n.q (1)



Por definicion, si n € N y g e Z, entonces
n.g=n+n+ . +n s q>0
\%

n.<7=(-li)+(-«)+-ee+(-«) S <7<0

nng-0 s <=0

Es decir, en todo cao n . a e H. y?oor 11) resultar e H. y siendo ir e minimo
entero positivode H necesariamente esr = 0, esdecir

X=n.q = xeA

Asi se tieneH C A.
ii) Sea x e A. Por ladefinicion de A se tiene x = n.m con meZ.

Ahora bien
nm=n+n+ .+n s » >0

n.m=(-«)+(-n)+...+(-«) si m<O0

nm—O0 s h=U

En todo caso, severificax =«.weH, esdecir, A CH.
Luego H = A.
Esto signifba que todo subgrupo distinguido de (Z , +) se identifica con el conjunto

|oK o bien con el conjunto de los multiplos de un entero positivo.

8.10 SUBGRUPOS NORMALES O INVARIANTES

8.10.1. Definicion
El subgrupo (H , *) de (G , *) esnormal o invariante, si y s6lo si se verifica

xeC A yeH =*ex *y*x"eH

Ejemplo 8-J8.
Todo subgrupo de un grupo conmutativo, es invariante.
Sea(H , * | un subgrupo de (G , *), y éste conmutativo. Entonces
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VjVx:xeG A yeH =»x*y*x" =x*x" *yo—
— e y=yeH
y por definicion

(H,*) esinvariante.

8.10,2. Teorema.Un subgrupo es distinguido s y solo s esinvariante.
1) (H, *) esdistinguido => (H , *) esinvariante.

Sea  Sa relacion de equivalencia en G, compatible con *. asociada a subgrupo
distinguidoH. Entonces

H o =K@ = ixeG if() = €) s \xeG | x - ( 1,

Por(l)
yeH >y" ~e

Por ia compatibilidad
xXeG="X*Vv~x*e=*x*y~x'»
X FY KX o~ x XX I X Kyt oxk ~ g *X
=> X *y *x* €H
y en consecuencia (H , *) es distinguido.
I1)(H ,*)esinvariante =% (H , *) esdistinguido.
Como (H , *) es invariante ssbemos que
xeG A yeH =re x *y *x~' eH
a) Definimos en G la relacion ~ mediante

X, ~X. 0OX, *xj eH ' xV *x, eH (2)

Se ventura
i ) Reflexividad
xeG m»x*x~"eH A V" *XeH =X ~X
ii) Simetria. .
i
o ~x,=»Xi *x, eH A X, *x,eH =»
e Xj'*XP*x,"*x,eH A x,*x\ *xj *xV eH =
=X, *x, eH A x,"*XjeH =*x, ~x,

Por (2), por ser H invariante, por G, y definicion (2).



iii) Transitividad
Xi ~x, A Xi ~X, =
=>xi fc*"* ' eH A JC[' «*eH " x*xldl A X,
= JC) * X"'*Xx,* eH A XJ'*X,*X,' *x, eH =*
=>x, *xij'eH A X/ *X,eH =>xi ~ x,

Por (2), composicion en H, G, y (2)
b) — escompatible con * en G, pues

X, ~X, * x',) eH (3) Por(2)
\ -x: *"'*x—""CH-*-**<1>**"'<=H fa)
Pori 2) y por s H invariante.

De,3)y (4) »
X, *(Xi*x, )*x, *x, *x, eH =»
=»X, *(Xj * x;"'VX, "' eH =>
=»i*i «xj)*N;t *xj')eH =*

=* (e, *XD*(x. *x'.)~ eH

Po:G,,G,,einverso delacomposicion.
Analogamente se prueba que

(x, *x\Y' *{x.*x',)efi

Luego
Xt * x\ ~x, * xXi
c) Como E es coordinable a G, existe un subgrupo distinguido G\ asociado a— tal

G = N(/)={xeG/x~e} =H
Luego H esdistinguido.

8.11. GRUPO COCIENTE ASOCIADO A UN SUBGRUPO
8.11.1. Relacion de equivalencia y coclases
Sea(H , *) un subgrupo de (G , *). Definimosen G larelacion — mediante.

a~b<>a'*beH (1)
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Es decir, dos elementos estan relacionados si y sélo si lacomposicion del inverso del
primero con el segundo pertenece a H.

Larelacion (1) esdeequivalencia puesverifica
i ) Reflexividad

aeG =>a'*a=-eeH =>a-a
ii) Simetria.
a~b =>a * beW => (a *bYeH =»¢'*aeH " b-~a

De acuerdo con (1), por s H un grupo, por inverso de la composicion,
inverso del inverso, y por (1).
iii) Transitividad.

a ~¢ A b~-c=*a'*be\i,\b'*ceH=*a'*b*b'* eefi=>
=>a'*ieH =>a—c

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una particion
de G en dases de equivalencia, siendo

K, =(xeG/u ~c]>
Ahorabien
u~~x =>u'*x=aeH =>x=a*a

En consecuencia

K,=xeG ijx=u*a A aeH}

K, recibe el nombre de cociase a izquierda del subgrupo H en G. Si denotamos con
los simbolosuH y Hu los conjuntos

. uH={u *Xx/xetij

Hu= {x *u fxefi
G

entonces es facil verificar que K, = uH, y e conjunto cociente—es €l de las coclases a

izquierda de H en G.



256 ESTRUCTURA DE GRUPO GRUPOS CICLICOS

257
8.11.2. Compitibilidad y grupo cociente . N /
Sea H un subgrupo del grupo conmutativo G. Larelacion de equivalencia definida -9
en G escompatible conlaley de composicién*, pues
K(O,<>)
a~b A c—d==>a*beH A c*dew =>
= a* b * c* del =>c*a* b *deH =»
«w fq¢*cY*ib*d)eH a*c*b*<i
7 >
."(
De acuerda con el teorema fundamental de compatibilidad, existe en~ una Unica .
ley de composiciéon interna *', tal que la aplicacion candnica /:G-*vj-es un
"G
epimorfismoyi *' | es un grupo conmutativo.
G
El conjunto—. dotado de laley de composiciéninducida, sellamagrupo cociente
de G por la nlacién de equivalencia (1).
La manen de operar con las coclases es la siguiente:
» . En el grupo cociente, laley inducida esia sumade coclases. y se efectiaasi
(IIH) * 1 (I'H) :/(«) *./(u) :/(«* n) - (.. * V) H
K(0,i;) + KfO.0 = K(0O,t +
Ejemplo 8-19. O bien
Sean el goipo abeliano (R’ , +) y el subgrupoH={ (x,x)/xeR
goip ( )Y bg'p _ {(_ ) } 3 (O V)H+(.rH=(0,v+OH
Geométrcamente, H correspondealabisectrizdel primer cuadrante. Larelacionde
equivalencia(l) se traduceen Esclaroquelacociase neutraesK .. = H y la opuestade vH es (—v) H.
ia,i»-{c.d) *>(-a.-b)+(c,dyeH *> (c,d) =(a, b) +(x,x)
Se tiene mtonces 8.12. GRUPOS CICLICOS
=(ff.ftyH=f(a+.v.fe+x)ixeR) 8.12.1. Generadores de un grupo
*
Vamos- i determinar la cociase de (1 . 2) ¢ R*. A dlla pertenecen tos pares (X . y) Sea S una parte no vacia del grupo G,
que sattsiacen ix ,y) = (1 . 2) +ia. *» con aeR. Resulta el sistema de ecuaciones
paramétricis Definicion
x=1 +a Subgrupo generado por el conjunto no vacio S C G es lainterseccion de todos
y=2+a los subgrupos que contienen a S.
S Ses e subgrupo generado por S, entonces podemos escribir
y eliminardo €l pardmetro a se tieney — 2 = x - 1, es decir,y - X + 1, que s=n H,
corresponde ala recta paralela ala primera bisectriz que pasa por el punto (0,1). . H.0S
El conjunto cociente, que representamos a continuacion, consiste en el haz de dor;je |I+ e un S;Jbgfl;lpo de G qu;contlege aeIS o . o o
rectas del plano cuya direccion coincide con lade laprimerabisectriz. Un conjunto de S caro que & subgrupo generado por > €s & minimo subgrupo, en & sentido de

inclusion, que contiene a S.

indicesesl = ((0,v) | veR .) ,0sen el ge deordenadas. Si S= G, entonces se dice que S es un generador de G.



Grupo ciclico Puede demostrarse facilmente que toda traslacion a izquierda del grupo G es
biyectiva.

Sea (G , *) un grupo. Anélogamente se define latrasl aci 6n aderecha.

tefinkion S T (G)=<j"/: G G//es biyectiva} , entonces de acuerdo con el egjemplo 83,
El grupo G esciclico s y s6lo si esgenerado por un elemento. (T (G), 0) esun grupo, llamado de las trasformaciones de G.
Es decir

Todatraslacion aizquierda de G es una trasformacién de G, es decir

G esciclico <* 3aeG / G ="a} aeG =>/,eT(G)

O'temos que el grupo ciclico G, generado por a, es infinito si y s6lo si no existe un
eMero positivo m tal que &’ = a*a*..*a=e.

S 'i es el menor entero positivo que verificaa' = e. entonces e gi upo G consiste en Eiemplo 8-21.

.- elementos distintos

Si G esfinito, entonces el conjunto T (G) es el de permutaciones de G.

Sea G un grupo. Entonces la funcién

eaa , .. a" g'G -* T(G) tal que g(a) =f, paratodo aeG,

se dice que es ciclico de orden n.
Es obvio que el subgrupo de (G . *). sendo G un grupo arbitrario, generado por
€ (- esciclico,

es un morfismo invectivodeG en T (G). '
i ) gesun morfismo pues
Va VZ Vx e G : (g{a *h))ix)=f,, (X) = a*b* x
Definicion .
El elemento a e G es de orden infinito siy sélo si e subgrupo generado pora es =l )= (l16>Cx)
infinito. y por definicién de funciones iguales resulta
El elemento a e G es de orden n (natural) si y so6lo si el subgrupo generado por a

g@@b= f, ° f,
es de orden n.

ii)gesl—1.
" templo8-20. SeaaeN (g). Entonces” (a) =/, =i . por definicion de nicleo.
i ) El grupo (Z , +) es ciclico, pues esta generado por el entero 1.y su orden es Como '
infinito, pues no existe ningtin nimero natural n que verifique a*a-f (@ =i (a=a
14-14- ... 4-1=0 Se tiene
n * — %
ii ) El grupo (Z, . 4-) es ciclico, ya que esta generado por 1, y de orden n pues ara=a-‘e
J4-T4- .. _*=o Y cancelando resulta
ae
Es decir: N (g) =je} y en consecuenciages 1 —' 1.
8.13. TRASLACIONES DE UN GRUPO
S a un elemento del grupo G. 8.14. GRUPOS FINITOS
Definicion 8.14.1. Indice de un subgrupo

Traslacion aizquierda del grupo (G , *) por el elemento aeG eslafuncion Sea G un grupo. Por definicion, G es finito s y sdlo s ¢ (G) = n. Orden de un guipo

f:G - G talquef (x)=a*x finito es el namero cardinal del mismo.



Sea H un subgrupo ,de grupo finito G. El grupo cociente — , de las coclases a

izquierda de 1, esfinito y su cardinal se Ilama indice del subgrupo H en G.

8.14.2. Teorema Si H es un subgrupo de orden k del grupo finito G, entonces toda
cociase aizquerda de H tiene k elementos.
Hipétesis) (G *) esgrupo finito.
(H .*)essibgrupode(G .* ), deordenk.
Tesis) c iuV)- k para iodo « f G.
Demostracionl

Debemos probar que H y uH son coordinables, y para ello definimos
/: H-*t/H mediante /'(a)=u * a
i ) /eslarestriccion de latraslacidonaizquierda/, : G -* G al subconjunto H. y
en onseeuencia es inyectiva.
ii) /essobreyectiva. pues para todo.r ewH existe x =u * y, tal que
I (X)=/{u *y)-u*M"*x-X
En consecuencia,/es biyectivay c (utt) = c (H) = k.
8.14.3. Teortma de Lagrange. El orden de todo subgrupo de un grupo finito es
divisor del orden del grupo.

En efecto, s H es un subgrupode G y o (H) = k, por 8.14.2. el cardina de toda
cociase aizquierdade H esk. y como éstas son disjuntasresulta

o(G)=m. k=m. o (H)
Esdecir

O(H)IO(G).
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8-22. Determinar en .'adacaso s € par (G, *) esgrupo

a G=ixix=2k+1 A kez)
* esel producto ordinario

b) c=|x/x = 3a;A fcez}
* esla adiciénen Z

c) G={a+bvl/ aeQ A beQ)
* esel producto habitual

d G=|x/x=2 A ke
* esel producto

8r23. Verificar que los siguientes conjuntos son grupos cicleos multiplicativos, y
determinar sus generadores

i) G={1l.-1,i,-;}

iiyG={1,z,z2° } sendo z=--"'- +i "~

8-24. En R* se define * mediante
a*b-2ab
Verificar que (R* , *) esgrupo abeliano.
8'2S. En € conjunto C &k?los nimeros compleos se considera* definida por
a*b—U+b—/
Probar que (C, *) esgrupo abeliano

8-26. EnR' =////:[0,1] -*RJ sedefinelasumade funciones por medio de
f + 9=fx) + 9
Demostrar que (R* , +) es grupo abeliano.
8-27. Demostrar que (R" , 4-) es grupo abeliano, siendo R" el conjunto de todas las
n-uplas de nimeros redles, y la suma definida por
(X, X, e XYY Y. e Y) =X YL XL YL X, HY)
8-28. Formar el conjunto de todas las simetrias y rotaciones del triangulo equilatero
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8-29.

8-30.

8-31.

8-32.

8-i3.

8-34.

8-35.

8-36.

8-37.

8-38.

8-39.

8-40.

8-41.

KSTRUCrURA DE GRUPO

que lo transforman congruentemente, y verificar que dicho conjunto con la
composicién de funciones es un grupo. Formar |la tabla.

Determinar todos los subgrupos en el caso del gjercicio anterior.

Sa H ={(*,, x. X) e R" / xj = o) . Demostrar que (H , +) es un

subgrupo de (R" , +).

Verificar que (R*** , +) es un grupo abeliano y que (H , +) es un subgrupo,
siendo H e conjunto de las matrices redles de dos filas y dos columnas que
verifican A = — A*.

Tades matrices se llaman antisimétricasy satisfacen aj j~—ajj vi v/

Sen A = R -¢{ 0} y lafuncién/ : A -* A tai que/(x) = x*. Demostrar que /es
un morfismo del grupo (A ,.) en si mismo, y determinar su ndcleo y su imagen.

Investigar si / : A -+A definidapor/(x) =x* esun morfismo, en el mismo caso
del gercicio anterior.

Demostrar que/: R -* R tal que/(x) = log, x es un isomorfismo de (R",.) en
‘R.+).

Seen / un homomorfismo del grupo G en el grupo G\ y H un subgrupo de G".
Demostrar que su preimagen/" (H) es un subgrupo de G.

Sean (G , *) un grupo con la propiedad siguiente:
VxeG:x*x=x
Demostrai que G es unitario.
S (G, *) es un grupo que verificax * X — e para todo x e G, entonces es
conmutativo.

Sean (G , *) un grupo y a un elemento fijo de G. Se define

f, : G -* G mediante f(x)= a* * x * a
Demostrar que f, es un automorfismo en G. Tal automorfismo. definido por
a eG. se llama automorfismo interno.

Demostrar que la composicion de dos homomorfismos de grupos es un
homomorfismo.

Sea Aut (G) el grupo de los automorfismos del grupo (G , *), con lacomposicion
de funciones. Demostrar que lafuncién

F:G -* Aut(G) definidapor F(a) -/,
es un morfismo.

S (G, *) un grupo. En G se define laoperacion o mediante

aob—b*a
Demostrar que (G , °) es un grupo y que ambos se identifican si y s6lo si * es
conmutativa.

8-42.

8-44.

8-45.
8-46.

8-47.

8-48.

8-49.

8-50.
8-51.

8-52.
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Con relacion alos grupos del gjercicio anterior, demostrar que la funcion
/:(G,*) -> (G, o) definidapor /(x)=x'
es un isomorfismo.

. En Q" se considera * definida por

(a b*(c ,d) = (ac ,bctd)
Determinar si Q° tiene estructura de grupo con *.
Seen Sy T dos subgrupos del grupo aditivo (G , +). Se define
S+T={x+y/xeS A y-el]
DciiiCifiui que S* T es un"subgrupo de G.
Demostrar que en todo grupo el Unico elemento idempotente es el neutro.

Demostrar que e semigrupo (X , *) es un grupo si y sblo s las ecuacior.es
X * a~bya* x-b son resolubles en X. '

Sean losgrupos (G, *)y (C, *') y/': G ->G' un homomorfismo.
Demostrar que/es un epjmorfismosi y sélo| (/)=G".

Sean los grupos (Z , +) y (G, *) y lafuncién/: Z *« G tal que/(n) -a" con
a e G. Demostrar que/es un morfismo y que su imagen es el subgrupo ciclico de
G,generado pora.

Sean los grupos (R° . +) vy (R® . +). Probar que/ : R* -* R* definida por
[ (xi, Xj, x,) =(Xi -Xj ,X]j -x,)esunhomomorfismo. Determinar su nicleo
y su imagen.

El subgrupo Il de G esnormal, si y s6lo si uH - Hu.

Sean los grupos (G, . .) y (G, . .). Demostrar que la funcion/ : G, -+ G,
definida por f (2 = z* es un homomorfismo, y determinar N (/) e | (/).

Demostrar que el subgrupo H de G esnormal s y solo s laimagen de H esigud a
H para cada automorfismo interior de G. Tal subgrupo se llama invariante.
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Capitulo 9

ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CUERPO.

ENTEROS Y RACIONALES

9.1. INTRODUCCION

Con ej agregado de una ley de composicion interna sujeta a ciertas condiciones, se
enriquece la estructura de grupo abeliano y la terna asi obtenida constituye otro
dstema axiomatico. Se definen aqui la estructura de anillo y el caso particular de
cuerpo. Lo mismo que en & caso de la estructura de grupo, se estudian sus propiedades
basicas y seintroduce el concepto de ideal. Después de tratar la factorizacion en los
dominios deintegridad principales, se introducen el anillo de los enteros y el cuerpo de
los racionales.

9.2. ESTRUCTURA DE ANILLO

Sean un conjunto no vacio A, y dos funciones: * vy e.
Definicion
Latema(A ,* ,*)esunanillosiy sélosi
1. El conjunto con la primeraley es un grupo abeliano.

2. E: conjunto con la segunda ley es un semigrupo.
3. Li segunda ley es doblemente distributiva respecto de la primera.

Reformufamos la definicion teniendo en cuenta que ias dos leyes de composicion se
llaman aditiva y multiplicativa, y que se las suele denotar con +y ., respectivamente.

Definicion
Latema(A , +,.)esunanillosi y sélosi
1. (A , +) es un grupo abeliano.
2. (A ,.) esunsemigrupo.
3. El producto es distributivo aizquierday derecha respecto de la suma
Estas condiciones se traducen en los siguientes axiomas:
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A!: La adicidn es ley de composicion interna en A.
yfa VK :aeA A A =*5+6eA
A, : Laadicién es asociativaen A.
Va Vb VceA: (a + b)+c=a + (& +c)
A, : Existe neutro en A. que denotamos con 0, respecto de la adicion
30eA/VaeA:a+to=0+a=a
A, : Todo elemento de A admite inverso aditivo u opuesto.
VaeA ,3-seA/s4 (—a) =(-a) ra~-Q
A. : Laadicion es conmutativa
Va\fbeA:a + b = b+a

A, : El producto esley de composicion internaen A.
VaVi>:a€A A beA =»a beA

A-; : El producto esasociativo en A.
Va VZ? Vcé' A : (a.b).c=a. (b. ©)

Ag : El producto esdoblemente distributivo respecto de la suma

Ta. (b4 c)=a bsa.c
VaVéVeeA : <
\(b+c).a = b.atc.a

Si, ademas, ocurre que la segunda ley de composicion es conmutativa diremos que
el anillo (A, +,.) es conmutativo. Si existe elemento neutro o identidad respecto del
producto, que denotamos con 1, entonces se llamara anillo con identidad o con
unidad. Un anillo con identidad cuyos elementos no nulos son inversibles se Ilama
anillo de division.

egemplo 9-i,
Clasificamos las siguientes temas

i )(N, 4-,.) noesanillo, pues no existe neutro parala adicion.

ii)(N, , +,.) no es anillo, porque los elementos no nulos de N, carecen de
inversoaditivo.

iii) (Z , +,.) esanillo conmutativo y con unidad.

iv) (R*, +,.) es e anillo conmutativo y con unidad de las funciones redles
definidas en | = [0 ,1] con la suma y el producto de funciones, llamadas
leyes de composicién punto a punto, definidas en los gercicios 5-31 y 5-36.



9.3. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS

“.3.1. El producto de cualquier elemento de un anillo por el neutroparala primeraley
es igua a éste.

Hipétesis) (A , +,.) es anillo.
Teiis) a 0=0.a=0
Demostracion)
Cualquieraque sa x e A, por A, se verifica

X +0=x
r.-¢multiplicando por a
aix+0)=a.V
Por la distributividad

ax+a 0—a x
En virtud de A,

ax+a 0=a x+0
For ley cancelativaen el grupo (A , +)
a 0=0
Andalogamente se prueba que0 .a = 0.
Esta propiedad suele enunciarse asi: en todo anillo, el producto por 0 es 0.

9.3.2, En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es igua al
.puesto de su producto.

Por distributividad, A, y producto por O, setiene

(-a) b+a. 6=(-a+fl).b=0.b=0

Esdecir

(-a).b+ta. 6 = O
Entonces

(-a).b = -(a b)
De manera similar se prueba quea. (—b) =— (a. b).

9.3.3. En todo anillo, & producto de los opuestos de dos elementos es igual al
producto de los mismos.
Aplicando reiteradamente la propiedad 9.3.2., y por opuesto del opuesto, resulta

a.(p= -L.(p = --(a fe)]=a b

9.3.4. En todo anillo vaela distributividad del producto respecto de ladiferencia
Se trata de probar que (a—b) .c—a. c—b. c
Por definicién, se ssbe quea— b == a 4- (- b). Entonces, aplicando A, y 9.3.2.

(a—b).c=[a+(-b)].c-a.c+(-b).c=a.c+[—(b.c)] -ac—Db,c

9.4. ANILLO SIN DIVISORES DE CERO

9.4.1. Concepto

Fn el gemplo 515 hemos analizado las leves de composicién interna, llamadas
suma y producto de clases, inducidas en el conjunto cociente de Z por la relacion de
congruencia moédulo «=3. De acuerdo con 9.2 resulta (Z, ,+,.) el anillo
conmutativo y con unidad de las clases de restos médulo 3. En los g emplos 515 y
5-16 hemos confeccionado las tablas de la adicién y multiplicacionenZ,y Z,. En €j
primer caso hemos observado que elementos no nulos dan producto no nulo; pero en
el segundo caso ocurre que hay* elementos no nulos cuyo producto es nulo. En
<Z, ,+,, €elementos no nulos dan producto no nulo, y se dice que no existen
divisores"de cero. En{Z, . +..) . en cambio, hay divisores de cero.

Definicion
El anillo (A , +, .) notiene divisoresde cero si y s6lo si elementos no nulosdan

producto no nulo.
En simbolos

(A,+, . ) caece de divisoresdecero > VXV |j>:x#0 A y¥=0 »x.y 1=0
Equivalentemente, por mediodelaimplicacidncontrarreciprocasetiene
(A, +,.) caecededivisoresdecero *> V .xVy:x.y=0-*x=0 v y=0

Esto significa que, para demostrar que en un anillo no existen divisores de cero, es
suficiente probar que s e producto de dos elementos cualesquiera es cero, entonces
alguno de los factores és cero.

Negando el antecedente y el consecuente del bicondicional que expresa simbdlica-
menteladefinicion, resulta

(A, 4-, . ) tienedivisoresdecero * »3x3y / x~"0 A y¥=0 A xy=0
Definicion
El anillo (A , + ,.) tiene divisores de cero si y solo si existen elementos no nulos
que dan producto nulo.

9.4.2. Propiedad. El anillo (Z, ,+,.) notienedivisoresde cero si y sélo si n esprimo.
Por definicién, e ndimero natural » 1 es primo sy sblo si los Unicos divisores



naturales que idmite son 1 y n. Decimos que h~>\ es compuesto si y s6losin =X. Y,
sendo 1 <x <n y 1 <y <n.

1)Si (Z, , 4,.) no tiene divisores de cero, entonces n es primo.
Suponemos que n es compuesto, es decir

n-xy donde |I<x<« y \<y<n 1)
Si/: Z-> eslaaplicacién candnica, se tiene
I {«) =1 (x. V)
Como / es un morfismo respecto de! producto
10t = V) 1)
De acuerdo con (1)
I(xX)=x 'y [(v)=.v.

Ademas, como M ~ 0O, por definicién de aplicacion candnica e imagen del neutro
por un homorfismo, es

f r0=d

Sustituyendo en lalgualdad anterior resulta
O=xy A x=£Q A y"O

lo que nos dice que en Z,, hay divisores de cero, contra la hipoétesis.

11)Si n esprimo, entonces (Z, , + . .) no tiene divisores de cero.

Sen x yy en Z, tdes que x . y = 0. Setratadeprobar quex =0 v y=0.
Por definicion de aplicacion candnica, la igualdad anterior puede escribirse

/(*)./100=/(0)
Por = f un morfismo
fixX Vi=/i0i
Y por definicién de funcion candénica
X .y ~0
Por definicion de congruencia médulo ra

n\x.y

Anticipamos el uso de una propiedad que demostraremos en 9.7.7., a saber: s un
numero primo es divisor* de un producto, entonces es divisor de alguno de los factores.
En consecuencia

nix v nly

Esdecir
v~Q \l y~o0

En consecuencia

9.4.3. Ley cancelativa del producto

En el anUto (Z . + . ! severificalaley cancelativadel producto paratodo elemento
no nulo

a h=a.c * aZ=0 =»>6=c
En cambioen(Z ., ,4,.) esfdsalaproposicion

3.4=3.8=*4=8
por ser V el antecedente y F el consecuente. Es decir, en Z,, no es vélida la ley
cancelativade! producto para todo elemento no nulo dd anillo. Lano existencia de di-

visores de cero es condicion necesaria y suficiente para la validez de la ley cancelativa
del producto. o

Propiedad. Un anillo no tiene divisores de cero si y sblo si vale laley cancelativa del
producto para todo elemento no nulo del mismo.
1) Hipotesis) (A , 4-,.) carece de divisores de cero.
X.z—y.- " 7Z=Q

Tesis) X —y
Demostracion)
Por hipotesis es

Por trasposicién en (A |, 4)

Por distributividad

x—wv). —0
Como no existen divisoresdeceroy r” O resulta
X-.v=0
Es decir
x-y

Il) Hipétesis) (A , 4-,.) estadl quea. c—hbc A C*0 =>a=b

X.y=0



Tess) x 0 V y=0
Demostracion)

Suponemos quey ¥=+ 0. Debe sar necesariamente x = 0.
Por A ., cualquieraque ssaz 6 A, se verifica

z.>=7z2.y+0
Como por hipétesis x .y =0, setiene
Z.y=2.y +X.y*
Por distributividad
zy—(z+)y

Por iey cancelativa, ya quey # O, resulta

Z2=72+ZT
Es decir
x=0
Ejemplo 9-2.
En e conjunto R"*  de todas las matrices reales de n filas y n columnas, se define

la multiplicacién por medio de lasiguiente regla si A y B son dos matricesn x «, en-
tonces la matriz producto C = A . B es tal que el elemento genérico c, esigua ala
suma de productos de los elementos de lafilai de A, por los correspondientes elemen-
tos de la columna/ de B, es decir

Cij =a. bu+a,.b,+ ... +a, . b - Z a
-1 20 2 1 -1
Por ejemplo, si A = 3 0 1|y B = 0 4 3 |, entonces la
0 -1 1, -1 -2 -3

producto C = A . B perteneceaR*"*, y estal que

c, =(-1). 2 +2.0 + 0. (-1) = - 2
£n=(—1)+1+2.4+0.(—2)=7 , etcétera. Entonces

20 2 1 -1 2 7 7
C=A.B= 01 0 4 3 =15 1-6
11 L-1I 2 -3J 1 -6 -6

Al desarrollar el trabajo practico que se propone a término del capitulo, el lector
peera comprobar que el producto de matrices es asociativo, no conmutativo, con
neutro, y distributivo aizquierday derecha respecto de la suma.

El elemento neutro es la matriz identidad | e R"*", tal que
a=\ s i=/
Uig=0 s /=£/
Es decir, esta formada por unos en la diagonal y por ceros fuera de ésta.
De acuerdo con lo expuesto, y teniendo en cuenta el gemplo 5-8, la terna

(R" ", +,.) satisface
A,:AeR"" A BeR"*" =>A +BeR""
A, :(A+B)+C=A+(B +C)
A, 3NER"™"/VAeR" :A+N=N+A=A
A, :VAeR""™  3—AeR""/A+(-A)=(-A)+A=N
A,:A+B=B+A

A +AeR'™' \ BeR"" =>AiBeR""
A.:(A.B).C=A.(B.C)
A, :3ieR""{VACR"":A.i=1.A=A

A, A.(B+C)=A.B+A.C \ (B+C).A=B.A+C.A

Se trata del anillo no conmutativo, con identidad, de las matrices cuadradas n x n.
Podemos verificar la existencia de divisores de cero en e cao particular
(R™ , +,¢), mostrando que matrices no nulas pueden dar producto nulo. En efecto

ri —11 r—i o] )
A=!, j#N y B=|* j ] "*N, ysnembago

A.B=
LO 0j

Ejemplo 9-3. *
e Laterna (P, (U) ,A , H) esun anillo conmutativo, conidentidad y con divisores de
cero. En efecto

1. (P (V) , A) esgrupo abeliano, como estajustificado en 2.11.2.
2. (P (U), n) esun semigrupo conmutativo, con identidad.
3. Lainterseccidn esdistributivarespecto deladiferenciasimétrica.

An(BAC)=(BAC)NA=(BflA)A(CnA)

Lademostracion figuraen el ggemplo 2-28.
4. Existen divisores de cero, puessi A y B son disjuntosy no vacios se cumple

A590 A B=E<, A AOB=0



9.5. DOMINIO DE INTEGRIDAD

Todo anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de cero, se llama dominio de
integridad.

Les tenass (Z ,+ ,.), (R, +,.)y (Z,,+,.) son dominios de integridad. Si P
denota el conjunto de los enteros pares, entonces (P, + ,.) es anillo conmutativo, sin
divisores de cero y sin elemento unidad; en consecuencia no es dominio de integridad.

9.6. SUBANILLOS E IDEALES

9.6.1. Concepto de subanillo

S=a (A, +,.) un anillo. Un subanillo de (A , +, .) es una parte no vaciade A que
tiene estructura de anillo con las mismes leyes de composicion.

Definicion
El subconjunto novacio SC \esunsubanillode (A ,+,.)siys6losi (S +.!es
subgrupo de (A . +), y ademas S es cerrado para el producto.

Resulta obvio que una parte novaciaS C A esunsubanillode (A , +,.)si y sblosi
para todo par de elementosae A y b e A se verificaa — be Ay a. be A.

Ejemplo 9-4.
Sm aeZ. Entonces el conjunto de todos los multiplos enteros dea

ik, a kezZ)

esun subanillode (Z , +,.).
Enefecto,sxeS A yeS entoncesx=k a A y=k' a

Luego
x—y—k a—K.a=(k—k'),a=k". a
Esdecir
X—reb5
Por otra parte

veS A yeS=x~ka A y=A"a «
=>»>Xx.y=A,a k)a=xy=k".a=v.y€S

9.6.2. Concepto de ideal

Sa(l . +,.)unsubanillode (A, +,.).

Definicion
El subanillo | deA esunideal aizquierdade A siy sOlosi
xeA A Ael =>* cei
El subanillo | de A esun ideal aderechade A siy sélo s
ael A xeA => axd
Definicion

El subanillo | de A esunideal de A s y s6lo s esun idea aizquierday a derecha
deA.

En el caso de anillo conmutativo no es preciso distinguir entre ideales a izquierda o
aderecha

Las condiciones que se imponen a subconjunto 1 C A. para que sea un ideal, son las
siguientes
i1 f#0
ti)aed . beil =»>a-b€l
iii)ad A bel =>a bd

iv) ael A xek =>a. xed" A jc.ael

Ejemplo 9-5.

El subanillo S de todos los multiplos del enteroaes un ideal de Z.
En cambio, Z no esun ideal de R.

Todo anillo (A , + . . ) admite dos idedes: el mismo Ay {0} ,y son llamados
idedles triviales. Todo otro ideal, si existe, sellamaideal propio no trivial.

9.6.3. ldeal generado por un subconjunto de un anillo

Sa S ~[Xj, Xj. . . . X, ' un subconjunto no vacio del anillo conmutativo A.
Todo elemento de (a forma

n
~ ai.,, con eA
i-!
sellama combinacién linea de los elementos de S, con coeficientesen A.
Consideremos ahora € conjunto de todas las combinaciones lineadles de los
elementos de S, que denotamos por

S~ aj. xjlaje A A Xxjes\



El conjunto S C A satisface las siguientes condiciones:
i) S<p pues 0=0.Xj +0.x, +...+0.x,eS
ii)xeS A yeS =x—yeS
iii) xeS A yeS =x.yeS
iv)xeS A aeA a.xeS A x.aeS

Es decir: (S, +, .) esun idea de A. Este ideal se dice generado por la familia S.

En particular, el ideal generado por un Unico elemento x e A se llama ideal
principal. Si ocurre que todo ideal de A es principal, entoncesel mismo A se llama
anillo principal. Este es el caso de los enteros, que esta generado por x = 1.

El lector puede verificar las condiciones iii) y iv). A manera de gemplo
comprobamos i)

xeS A yeS X=¢ a.Xj A y=£ bj.xj *»
i=1 i=1

= x ~y = | (af.Xi-bi. xj) =>

=x—y=¢ (a-bj) xj »x —y=2 cjx, =

=» X —y eS

9.7. FACTORIZAOON EN UN ANILLO

Sea (A , +,.) undominio deintegridad principal. En este caso, todo ideal de A esta
generado por un Unico elemento.

9.7.1. Mé&ximo comun divisor

En A definimos larelacion de divisor mediante
X|ly <« 3zeAly=x.z

Sidestal qued | ayd | b, entonces se dice qued es un divisor comin deay de b,
o bien quea y b son maltiplos ded.

Definicion
El elemento d e A es un méaximo comun divisor deay b s y s6lo s d es

divisor de a y i, y ademas multiplo de todo divisor comun a ellos.
Esdecir
\da A db
d esun M.C.D. deayb o
[d\a A dib =»d\d
En Z, tanto 2 como — 2, sonun M.C.D. de4y 6.

9.7.2. Propiedad. Todo elemento inversible de A es divisor de todo elemento del
mismo.

En efecto, ssaa e A un elemento inversible.

Entonces

VxeA :x=x.1~x(a" a) =--

=(x.a'). a

y por definicién de divisor resulta
a |x
9.7.3. Propiedad. Todo M.C.D. de los elementosay b de A es unacombinacion lineal
de los mismos con coeficientes en A.
Demostraci6n)

Sea i € ideal de A generado por los elementos a y b. Como todo ideal de A es
principal, ocurre que | esta generado por un Gnico elemento d. Por otra parte, como

a=l.a+0.b A ¢=0<z+1.Db

se tienea el A fe el. En consecuencia, existen py q en A, talesquea—p .i y
b — q. d, es decir, d es un divisor comun desy b.
Ademas, como del, existen 5y t en A, tales que

d=sa+tb

Sea ahora d' un divisor comin deay b: entoncesa=.r . d'y b =y . d\
Sustituyendo se tiene

d-sx.d+i.y.d=(s.x+r.y).d
0 g, d' | d. Hemos probado que d = sattbesun M.C.D. deay b.
9.7A. Elementos coprimos

En Z, los enteros 2 y 3 admiten a— 1 y a 1 como divisores comunes. Estos son los
Unicos elementos inversibles en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primos entre si.

Definicion

Dos elementosay b de A son coprimos si y s6lo s todo comun divisor deay b
esinversible.

9.7.5. Propiedad. Si dos elementos a y b de A son coprimos, entonces existen sy f en
A tdesque 1=i.a+t b, >
Demostracion)
La unidad de A verificallay 1 |b; es decir. 1 es un divisor comun de ay b.
Sea ahora d un divisor coman de ay b. Por ser éstos coprimos, d es inversible y
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por lo tanto esdivisor de 1, de acuerdo con 9.7.2. Esto pruebaque 1 esun M.C.D. dea
y b,y por 9.7.3, existen sy t en A, tales que

l=s.a+l. b
9.7.6. Elementos primos o irreducibles

En 2, el entero 3 esnoinversibley admite Ginicamente las descomposiciones
3=3.1 y 3=(-3).(-1

donde 1y — 1 soninversibles. Se diceque 3 esprimo oirreducible.

Definicion
El elemento no inversible a e A es primo o irreducible s y s6lo s toda
descomposicidona=x .y estal que alguno de losfactoresesinversible.

9.7.7. Propiedad. Si un elemento primo es divisor de un producto, entonces es divisor
de alguno de | o; factores.
Hipétesis) a esprimoy aib. c
Tess) a\b v i\c
Demostraci6n)
Si a | b, nadahay que probar, porque la disyuncion de la tesis es verdadera.
Consideremos €l caso enque a | b es F. Como a es primo, se tiene quea y b son
copiamos, y por 9.7.5. es

l=s.a+t. b
Multiplicando por ¢
1 .c = sac + thc
Esdecir
c-s.a.c-rt.a.x ya que alb.c=*b.c = ax

Por distributividad

—irnX* | »
.- .S, o« L%
Luego
ale
9.8. ANILLO ORDENADO
9.8.1. Concepto

El anillo (A, +, .) esta ordenado por larelacion de orden total que indicamoscun

ANILLO ORDENADO

el simbolo < si y sblo s dicha relacion es compatible con la adicion y multiplicacion
en A, en el sentido siguiente:

i )x<v X +tz<y +z
ii) 0<x A O<y = 0< xy
Que el orden es total o lineal significa
XeA =>x<0 v 0<x v x =0
Si el anillo no estrivial, es decir, si no se reduce al Unico elemento 0, entonces |os

elementos x que satisfacen la condicién 0 < x se llaman positivos y pertenecen al
subconjunto

A* =/.veAlO0<x}

Los opuestos de los elementos positivos se llaman negativos y definen a
subconjunto !

A"=ix€A/—xeA*]=(xeA/0<~X)

Queda caracterizadaasi unaparticion de A enlossubconjuntosA*, A~y =072,y en

consecuencia

XeA =>xeA’" v xeA" v x=0

9.8.2. Propiedades. Sea (A , +,.) un anillo ordenado por larelacion <.
1) El producto de dos elementos positivos es positivo.
xeA* A yek =*0<x A 0<V =»
=> 0O<xy <*Xxy e A*
Por definicion de A* y ii).
En consecuencia, A* es cerrado para el producto.
1) El producto de dos elementos, uno positivoy €l otro negativo, es negativo.
xeA" * ;eA"=»0<,f A O<—y =*
**o 0<x {—Y) 0< — (x v> »*xj»eA"
Por las definicionesdeA* ydeA",ii),9.3.2.,,y pordefiniciondeA".
I11) El-producto de dos el ementos negativos es positivo.
xeA" A yeA~ =*—xeA* A -veA* =»
=t (—X) (—Yy) e A* e xyeA*

Por definicion de A", I11)y 9.3.3.
IV)X <Y o»y —XeA*
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En efecto
X <y X 4-(-X)<y +(--v) <*O<y-x

V) x<y A zeA* =oxz<yz

Pues
X<y A zeA* =»0<y-x A 0<z =>
=>0<(y—x)z2=>0<yz—Xz =>Xxz<yz
Yi)x*" " ?2F A~ =>vz<xz
X<>- A zeA' =>0<y—x A —zeA"***
=>0<(y-x)(-z) =>0<-yz+xz =>yz<XZ
~Voda

Larelacion inversa se denota por >, y se define mediante
X >y y<X

y ambas caracterizan un orden estricto en A.
Un orden amplio y total en. A se define mediante

X <y *i>X<y vV X=Y

9,9. ESTRUCTURA DE CUERPO

9,9.1. Concepto de cuerpo

Un anillo con unidad cuyos elementos no nulos son inversibles, se llama anillo de
division. Todo anillo dedivision conmutativo esun cuerpo.

Definicion
La terna (K , +, .) es un cuerpo si y solo si es un anillo conmutativo, .con
unidad, cuyos elementos no nulos admiten inverso multiplicativo.

Los axiomas que caracterizan la estructura de cuerpo son
1. (K, +) es grupo abeliano.
2. (K—{ 0} ,.) esgrupo abeliano. *
3. El producto es distributivo respecto dela suma.

Ejemplo 9-6.
Laterna (Z , + . .) no es cuerpo, pues los unicos elementos no nulos que admiten

inversomultiplicativoson—1y 1.
En cambio(Q,+,.),(R,+,.),(C,+..).fZ, .+,.),conn primo, son cuerpos.
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9.9.2. Propiedades de |os cuerpos

Sea (K , +,.) un cuerpo.

1) Los cuerpos no admiten divisores de cero.

Seenx eK A yeKtaesquexy=0 (1).

Si x = 0, nada hay que demostrar porque la proposicionx = 0 v y = 0esV.
Consideremosel caso x 0. Por definicién de cuerpo existex""*.
Multiplicando (1) por x

x"' (xy)=x".0
Por asociatividad y producto por O en €l anillo, se tiene
1y =0,esdecirry =0

U) En todo cuerpo vale la ley cancelativadel producto para todo elemento no rulo
del mismo.

Es una consecuenciade 1 y de 9.4.3.

1'11)Sib 0,entonceslaecuacionbx =aadmite solucién tnicaenK.

Seabx=a con b O.

Multplicando por b"

b (6x) =2« a

Por asociatividad y conmutatividad resulta

(b~ ¢)x=a&-'
Es decir
Ix~ab'
Entonces
x=a6"'

es la solucién Unica de la ecuacion propuesta. En efecto, ssay otra solucién; ssto
significa que *
by=a. ycomo bx —a setiene
by ~bx =0 =*b(y—x)=0
y como b # 0 resultay — x = 0, es decir,y =X.
Nota

El producto de un elemento de K por € inverso multiplicativo de otro no nulo se
denotacon el simbolo

11 B
ab” -y,

y suele llamarse cociente entreay b.



1V) El reciproco del opuesto de todo elemento fio nulo es igual al opuesto de su En particular

rcc.'proco. K.,,={(1,1),(2,2),(3,3),...}

De acuerde con 9.3.3, y por inverso multiplicativo, se tiene Ki,2)={(l ,2),(2,3),(3,4),...}

K., ,i)={(2,1),(3,2),(4,3),...}

Multiplicando por (—x)"*
Larepresentacion de las clases en N* es la siguiente

o ) (X)) (x) - = T (Y
Por asociatividad e inversos multiplicativos resulta
(jt>) = (-*)-" N
V) En todc cuerpo se verifica K-U.S) ~(1.4) K..3) K(,2> “(I.1>
y y yy y y"
! y \
X_:_Xr #‘*Xv':yx 6, - J i y J y
y vy ' Wy y/ 1Y
En efecto 5 yY y y y -y
X x' ! y yy y
2R ks ek IR 1 NS s x> y y
v y Xy’ X* v Xy yy' ~x'y"'yy y K y y |
R y MY yly o Jd y
<*Xy'=yX ] y y / y “4.1)
31 Y v y y *y
y yY , y yV y
S10. DOMINIO DE INTEGRIDAD DE LOS ENTEROS ) y yY Y VV t
y X y oy
9.10.1. Relacén de equivalencia en N* X y v y
y
El lector hi tenido oportunidad de probar, en el gjercicio 3-25, la equivalenciade la
relacion en N° definida por
(ab) ~(a\ b') <* atb'=b + a' N
L a dase deequivalencia del elemento genérico (&, b), es, por definicion Eligiendo un Unico elemento en cada dase de equivalencia, se obtiene un conjunto
K..i,)={(JC. v)eN" /(*,y) ~ia . b) de indices
Ahorabien PN
x.y~(@,b) ».t+b-y+a , . . . N :
Cada dase de equivalencia se llama nimero entero, y €l cociente __  es el conjunto
Se presentan tres casos Z de los ntimeros enteros.
i) «=ft > K MNxY)EfiT fy=x) Definicién ,
i) a<b - K_..={(x.y)etfly=x+b-a) (I?\Inuszero entero estoda clase de equivalencia determinada por la relaci6n definida
_ Z oA . _ ] N*
u) - a>b > Ko, J)eN*ly=x +ab) Conjunto de los nUmeros enterosesZ = —— .



ttefinicion
NUmeroenteroOeslaclaseK ™ i ) .
Entero positivo estodadase del tipoK ,.,, conn> 1.

Entero negativo es toda dase K ,,,,,) con n > 1.
Para denotar |os enteros utilizaremos los simbol os

“(i,.) = ° _
(n,1 v 1 sn>1

sn>1
(I.'O

Asi. K,,) "™« i .K.,,6 -+ 2, etcétera

9.10.2. Operacionesen N* y compatibilidad
En N* definimos la adicién y multiplicacion mediante
1. (ab) +<0\o') = U +a ,h +b)
2. (a,s>) iab) = (aa + bb' ,ab' + ba')

La relacion de equivalencia definida en 9.10.1. es compatible con estas leyes de
composicioninternaenN ° . Enefecto

i ) Por definicion de larelacion de equivalencia, conmutatividad y asociatividad
de la adicion en N, y por la definicion 1.. se tiene

(@a.b)~ia, b)A{c,d~(c.d)=>
=>atb'=b+a’ A C -vd-d +c' =»
=>(a +c)+(b' + d') = (btd) + {a' + c') =>
=>{a+c,b+d~(@+c', b +d)=»
»a, b) +(c.d- (@, b)+(c,d)
ii) Sean
(a.b~(@.b)ya(,d ~(c,d)=>
=>a + b'~bta A C+CT=I" 4-C’
Multiplicamosla primeraigualdad por cy luego pord
ac +b'c - be +a'c
bd +ad=ad + b'd

Sumando

ac + bd+a'd + b'c = bc+ad+a'c + b'd (@]

Multiplicandolasegundaigualdad pora'y por&*
ac +ad=ad +ac
b'd + b'c' = b'c + b'd'
Sumando
ac+bd+ad +bc =ad+bc+ac +bd (2)
Sumando (1) y (2), después de cancelar resulta
(ac + bd) + (a'd +b'c') =(ad + be) + (a'c’' + b'd")
Por definicion de la relacion de 2g*K'3f»7fid
(ac + bd. ad + be) ~ (a'c’ +- b'd, ad' + b'c')
Por definicién de producto resulta

(a, b).(c,d~(a, 6J.ic\cT)

9.10.3. Adicion y multiplicacion en Z

De acuerdo con € teorema fundamental de compatibilidad existen en el conjunto
N
cociente — = Z dos leyes de composicion interna inducidas, llamadas suma y
producto de enteros, Unicas, tales que la aplicacion candnica/: N* -*-Z es un
homomorfismo.
Veamos coOmo se redlizan la adicién y multiplicacion en Z
(-3) +(+2)=/{"! .4)+/(3,1)=/[(1 .4) +(3,1)]=/(4.5)=/(1 ,2)=-1
(-3) . (+2)=/(1 .4) /(3 , 1)=/[(1 ,4). (3, 1)]=/(7, 13)=/(1 , 7)=-6
Hemos utilizado la definicion de aplicacién candnica, el hecho de que es un
homomorfismo y las definiciones de adicion y multiplicacion en N°.

Es facil verificar que la adicién es conmutativa y asociativa en N*, y en virtud del
teorema fundamental de compatibilidadlo esen Z.

Ademas, neutro paralaadicibnenZes0=K ., ,,, pues
K..,,+0=/(a,6)+/(l,1)=/[(a, , D] =
=fa + Ib + X=fab)=K,,
El entero opuestodeK .., esK . ,,,, pues
K.. + K., - fa .b+f(ba=Ha + bb+a)=f\ ,1) =

v ()
Resulta entonces que el par (Z , +) es un grupo abeliano.
El lector puede comprobar que la multiplicacién esconmutativay asociativaenN *,



y poi e homoaiorfismo candnico edas propiedades se trasfieren a la multiplicacién en

Z.
Neutro parael productoen Z es+ 1 =K ,, D pues
‘Cab> - "<2.1)" -~ <" <ty = [A -2, Dj=
=f(2a + ba + 2¢)=/(a, b) = K,

De manera andloga se comprueba la distributividad de la multiplicacién respecto de

laadicion en Z,

Por lo fant), jaternatZ , +,.) es un anillo conmutativo y con unidad.
Este anillo ;arecc de divisores de cero. En efecto
Sen los enteios K...j vy K,,.e -j taes que

K, ,.K, . =K, dondeK , , # U
o (xy) (xy) (L1 )
Por aplicacion canénica
fx i) «/(*",>")=/(" , 1)
Por ser / un homomorfismo
FT(x.v). (*\v")I=/(lI .1)
Por producto en N*
F(xx +yy' . xy +yx')=f(\,\)
Por definicion de aplicacion canonica
(xx' +yy, xy +yx) ~ (1, 1)
Teniendo jn cuenta la definicién de larelacion de equivalencia resulta
XX' +yy = xy + yx
six'>y
XX - Xy —yX —
es decir
VIA" -y'\~y{x'- i >

En consecuencia.Y —vy, y resultaK ,,.,) = 0.
Se tiene asi e dominio de integridad de ios niUmeros enteros.

9.11. ISOMORFISMO DE LOS ENTEROS POSITIVOS CON N

Sa Z° el conjunto de los enteros positivos. Definimos

F:Z° -*N
mediante la asignacion F (+a) = a

Se verifica
i ) F esinyectiva, pues

+a +b =>a¥=b =» F(4-a) 2 F (+ b)

i) F es sobreyectiva, ya que

VatEN,3+aeZ*/F(+<j)=fl
iii) F es un morfismo respecto de la adiciéon en Z* y en N.

F[(* a) +(+b)) = F [4-ia + h)]

-a k-F(4,\.p4h)
iv) F es un morfismo respecto de la multiplicaciéon en Z* y en N.

F(I+,,).(+i)] = Fl+(a.é«] =

=a b =F (+a). ¥+b)

En consecuencia. F es un isornorfismo de Z' en N, es decir, ambos con untos son
indistinguibles algebraicamente y pueden identificarse.

9.12. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

9.12.1. Funcién vaor absoluto

Es la aplicacion
f: Z - Z—2Z" definida por
f x 0x >Q
1*1 :/ * =< . N
) l—x s x < 0

Su representacion esta dada por los puntos de coordenadas enteras de las bisectrices
del primeroy segundo cuadrantes



Propiedades del valor absoluto

1) Todo entero esta comprendido entre su valor absoluto y el opuesto de éste.

- xtex<|x!
Se presentan tres casos
a)x=0 = —|x|=x=1x]|
b)x>0 =* - |x|<x=Ixl
e ) X<0 =>-W\-~x< WX\
1) Ixj <a =» - a<x <a

En efecto
Por 1)
X<1xi
Por hipotesis
Ix K a
Por transitividad resulta
x<a (1)
Multiplicando los dos miembros de la hipotesis por — 1
- | Xi>-«
Porl)
— |xj <X
Entonces, por transitividad
—a«X (2)
De (1) y (2) resulta
—s<x<a

) —a<x<a = x|<a
Si x > 0, entonces por definicioén de valor absoluto y por hipoétesis

|x!=x<a (1)
Si x < 0, por definicion de vaor absoluto, y multiplicando por — 1 los dos
primeros miembros de lahipétesis
IxXj=-x<a (2)
En ambos casos, (1) y (2), setiene
|xl<a

1V) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores

absolutos.
T-sig) ix+y [<ix] +|yi

Demostracion) Por 1)
Ixl<x<|x]
-lvi<y <lyl
Sumando se tiene
(x| lyl)<x+y<|x]| + |yi

Por I11) resulta
X +y|<Ix]+iy1l

V) Ei vaior absoluto de un produciu esigual al product» dt los valores absolutos de
los factores. . o
Ix.yi=[x1. |yl
La demostracion queda como egjercicio, y basta aplicar la definicién de vaor
absoluto alos casos que se presentan. >

9.13. ALGORITMO DE LA DIVISION ENTERA

Teorema. Dados dos enterosay 6, siendo b > 0, existen dos enteros q y r. llamados
cocientey resto, que verifican
i)a=bg-r
ii) O<r<b
Demostracion)
Como b esun entero positivo, setieneb>1 (1).
Multiplicando (1) por— |a i

—(alb<—]a]

Por 9.12.2.1)

, —laj<a
De egtas dos rel aciones se deduce.

—ialb<a
En consecuencia
a-[-]aj.6]1>0 . (2) -
Sea C e conjunto de todos los enteros no negativos del tipoa— xb, conx eZ. De
acuerdo con (2), paax = - | a i, se tiene
a~xb=a-[-\a\ b]>0

y en consecuencia C es no vacio.



Por el principio debuenaordenaci 6nexisteen C unelementominimo/", paracierto
valor g, dex. Esdecir, existen qy r taes que

a—bg=r>0

Entonces existen dos enteros, q y r que satisfacen

a-=bg+r A O«r (3)
Falta probar que r<b. Suponemosr > b; en este caso
r~b>'0 >»a-bg-b>0=*a-bla+1)>0

-feii+iifC (4)

Y como

a—bg—a—bg A E>0=>J—6+1)<a—bg=r (5)

De (4) y (5) se infiere que C admite un elemento menor que el minimo, lo que es
absurdo. Fntonces esr < b (5).

Las proposiciones (3) y (5) constituyen latesisdel teorema.

Queda como gjercicio lademostracion de que los enterosq y r, a que se refiere el
teorema, son Unicos.

9.14. ALGORITMO DE EUCLIDES

9.14.1. Maximo comun divisor en Z
El méximo comun divisor positivo de dos enterosa y b. no simultaneamente nulos,
sera denotado por
d = a\b = mcd@ab)
Para el méaximo comun divisor rigela definicion 9.7.1.
Setiene
3 A 0*—3 % 0»3

9.14.2. Propiedad. EI maximo comun divisor positivo de a y b, sendo b > 0, se
identifica con el maximo comun divisor positivo entre b y el resto de ladivision dea
por b.

Sean

A=(xezZl/x|a A x\b)

B={xezZ/x|ft A x]|rj

Siendo
a = bag+rfiO<r<b

La propiedad queda satisfechasi demostramos que A = B.
Sea entonces

XxeA =x|a A x\b=xlaa x|b A xXlbg=>
=>»>x1b A xla—bg=>xib A X|r=
=*xeB
Luego ACB <1)
Sea ahora
xeB =»x1b -'» X\r e=>x]bg * x\r * x:6=
=>x\bg-i-r A xj&=xiaAXxje=
=xeA /

Esdecirr BCA (2)
De(i)y12>resuita A =B.

9.14.3. Determinacion del m.c.d. por el algoritmo de Euclides

Sean los enterosay b, con b > 0. Por el algoritmo de ladivisién existenqj yr .,

tales que
abg H, o (<2

Por 9.14.2. setienear - b~b * r,.Sir, =0. entoncesa ¢ — 6.
Suponemos quer, >0, y que se llega a un resto nulo a cabo de n + 1 etapas, en
cada una de las cudes se divide @ divisor por € resto. Se tiene

b=rg +r-i A Q<rs<r

i =rgi +r. A O<rj <r-_

r . ri7z o,

De acuerdo con las relaciones de la derecha podemos escribir

<b

Q<r, <r_i<riA< ¢ o ¢ <3 <P <

donde los sucesivos restos disminuyen y son enteros no negativos. Por consiguiente se
llega a un resto nulo, que aqui hemos supuestor,, +..
Teniendo en cuenta9.14.2. resulta

a A h=b A Je=/e, A r,-0e =" A r -, A 0=/-,,
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Es decir, el maximo comun divisor positivo de dos enteros no simultaneamente
nulos, es igual a dltimo resto no nulo que se obtiene por la aplicacion del algoritmo de

i rdulos.
ti esquema de las divisiones sucesivas es
q.1l <3 <7+

a b n—I

"\ T,

Ejemplo 9-7.
i ) El cocientey resto deladivisionde— 7 por 3son— 3y 2

I_L

2 -3
i) Si el divisor es negativo, el cociente y resto satisfacen
a—bag+r
Q<r<;b!

iii) El m.c.d. de 6060y 66 por divisiones sucesivas se obtiene asi
91 1 4
6060 | 66 | 54 | 12 | 6

120 | 12 6 0
54

Luego
6060 A 66=6

9-15. NUMEROS PRIMOS

Como (Z, +, .) esun dominio de integridad principal trasladamos a este caso la
eort'a desarrollada en 9.7.

9.15.1. Enteros primos o irreducibles

definicion
El enterononulop =+ 1 esprimo si y s6lo s los Unicos divisores que admite
son + 1,— l.py ~r-

NUMEROS PRIMOS 201

Definicion
Dos enteros son coprimos si y s6lo si sumaximo comun divisor positivo esigua
al

Ejemplo 9-8.
i )Si un nimero primo es divisor de un producto de dos factores, entonces es
divisor de uno de ellos.
Esta demostrado en 9.7.7.
ii) S jm ndamero es divisor de un producto de dos factores, y primo con uno de
ellos, entonces es divisor del otro.

ciab A ayc coprimos =>c,b
Demostracion)

Comoay cson coprimos, setienea « c= 1
Por 9.7.5.

l=sa+fc=>
=* b=sab 4 tcb =» b—sgc + tbc =»
=>b=(sg+fblc=»c\b

iii) S dos enteros coprimos son divisores de un tercero, entonces su producto es
divisor de éste.

Hipotesis) ain
b. n

a -\ b=1

Tess) a b\n
Demostracion)
aiM=»/l=ax M)

Como
*- bln =* blax

y siendo ay b coprimos. por ii) resulta
b\x =>x = by (2)
De(l)y(2)
n =aiby) = (ab)y
O s=a ab\tt



9..15.2. Factoiizacion en Z

Teorema. Todo entero mayor que 1 puede descomponerse en e producto de 1 por
factores primos positivos. Salvo e orden en que se consideren los factores, esta
descomposicion es Unica.

Hacemos uso del segundo principio de induccién completa, cuya demostracién se
pide como gercicio. Este principio establece

Si Vh<tr: P(h) =» P(w), entonces P(n)esV, V «eN.

Consideremos ahoralaproposicién

P(a) : "El ;ntero a > 1 puede descomponerse en un producto de factores primos
positivos".

Suponemos gque P (h) ?s V para todo h<a il)

Debemos probar que Pia) es V.

Si a es primo, nada hay que demostrar.

S a no es primo, entonces

A= be con b<a )\ c<a

Por (1), Pib)y P (c) son proposiciones verdaderas, y por jo tanto

r S
b-ir p\"vc=TT p",sendopjvVvp" enteros primos positivos.
<=1 1=1

Luegoazbc:T_Ti Pij, donden =r + s

Entonces: Rg es V.
Tal descomposicion, sdvo € orden de ios factores, es Gnica. Si existieran dos
descomposiciones se tendria

a-p.p....p.=9.9....49,

Como pj e primoy p, \a, por 9.7.7.. £ tiene p\gij\ en consecuencia, p, =qj, ya
que son primospositivos.
Por ley cancelativay conmutatividad

PaiB e p =<, qjeee<4n
V' 1)+JS de ordenar <j .segundo miembro para que</¢, sea e primer factor.

Reiteramos s proceso hasta agotar ios factores primos de un miembro, en cuyo
caso quedan agotados ios del otro. Entonces m ° « y la descomposicidn es Unica

9.15.3. Teoremade Euclides. Existen infinitosnimeros primos positivos.
Hipdtesis) S={Pi/pj esprimo A p,>0}

Tesis) Sesinfinito.
Demostracion)

Suponemos que S es finito. Entonces

S={pi p. ... P}

Por9.152. 3 p eSlpjl\a
Si pj ~ a, entonces existiria un nimero primo mayor que todo pj. lo que es
absurdo.

Sea
Pj -Pa #> a-p,, m m > i
Luego
Pi. m-i i Pi\— 1
y como
*Pi—Pjeq *edendo q= 7T pj
se tiene
Pim-pg=1
O sa

Pi(m-g)=\ =>pj 11 =»>p-=+1 ,

lo que tambi én es absurdo.

9.16. EL CUERPO DE LOS RACIONALES

9.16.1. Relacion de equivalenciaen Z X Z*
Sea Z* = Z— «' O ef conjunto de jos enteros no nulos. Consideramos
Ty 7 =<<?,% ie2 ' b?2Z*"

Es decir, la totalidad de los pares ordenados de enteros de segunda componente no

nula
En Z X Z* definimoslasiguiente relacion

ia, b) - ia , b) <= ab' = ba (1)

Esta relacion es de equivalencia, pues verifica
i ) Reflexividad.

ia, b)ezX z*=>ab=ba—_>>@,b)-ia,b)
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ii) Simetria.
(a ,b)~ (@, b') > ab = ba = ab =ba=(a', &)~ (@, b)
iii) Transitividad.
(a, b~ (,6)Aa (@, b)y~@" ,b")>»>(@, b~ (a", b")
Se cumple trivialmente s alguna de las primeras componentes es 0.

Sia e caso en que ningunaes 0. Por (1), y ley cancelativa después de multiplicar, se
tiene

(@, b)-(a,b)a(@,b)~(@ .b")=>ab = 6a A a&" = ba" =»
=» abli'b"= bg'#a" ab" = ba" @@ b~ @ , b')

Por e teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una particion de
Z < Z* en dases de equivalencia, cada una de las cuales se llama nimero racional.
La clase de equivalencia de un elemento genérico (a, b) es

K.=((x,v)ezZzXZ« [ (xy-(ab}
Se tiene
x,y)~ (@, b)=bx - ay
En particular

Ko .., = {(x,y)ezXz* | ,v=2x) = {(x ,2x) ,'xeZ*}

donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resulta

“(i.2)y {--- " (-2,-4),(-1,-2),(-1 ,-2),0,2),(2,4),(3.6), ...}

Anélogamente
(o, ={ (") />"""*}
Es decir
“(0,i) {/-- ' (0,-2),(0,-1), (0,1),(0,2),(0,3), ...}

, Es claro que, dado un elemento de ZXZ*, sus equivalentes se obtienen multipli-
ambas componentes por todos los enteros distintos de cero.
La representacion de las dases de equivalencia esla siguiente

CUERPO DE LOS RACIONALES 20i
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Un conjunto de indices esta dado por la totalidad de los pares (p ,q)de elementos
coprimos, talesquepeZyqeZ'.
Definicion
NUmero racional es toda clase determinada por la relaciéon de equivalencia
definidaenz X zZ*.

Conjunto de los nimeros racionales es el cociente de Z X Z* por larelacionde
equivalencia

Q= %%




Para denotar los nimeros raciondes, es decir, las dasss K de acuerdo con la

(po

definicion del conjunto de indices, seescribe ~ .

9.16.2. Operaciones en Z X Z* y compatibilidad.
EnZ X Z* definimoslaadiciony multiplicaci 6n mediante
1 (a, b)+ (@, b") —(ab' + ba, bb")
2. la, *) .ia". b) = ta?", bb")
Es simple k verificacion de que edas leyes de composicién internaen Z X Z* son
asociativas, conmutativas, y la segunda distributiva respecto de la primera.

Por otra pme, la relacion de equivalencia definida en 9.16.1. escompatible con la
adiciony multiplicaciénenZ X Z* . En efecto

i ) Por la definicion de la relacion de equivalenciaen Z X Z*
(a b)~(cd) A ia"b")~(c\d) => ad- be \ ad- bc
Multiplicando estas igualdades por b'd' y bd, respectivamente, tenemos

adb'd'= bcb'd A adbd - b'cbd
Sumando

adb'd' + a'd'’bd — bcb'd' + b'c'bd
Por distributividaden (Z , +,.)

lab' + ba') dd' = (cd' + de') bb'

Por definicion de la relacién de equivalencia en ZXZ*
(ab' + ba" .bb’) ~~' led' + jfe". dd ">

Por definicion !.. de adicion en ZX Z*
ia. b)+{a\b")-(c,J)+(t', d)
Lo que prueba la compatibilidad de la relacién de equivalencia respecto de la
adicibnen Z X Z*
i) Aplicando la definicion (1) de 9.16.1., la conmutatividady asociatividad del

producto en Z. nuevamente (1) y la definicion de producto en ZX Z* ,
resulta

(a,b)~(a',b") A (c , d ~c, d)

ab'=ba’ A cd = de
a
ab'cd' = ba'de
*

(ac) (bd) = (bd) (a’c)
(ac, bd)~-(a'c, b'd)

ia. b) Ac. d) ~ta*, b).(c. d\
Es decir, vale la compatibilidad de " respecto del productoen Z X Z*.

9.16.3. Leyes inducidas en Q

Dado que la relacion de equivalencia 9.16.1 es compatible con las leyes de
composicion interna definidas en Z X Z*. de acuerdo con el teorema fundamental de
compatibilidad, existen en e conjunto cociente Q dos leyes de composicion interna
inducidas, llamadas suma y producto de racionales, Unicas, taes que la aplicacion
candnica/: Z X Z* -»Q es un morfismo que preserva las propiedades.

La realizacion de la adicion y multiplicacién en Q es la siguiente:

(- -8-) + f =Kc-a.3)+K<,.6>=/(-2,3)+/(5,6) =

=/[(-2,3) +(S.6)]-/(3. 18 =/(l ,6) = K, ,.,= -~

(~-yJ -8 =/(-2,3)./(5,6)=/1(-2,3).(5,6)1=

=/(-10,18)=/Cc"5,9)=-

de acuerdo con. la definiciébn de aplicacion canénica, el homomorfismo y las
detinkiones de adicion y multiplicacién en 2 X £*.

Por e mismo teorema iundamentai, I»s operaciones inducidas en Q son con-
mutativas y asociativas. Ademas, la multiplicacion es distributiva respecto de la
adicion.

Investigamos la existencia de elemento neutro para la adicion en Q. Se trata de
determinar, si existe, K ,,.,. tal que cualquiera que s=a K ,,, se verifique

K(oti)+K (.j , ) =K (..,
Por definicion de aplicacion candnica

f(a,b)+f(xy)=f(a,b)



Por ser/un homomorfismo
fl(a.b) +  (xy)]=fQi.b)
Por adicion en Z X Z*
flay + bx, by)=f(a, b)
Por definicion de aplicacion canonica
(ay + bx , by) ~(a.b)

Por 9.16.1.
eihv + h>- Y = nhv

Cancelando en (Z . +) se tiene b® x = 0. y como b * O resultax - 0, y en
consecuencia neutro paralaadicion en Q. es

K - A

Inverso aditivo u opuestode K _, j,, esK ,_, ., yaque
Koo + Koy =la. &) +/(-«.¢) =
=f[(a ,b)+[-a. b)\ = f(ab - ab, bb) =

=/(0,66)=/(0,1) = K,,.,.= y-

Concluimos as que (Q , +) es un grupo abeliano.

Con relacion a la multiplicacién en Q. ya hemos visto que es una ley de
composicion interna asociativa y conmutativa. Existe elemento identidad o unidad:

K<i.i) = ~j" 'y todo racional no nulo K.,, admite inverso multiplicativo o

reciproco K ,, : lacomprobacién quedacomo gjercicio.

Entonces <Q —(0) , .) esgrupo abeliano.

Teniendo en cuenta, ademas, ladistributividad de la multiplicacion respecto de la
adicion, resulta

(Q,+,.) el cuerpodelosniumerosracionales.

9.17. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE Q EN Z

Con Q, denotamos el conjunto de los racionales de denominador 1, es decir, todas
las dases del tipoK ., - , dondeae Z.
Es féacil comprobar que la aplicacion

/:Qirz

que asigna a cada elemento de Q,, e numerador, es un morfismo biyectivo regpecte de
la adicién y multiplicacion.

Esto significa que los conjuntos Q y Z son isomorfos y, en consecuencia,
identificables algebraicamente.

En virtud del isomorfismo escribimos — =a.

9.18. RELACION DE ORDEN EN Q

9.18.1. Concepto

De acuerdo con laeleccidn del conjunto de indices hechaen9.16.1.. todo raciona
puede representarse como una fraccion de denominador positivo.
Definimosen Q larelacion < mediante

< v oxV' <vx' (1)

Es claro que
O0<-"N- ** Q<x *> xy=>0.

Larelacion (1) satisface las propiedadesreflexiva, anti simétricay transitiva: ademéas
estotal. En consecuencia (1) caracteriza un orden amplio y total en Q.

La relacion < es compatible con la adicién y multiplicacion en Q, en e sentido
siguiente

29T T d T d

a N a c ., a c N a C

Lajustificacion de estas proposiciones se deja a cargo del lector. Ademas

. d>0~0< d A d4—"0

Resulta entonces que la terna (Q , + , ,) es un cuerpo ordenado por larelacion «S
En consecuencia, son validas las propiedades de los anillos ordenados demostradas en
9.8.2.

9.18.2. Densidad de Q
Definicion
(Relacion de menor)



Definicion
Un cuerpo K es denso respecto de larelacion<s y sélo s
X <y *» 3zeK/x<¢ <y

Propiedad. El conjunto Q es denso con la relacion <.

Se trata de probar que entre dos racionales distintos existe otro. Para esto demostra-
mos que, sumaido los numeradores y denominadores de dos racionales distintos, se
obtiene otro comprendido entre los mismos.

Hipétesis) T
Tes's) a ™ a+c N C_
o, b " bid d
Demostracion)
< Por hipotesis
ad<bc Pon 1) de 0.18.1
ad +ab<be+ab A ad +cd<be+cd Por compatibilidad en (Z , + ,.)

a6 +d<b (a+c) A (a+ocd<b +d)C Por distributividad en (Z , +,.)

£ <2L*£. . 4%i <4 Por (1) de 9.18.1
b i>-ra b +d d
a
Ab- < b +,d<-Va P° ' transitividad
Ejemplo 9-9,

Uns consecuencia inmediata de la propiedad anterior, es decir, de la densidad de Q,
es que entre los racionales distintos se pueden intercalar infinitos si s orden esta
dado por lareheién <

Es claro también que no existen dos racionales consecutivos.

Podemos aplicar reiteradamente el teorema anterior en los siguientes casos
1 2

i ) Proponer cuatro racionalesentre —y —

Resulta

Otraintercalacion es

I < *+ <+ < A <
5 13 8

3 3
ii) ldementre —— y —

Se tiene

3 4 1
4 < . T < -i< 4 <0<

9 19. NUMERABILIDAD DE Q

En 6.2. hemos introducido el concepto de coordinabilidad o equipotencia entre
conjuntos. De acuerdo con 6.3.2. sabemos que'un conjunto es numerable si y solo s es
coordinabie a N. En e egemplo 6-1 hemos demostrado que Z es numerable. Nos
interesa llegar ahora ala conclusion de que Q tambi én es un conjunto numerable. Con
este propdésito enunciamos a continuacion las siguientes propiedades que se proponen
como gercicios en los Trabagjos PracticosV1y i X.

1) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.

A~N A Mesinfinito A°. MCA =» M esnhumerable

I1)La union de un numero finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a dos, es
numerable
n
Aj N A iel, A A,-HAy =it s /5fd «* 2 Aj esnumerable.
&i
I11) La unién de toda familianumerable de conjuntos finitos, disjuntos dos ados es
numerable.
00
A ~l¢g. \ AnA =ési*j == 2 Ajesnumerable.
! i

\\'i La utiién ae toda fainiua numerable de conjunto;» aumentéles, Uisjunioi dos s.
dos. es numerable.
00
Ar ~ N A A rriA,=as ipj =» 2 Aj esnumerable.
1=1
Con estos elementos de juicio vamos a demostrar que Q es numerable, en las
siguientes etapas
i ) Q esnumerable.
Demostracién)



S'a la sucesi6n de conjuntos
A, = |-y- I lieNj> con ZeN

Cada Aj es coordinable a N y en consecuencia es numerable. Por gemplo

i 2 3 4 "
AJ_{?-?-?n?:---:?,---}

De acuerdo con | V) resulta numerable el conjunto £ A,

Ai prescindir de las fracciones reducibies resuiia e subconjufltd Q*. que es
Tjm<;rible por !). ya que consiste en un subconjunto infinito de un conjunto
numerable.

ii) Q" es numerable, por sr coordinable a Q*.

iii) Q esnumerable.

En efecto, si denotamos con + launién en el caso disjunto, tenemos

Q=Q* +Q'+{o}

Y teniendo en cuentall y el ggemplo 2-6 resultalanumerabiidad de Q.
Sota

Los conjuntos numéricosinfinitos tratados con cierto detalle hasta ahora, a saber:

N, Z, enteros pares, enteros impares, enteros primos, y Q, son todos numerables, es
iecir. "'tienen el mismo numero de elementos’. Pero no todo conjunto infinito es
coordinable a N; en efecto, esta "tradicion"' no se mantieneen el caso de los nimeros
reales, conjunto que estudiaremos en el capitulo 10, donde llegaremos ala conclusion
de que R es no numerable.

TRABAJO PRACTICO IX

9-10. En 1} se definenlaadiciény lamultiplicaci 6n mediante
xy) + X ,v)=(Y +X.V+ V)
(x.y) . ix y)=(xx,0)
Verificar que (Z° , + ,.) es un anillo y clasificarlo.
9-1i. Si (A, +) esun grupo abeliano, y se define
o A" ~* A talque a. b=0,entonces(A . + ,.) esunanillo.
9-12. En Z* se consideran la suma habitual de pares ordenadosy el producto definido
Per (a b).@ ,b) = (aa' ,ab’" + ba')

Comprobar que (Z° , +,.) esun anillo conmutativo con identidad.

9-13. Ssa A ={x eR/x =a+b\f2 A aeZ A b ez\. Comprobar que A es un

anillo conmutativo y con unidad con la suma y el producto ordinarios de
numerosredes. Investigar s admite divisores de cero.

9-14. Con relacion al anillo del gercicio anterior, verificar que
/A * A taque/(a+bg2)-a-bg~2
es un isomorfismo de A en A, respecto de la adicion y de la multiplicacion,

9-15. EnA =i0. 1, 2,,3} sedefinenlaadiciény multiplicacién mediante las tablas

+ 0123 0123
o o01i 3 0| 0000
1] 1032 i | o123
2 301 2| o0000
33210 3/ 0123

Comprobar que (A , +,.) esun anillo no conmutativo y sin identidad.

9-/6. Demostrar que la interseccion de dos subanillos del anillo (A , +, .) esun
subanillo.



9-17, Por definicion, el elementox del anillo A es nilpotente si y s6lo si existen eN tal
que X" -X. X ... x— 0. Demostrar que el unico elemento nilpotente de todo
dominiode integridad es O.

9-18. Demostrar que dos enteros son congruentes moédulo « si y sélo s admiten el
mismo resto al dividirlos por n.

9-19. Demostrar que en todo anillo ordenado severifica
i) a<b =» -b<-a
ii) seA =» <&
9-20. Seael arilloordenado (Z, +,.) . Demostrar
i )jr-_vi>ivi~iv?
a)jiij-l.vl|<]jc+yl
iii) .riy A YN OMXA<\WA
9-21. S: A un anillo. Demostrar que | =*x €A ,tve=0 A ngZJ esunided de A.

9-22. Demostiar que todo anillo dedivisién carece deideales propios no triviales.

9-23. En R* s: consideran lasumaordinariade cuaternas ordenadasy lamultiplicacion
definida por

Oi,a, ,a ,a)(bi b, b ,b)=(> . .c ,c,) sendo
Ci =ab - ab -ab - a&,
c, = aj., +abi +ai> - a,b,

= a¢> +a.b, +ab, - a¢»,

o
I

= a\bi, +a,¢si +ab, — ab,

o
|

Verificar que R* es un anillo de division no conmutativo, con identidad
(1 ,0,0.0). Setrata del anillo de division de los cuatemiones.

En dgunos textos se considera la existencia de cuerpos no conmutativos, y en
consecuencia se habiadei cuerpo de ios cuatemiones.

9-24. Resolver el siguiente sistemade ecuacionesen (Z, . +..)
' 2c+TVv=2
\ Ix + 4y =3
9-25. Demostrar que s dos enteros coprimos son divisores de un tercero, entonces su
producto también lo es.
9-26. Demogtraren (Z , +,.)
mcd(a,b)=d A aljc A b\c=>ab\cd

9-27. Expresando todo entero positivo en laforman = 10d + u, donde u denota la
cifrade las unidades y d el nimero de decenas, demostrar |os siguientes criterios
de divisibilidad

i) 21u=2]|n
ii) 3\d+u =*3\n
iii) 11 1d-u=»111|n

9-28. Determinar el m.c.d. positivo por divisionessucesivas, en |os siguientes casos
i ) 10324y 146 iii)2!.3423
til1560.- 25 .vi 215.15. 325
9-29. En el anillo ordenado de losenterosseverifica
aib a ib[<a=>b=0
9-30. Demostrar que el cocientey el resto de ladivision enterason Unicos.

9-31. Expresar el m.c.d. positivo de los enteros ay o como una combinacion lineal
adecuada de los mismos, sabiendo que se identifica conr,.

9-32. Por definicién, el entero m es un minimo comin multiplo deay b si y sélo si
i ) aj m a b\m
ii)alyv A 6 m =>mm
Si ay b son enteros positivosy d y m denotan respectivamente el m.c.d. y €l
m.c.m. positivos, entonces severificad. m=a. b.

9-33. Demostrar que s a y b son enteros congruentes médulo n, entonces a* es
congruente ab“ paratodok eZ*.

9-34. Demostrar que (R'"*" , 4-,.) esun anillo.
9-35. Demostrar el segundo principio deinduccién completacitadoen9.15.2.

9-36. Demostrar que si ac es congruente con be médulo n, y ¢ es coprimo con n,
entoncesa es congruente con b médulon.

W 7. Sm » un entero positivo Por definicion, el conjunto . a%, a. . . . . a» ' es ana

clase completa de residuos modulo n Si'y sélo s cada el emento pertenece a una
clase de equivalencia determinada por la congruenciamédulon en Z.
Asi, losenteros- 3.5y 7 constituyen una clase completade residuosmodul o 3,
pues-3eQ5€2y7el
Demostrar
i } n enteros constituyen unaclase completade resduosmodulonsiy sélosi
dos elementos di stintos cual esquiera no son congruentes modul o n.

ii)Siaynsoncoprimosy (ai, aj, ..., a,\ es unaclase completa de



residuos médulo n, entonces |aai, aa,,... , aa,~ €s una clase completa
de residuosmodulon.
9-38. Demostrar el siguiente teorema de Fermat: si el entero primo p no esdivisor de
a eZ, entonces jr"""* es congruente con 1 maédulop,
9-39. Sean los enterosa, b y n, tades quen eZ* y a'y n son coprimos. Demostrar
i ) La ecuacion de congruenciaax = b (maéd n) tiene solucion.

i i) Dos enteros son soluciones de la ecuacion si y sb6lo si son congruentes
modulon.

iii) Si n es primo, entoncesx = a" ~* b es solucioén.
9-40. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias

i) 3x=7 (méd 4)

ii) x-6=0 (mbd 12)

iii) -2x=1i: (mbd 11)
9-41. Sea (K , +,.) uncuerpo. Si b ¥=0, entoncesab™ = ~ , Demostrar
o
£, £ ad + bc
6 ti ~
i) — E.=_*L
' rf etf
III) b d b d a-b c-d

9-J2. Demostrar que lainterseccién de dos subcuerpos de K es un subcuerpo.
9-43. Sea (Q . + ..) €l cuerpo ordenado de los racionales. Demostrar
neN A xeQ A yeQ* =>Xx" +y'> * 0"

9-44. El simbolo Q (v”) denota el subconjunto de nimeros redes del tipo atb ¢/i,
siendo ay b nimeros racionales. Investigar si (Q (V3) , +,.) es un cuerpo.

9-45. Sean (K , 4-,.) un cuerpoy n un entero positivo. Se definen

0.e=0
1.e=e
ne=e+et ... t¢ s n>1
donde e esla unidad del cuerpo.
Demostrar
i) (nx) (my) = (mn) (xy) donde n y m son naturales y x ey son elementos
deK.

ii) (ne) (me) = (nm) e

9-46. Por definicion, el menot entero positivo p que satisface pe = 0 se llama
caracteristicadel cuerpo. Demostrar
i )S p es la caracteristica de (K , + , .), entonces se verifica px=0
cualquieraque ss|a x € K.
ii) p esprimo.
9-47. Si peslacaracteristicadel cuerpo K, entonces se verifica:
(X+y)y~x + f
9-48. Sea (K , +, .) un cuerpo ordenado. Por definicion, K es completo si y sblo si
todo subconjunto no vacio y acotado de K tiene supremo.
Por otra parte se dice que K es arquimediano si y sélo s
O<x<>- =*3.reN / nx&y
Verificar que Q no es completoy si es arquimediano.

9-49. Demostrar
i ) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable,
ii) La unién de un namero finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a
dos, es numerable.

9-50. Demostrar
i ) La unién de toda familia numerable de conjuntos finitos disuntos dos a
dos, es numerable.
ii)La unién de toda familia numerable de conjuntos numerables, diguntos
dos a dos, es numerable.



Capitulo 10

NUMEROS REALES

10.1. INTRODUCCION

De acuerdo con el método genérico empleado hasta ahora, se estudia en este capi-
tulo el nimeroreal siguiendo dos vias alternativas: |os encges de interval os cerrados
racionales, y las cortaduras de Dedekind; se mencionan, ademas, los pares de
sucesiones mondtonas contiguas de racionales. Se llega a establecer que (R , +,.) esun
cuerpo ordenado y completo. Asimismo, se encaran con cierto detalle lapotenciacién
y lalogaritmadén en R. Se demuestra, finamente, que R es no numerable.

10.2. EL NUMERO REAL
10.2.1. Ecuaciones sin soluciones en Q

La medida de la hipotenusa del triangulo rectangul o cuyos catetos miden 1 esV 2.
nimero que saisface la ecuacion

X’-2=0 (1)
Demostraremos que si un racional esraiz de (1), entonces dicha raiz es entera.
En efecto, sa ¢~ eQraizdeil),y py g coprimos.
Entonces
Jld‘- —2=0=p°'-2q-0=pP ~20 =>q\p

Ahora bien
glg Aq 1p >qlp >qlp.p
y sendo p > q coprimos, por 98 ii) resultaq | p y en consecuencia q = + 1, es

decir — e Z.

Por consiguiente es vélida la implicacion contrarreciproca: si la ecuacion (1) no
admite raices enteras, entonces dichas raices no son racionales.
Precisamente (1) no tiene raices enteras, pues

VaeZ:Uj<l =*0°~2<0
VaeZ:|aj>2 *»a  -2>0
y en consecuencia carece de raices racionales, es decir, \f~2 ( Q.
Situaciones de este tipo plantean la necesidad de ampliar el conjunto Q, de modo
que una parte del nuevo conjunto, que llamaremos R, sea isomorfa a Q. La via que
elegimos para este fin esei método de ios interval os encgjados de racionales, através de

los cudes se tiene una representacion geométrica de interés intuitivo, y, como
alternativa, el de las corladuras de Dedekind.

10.2.2. Encge de intervalos cerrados racionales
Definicion
Intervalo cerrado racional de extremosa y b (siendo a <b), es e conjunto

[a.b]-{xeQ /

De acuerdo con 9.18.2, e conjunto [a , b] C Q es infinito, porque entre dos
racionales distintos existe otro, salvo e cao a=b en que e intervalo se llama
degenerado y se reduce a un Unico elemento.

Amplituddel intervalo cerrado[a, b] esel nimeroracional b—a.

Sucesion de interval os cerradosracionaleses todafuncién/, condominioN, y cuyo
codominio es el conjunto de todos|os interval os cerrados racionales.

Unatal sucesién quedadeterminada por el conjunto de lasimagenes

donde f(n) = [a, ,a.]CQ

Ejemplo us-i

Los cuatro primeros términos de la sucesion cuyo elemento genérico es
r i e 11
2— — 2+ — i sonlosintervalos cerrados racionales
L i ij
r, ii FA _L1 jA. 11 T-L 1

L L2'2J"'"L3"'"3J"'"La"'4ad

y suU representaci 6n en un sistema de abscisas es



3 5 1
2 3 4
Estasucesién estal que cadainterval o estacontenidoen el anterior, esdecir
5 J
L3"'3J
m.tivo por e cual se dice que es decreciente.

Ademas, la correspondiente sucesion de ampiituaes g's— aj es convergente a 0, ya
que

5
2
7

5 1
T — — 3
9 7 |
4 4 2

Es decir, a partir de cierto indice, todos los intervalos de la sucesion tienen
amplitud menor que cualquier nimero positivo, prefijado arbitrariamente.

r 1 i*j
La familia[ 2——-,24- — con/ eN esun encge de intervalos cerrados de
racional es, concepto que precisamosacontinuacion.
Definicion
Encaje de intervalos cerrados racionales es toda sucesién de interval os cerrados
racionales [aj, a'i] C Q, con i eN, que satisface las siguientes condiciones:
i ) Esdecreciente, en € sentido de que cadaintervalo contiene a siguiente

reN=>[a, ,aj]D[a,. ,a/+,]
O bien
ieN =»1,+j Cl, dendo | =[a,, aj]
i i) Lasucesi6én de amplitudesesconvergente a0.
VE>0,3n,(£) / n>n, =*a-a<Zz

Es decir, prefijado cualquier nimero positivo £, esposible determinar un nimero
>i, que depende de £, tal que para todo indice de la sucesion que supere in, ocurre
que la amplitud del interval o correspondiente es menor que E .

ENCAJES DE INTERVALOS
Ejemplo 10-2.
Lasucesionj2 — ,2+ y-j define un encge de intervalos, pues

i ) Esdecreciente. Debemos probar /" e N =* cij.

En efecto
el =>, -0 02 0 i, ]
:>2'")“<r<2+—- ESY — <, ->= — — =
Cr |+ 1+ - 1417
i 1+1 i+1 i , <Y --< . e
»i-Acax<ori-»F, 1. i1 A
=*_Vil;

ii) Lasucesi6n de amplitudes es convergente a0.
Sea £ >0. Hay que determinarlo tal que

n>n =»a, —a <£

Ahora bien
-a < £ 2+-0 - U-—=1<¢£ =
a-a ( *i- -
2 -7
=» —<E£=>«> —
" £
2
Ahrmamosque V £ > 0,3 «, ~ tal que
K>«, > a -a<&£&
En efecto

-(-4)-0-1)<<>*4)-0-4) -

=>a; -a, <£

Analizamos algunas cuestiones de nomenclatura en conexidn con los encges de
interval os cerrados racionales.



.Sea [aj , cj] con i e N un encge de intervalos cerrados racionales. Entonces se
verifican las condiciones
i)l,z,D,D ... Ol, O ...
ii)limanrpl 1, -0
Los extremos inferiores aj de los intervalos del encge se Illaman aproximaciones
por defecto, > los extremos superioresaj, aproximaciones por exceso.
Se verificaque las primeras constituyen una sucesion creciente de racionales. En
electo, sa/ >/.
Por definicion de encge se nenei, - I,
y como aj e 1. resultaaj ei,, esdecir. aj <a,< a\ por la definicion de i,.
Luego
/> = a< <Uj
En consecuencia
a «a «a, < ... <q < .,,
lo que nos dice que la sucesi6n de aproximaciones por defecto es creciente.
Andalogamente se prueba el decrecimiento de la sucesi 6n de las aproxi maciones por
exceso
a>a>a-j> .. ~>a,>...

De modo que un encgie de intervalos cerrados racionales es equivalente a un par de
sucesiones (fij) y gaj> de racionales, queverifican

i ) Condicién de monotonia.

faj N escreciente

i aA es decreciente
ii)ieM =aj<aj
iiif coidicion de contiguidad.

Se dice que' a, }y {a'i } constituyen un par de sucesiones mondétonas contiguas de

racionales.

S los intervalos son no degenerados, de la condicidn i ) se deduce que toda
aproximacion por defecto del encge es menor que cual quier aproximaci dn por exceso.
Distinguimostrescasos

1 '=/ = aj<aj =» a<qj
2. i</ = aj<aj A aj<a)=*eaj<ad

3. />/=*eagj<ai A aj <a =*- a;<aj

Se tiene la siguiente representaci 6n geométrica de un encge de interval os cerrados
racionales

.
La interseccion de todos ios intervalos del encge puede s vacia o no enQ. En el
caso de! gemplo 10-2, setiene

En cambio, € encge asociado a las aproximaciones racionales de \2 tiene
interseccién vacia en Q

[*..«;]=[! .2]
[(J.ai]=[1.4,1.5]
[a,a]=[l .41,1 .42]
[a ,a.]=[1.414,1.415]

@

igi[a, .aj]=-?

10.2.3. Relaciéon de equivalencia en e conjunto de los encajes
de intervalos cerrados racionales. EI nimero real.

Sea A @ conjunto de todos los encges de intervalos cerrados racionales. Cada
elemento de A es una sucesion decreciente de interval os encajados, que denotamos con
ja. .a, i.

En A sedefinelarel aci6n ~ mediante

ffie"jl~~[bj .*/'] *» aj <b'j A bj sSal Vi Vy (1)

Es decir, dos encajes de interval os cerrados racionales estan relacionados si y sélo s
las aproximaciones por defecto de cada uno no superan a las aproximaciones por
exceso del otro.

Larelaciondefinidaen (1) esdeequivalencia, pues satisface

I. Reflexividad.

[ai ,a*] e A =% aj<a- A a <aj => [aj.aj] ~[a , aij]



Il. Simetria.

t«i o «i] o] Ry <ty t o
= I>/<a, A aj<fc > [b, 6,]-[a,. ajl

I1l.  Transitividad.
[Ov'av']-py! A [lefy'] “‘[C,E.Ci]»

=> |aj .a,']-["fe . Cftl

Vrnnstracionl
Debemos probar

Vi.V* :aj <c,. ¢ <a*
Suponemos que existen dos indicesm y n. taesquea, > c',
Por hipotesis
[ai,a]~[6/.f5]=>*Vi.V/4éaj < bj=*
=>\fi;a,<bj (3)

[&] . élj ~L<r, . f¢] =% V; .y k: bi<c, »

Gréaficamente la situacién es

bj *—— 1 1

De(3)y (4)
\tj:b)>a, A bj<c,
Restando miembro a miembro
v/ :b'j-bj>a -c',
y tomando £ < a, ~ cj,, resulta
V/ : b -bj>z

En consecuencia [bj , 2>'] no es un encgje, contrala hipotesis.

De acuerdo con el teorema fundamental de lasrelaciones de equivalencia, existe una
particion de A en dases de equivalencia, cada unade las cuaes sellamanumero real.

@

Definicion
NuUmero real es toda clase de equivalencia determinada por la relacion (1) enel
conjunto de todos los encges de intervalos cerrados racionales.
Conjunto de los numeros redles es el cociente de A por la relacion de
equivalencia
Lanotaciéna=K ,.,tj denota el nUmero real asociado ala clase de equivaencia
del encae|[a,, afl.
Un real se llama racional s y so6lo s & encge representativo de su dase tiene
interseccion no vacia. Si tal interseccion es vacia, el red se Ilama irracional.
Definicion
Nudmero real 0 es ja dase de equivalencia de todo encge cuyas aproximaciones
por defecto no son positivas, y cuyas aproximaciones por excesd no son

negativas. >
r i n
El encge j-- , ji .y todos los equivaentes a el, definen el nimero rea O
esdecir
0=K. _..
L*id
Definicion

Un numera real es positivo s y sblo s todos los encges de su dase admiten
algunaaproxi maci6n por defecto positiva.
Un nimero real es negativo si y sélo si algunaaproxi macion por exceso de todos
los encges de su clase es negativa.

En simbolos

a<0 *» a=K]|,.,:), 3aj<0

a>0 o oj =K]|,.ai /3 aj>0

10.3. OPERACIONES EN R
10.3.1. Operaciones en A
En el conjunto A, cuyos elementos son todos los encges de intervalos cerrados

racionales, definimos las operaciones habituales.
I.ADICION.

[a,aj] + [b,bil=[a+tbta’, + bj)

La suma de dos encgjes se realiza sumando las correspondientes aproximaciones por

defecto y por exceso.



Esta defiricion satisface las condiciones que caracterizan un encge de intervalos. En
efecto

i ) Monotonia. Por sr [aj, aj\ y [bi, bj] encges, se verifica

a<a, A bi<bl

Luego
ti, + bi<ati + b, (i)
Anélogamente
Sea ahora
xefati + s AV +6,"+!!
il '
a+i + bj~i <x<a}, + bj+, 3

De(l), (21 y (3) resulta

aj + bj <x <aj + bj

O s=a
X e[a + bj, aj + bj]

En consecaencia

[a.i + bj aUsbi]C [i + bia + bj ]

ii) Contiguidad. Sea £ > 0. Por s [aj, b\ y [aj, bi] encgjes, existenn', yn';
talesque

£

>, =>alsae< —
C

n">n\" =» hi, -»f>,.< —

ppppp

Paan >w¢ *rriax { ni , «"¥

Sumando

fa, +6;)-(a,+£>,)<2 . % =£

Il .MULTIPLICACION. El producto de dosencgesquedadefinido por

a) la,ai].[bj,bj] = [abj,a'ibj] Si a,->0 y bt>0 , Vj
b) [al,al]. I¢»i bi]l= [ajbi ,aibi] Si ai>0 vy bij<0 , V-
c) k,a'l.[é, bi]=T[*-,6/] s jbj fe]-[--3-,-j-]
Procediendo como en el caso |, se prueba que las definiciones || definen encajesde

intervalos.

Ejemplo 10J.

Deter minar lasumay € producto de los siguientes pares de encges

. JL L+ Jul
10" 10'J
Resulta

J c¢,1 J1
00 0/ 0 103

Por otra parte, como

& bi =6 10 ;10
al/6/=6 + 4|,- * 0 10
*tiene
: . , 1
9.2 b b} i /10 3o -
L I iJd
i P
Setiene r /J
[«»,«/] + [*»_*;] = [- i- ~ ,~1 + y]
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Y de acuerdo con |l b) el producto es

[ai ,aj). [bi ,bil=[ajb ,ajbi] =

i
:[-6-4- ol_
1 5 1"
-[- ° & Ta~F"J
pues aj >0 <> 6"<0

iii) S las aproximaciones por defecto de ambos encges son negativas, la
multiplicacion se reduce a caso Il a) de la siguiente manera

[a,..i\{b, .b)™[-,. anr.l b[. - b]
Asi
.2+-L1J-3-4-.-
iJL /
TaeT T3

=.6-—+ 2 .6+ —
L | | |

Si a partir de cierto indice las aproximaciones por defecto son positivas, el
problema se reduce a los casos anteriores considerando

a',].[b,.b:\~laj.aj\.\bj ,bi\
siendo, paai'</',aj <O A & >0 A bj>0
Si los encgjes son, por ejemplo

1-3,:1.i-3+4 .5 . , a4

[3 - —4}— ,3H—i\—i\ , es decir

el producto sereali/a i partir de/ = 3 aplicando Il a).
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10.3.2. Compatibilidad

La relacion de equivalencia definida en 10.2.3. es compatible con la sumay €
producto definidosen 10.3.1. Lo demostramos parala adicion
[ai.a'i] ~[bi, bil ~ <bj A bj <aj
[c,ci] ~[rfy ,E//]=* ¢, <dj A dj <c/

=>aj + Ci<bj' +dj A 6, 4-d,-<aj + cj =>
AK + -a +efl ~[b +dj, 6 +dj] =>

. f ,,,>>1.-|f rl_r. )’tlir_i o
*olad "TJ® IN,Cid T ,»1JT,,j,u]

10.3.3. Operaciones en R

Por s la relacion de equivalencia 10.2.3. compatible con la adicién y la
multiplicacion en A, de acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad,
existen en el conjunto cociente R sendas leyes de composicioén interna, llamadas suma
y producto de redes, Unicas, taes que la aplicacion canénica /: A-*R, es un
homomorfismo. Esto nosdice que para operar con dos redes se considera un encgje en
cada clase de equivalencia, y se opera con éstos en A. Luego se determina la dase
correspondiente a encge obtenido.

La adiciéon en A es asociativa'y conmutativa. Estas propiedades se trasfieren a los
reales con lasuma

Neutro paralaadicionesO=K [*_ 1 11 pues Va=Kj, .,.j severifica

L j*il
a+0=0+a=K,,;, +K-—_ , |5

=/(la,a;j)./([-], 3&) =

pues\aj- j ,di + yj ~ [ai, aj]
Inverso aditivo u opuesto dea=K][,,..ij es—a=K (_._,.]
En efecto

a+(-a)=(-a)ra=K, ... 4-K_, ' -ajl =

=/(h.a/D +/([-*i. «]) =/([«i - aj, «i-a]) =

En consecuencia (R , 4-) esgrupo abeliano.


file://b:/~laj.aj/./bj

Por otra parte, € producto en A es asociativo y conmutativo. Estas propiedades son

vélidasen R. Neutro parae producto es

1 =Kl,.!] tal que  a>\ A a<1

Asi 1 =Kj-j_i, . ij ysetiene

Todo rea! no nulo admite inverso multiplicativo. En efecto, dado

a—K]|,..ii>0 ocon aj>0
entonces a" - K, | - es el reciproco de a. pues
[& < aii
a.a" =a~- .a= =1

Luego (R—< 0%}, .) esun grupo abeliano.
Anédlogamente 'se prueba la distributividad de la
adicion en R, lo que confiere alaterna (R, + , )

Ejemplo 10-4

° a:K!u\('u\wl<O

multiplicacion respecto de la
estructura de cuerpo.

entonces
a" =K
LL -U
Lo ™d
Sea
2/-1 i+
Se tiene
~gjm«ii ~
v i—al ' -K J
L -t ii—ij
L r.1
LI~1 " 2i+1J
El encge asociado aestaclase es
-3 -3 1
5 ' 7

Enedecan a=—2 y a

10.4. ISOMORF1SMO DE UNA PARTE DE R EN Q

Sea RQ €l conjunto de los numeros redes definidos por clases de equivalencia
asociadas a encgjes de intervalos con interseccion no vaciaen Q. Lafuncién
/:RQ"Q

que asigna a cada elemento de R, el nimero racional correspondiente es un morfismo
biyectivo respecto delaadiciony multiplicacidn, y en consecuencia es un isomorfisrno
que permite identificar algebraicamente a los conjuntos RQ y Q.

10S. CUERPO ORDENADO Y COMPLETO DE LOS NUMEROS REALES

En R se define la relacion < mediante
a«0037>0/j3=a+-Y
Esta definicién caracteriza un orden amplio y total en R, compatible con la adicion
y multiplicacién, esdecir
i) a<p=*a+ -v<0 + <y
ii) a<0 A 7>0=*Cct7<£i7'
Larelacion < se define de la siguiente manera

a<j3 a</3 A

En R severificalapropiedad de Arquimedes
O<a<(3 «* 3neN/O<na

Por otra parte, R es completo en el sentido de que todo encge de intervalos redes
define un Unico namero real, y en consecuencia, todo subconjunto no vacio de
numeros redes, acotado superiormente, tiene extremo superior.

Las condiciones anteriores conducen a la siguiente proposicion: el cuerpo (R, + ,.)
es ordenado, arquimediano y completo.

10.6. CORTADURAS EN Q

10.6.1. Concepto

Introducimos ahora un método alternativo para definir el nimero real apartir de Q,
basado en las cortaduras de Dedekand.
Definicion
El subconjunto A C Q es una cortaduraen Q sy s6lo si verifica
i) A£<i> A A#Q



ii) xeA A yx~>yeA
iii) xeA 3 YA |/ x<y
La condicién i ) significa que una cortadura en Q es una parte propiay no vacia de
Q. Lniii) queda especificado que A carece de méximo.
Es claro que toda cortadura en Q caracteriza una particion de Q que denotamos

mediante { A , A ©) . Loselementosde A° son cotas superioresde A.

Ejemplo 10-5.
Los siguientes subconjuntos de Q son cortaduras
a A={*eQ ; x< -}

* *
+ . -« n , - K P won €.,6,» dd

 mm A e 1

conjunto de las cotas superiores de A.
b) A= Q-u(o)u{.xeQ" / x* <2>
Las condicionesi ) y ii ) se satisfacen obviamente. Comprobamos que A carece de

r.i:.\;mo utilizando la funcién de Dedekind
"' Q~*Q definida por

, X (X* +6)
3x +
X(X+6) _ X+ 6x~3x-2X
33X +2 3x-+2
4v - 2x° 2x(2-x%)
33X + 2 3x- +2
i) X (X +6) _ .
ii
(3x*+2)*
X (x* +36+ 12x°)- 2(9x" 4-4+ 12x°)
(3x*+2)°
A -6JCY + 12v' -8 ix*-2)°
Bx +2f (@) +2)'

iii) A fiotienemaximo. En efecto, sea
x>0 A xeA =>x"<2 =>x:i*-2<0
Siendo v > 0. de acuerdo con i )y ii ) setiene que

>-x>0 A ¥y -2<0

Es decir
3ye A /y>x

En consecuencia, A carece de maximo.
De modo anél ogo se pruebaque B no tiene minimo.

10.6.2. Propiedad. Si A es una cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor
que todo elemento de A".

XeA A > eA° X <y

En efecto, si fueray <x, como x e A, entonces por la condicién ii ) de ladefiniciéon
resultaria v e A, lo que es contradictorio con la hipétesis.

Ejemplo 10-6. ,
Todo raciona a determina una cortadura en Q. definida por

A =i;ceQ / x<g

El nimero a sellama fronteraracional delacortaduray seidentifica con e minimo
de A°. En €l caso b) del ggemplo 10-5, no existe fronteraracional.

10.6.3. El namero rea

En €& conjunto de todas las cortaduras en Q se define la siguiente relacion de
equivalencia

A~B oA=B

Las dases de equivalencia se Ilaman nimeros redes, y por ser unitarias se las

identifica con la correspondiente cortadura, es decir
K =A
A

Suele utilizarse la notaciéon K, =a.

En ese sentido podemos decir que numero rea es toda cortadura en Q. Si la
cortadura tiene frontera racional queda definido un real racional, y en caso contrario el
red se llamairracional. La cortadura b) del ejemplo 105 define al nimero irracional

Los conjuntos de los numeros reades racionaes y de los redes irracionales son,
respectivamente

I

R,=<Aj / A; escortadura A Af tiene minimoj>

U =(Aj | Aj escortadura A A'j carece de minimo)



La cortaduradefinida por el nimero racional O esel nimero real 0

0=[.reQ / x<o0)

10.6.4. Relacién de orden en R

Seen A y B las cortaduras correspondientes a los nUmeros realesay 0.
Definicion
a<0*>ACB AsB
Definicion
El nimero rea a es positivo s y s6lo s 0<a
Se verificaque ladefinicion anterior determinaun orden estrictoy total en R.
10.6.5. Adiciéon en R

Seen A y B las cortaduras que definen alos nimerosreaesay 0. El conjunto

C=|a+6/«€A A beB)
es una cortadura en Q.
En efecto
i ) Por definicién,esC 0
Ademas, como existen.v eA® :. yeB*°, por 10.6.2. setiene
a<x A b<y = a+bx-<-y = x+} $C = 1 »yeC
Luego C <py enconsecuenciaC Q
ii) Sen
xeC A _y<x . Entonces x=atb/aeA A JiB.
(conddeemos . e Q :y =; ++t. Comoy < x se tiene
z-b<ie*sb *» z<a zeA yresulta >'tC

iii)xeC=>x=a+ taesqueaeA A 6 e B. Por s A una cortadura, existe

2 eA tal que; >a, y en consecuencia existey = z + b en C. tal quey >x

El nimero real 7 correspondiente a la cortadura C se llamasumade ay (3 y puede
escribirse

aj+0=[a+6/ aeA A beBJ
Ladefinicion propuesta caracteriza unaley de composicidninternaen R, asociativa,

con neutro igua a 0, con inverso aditivo para todo elemento de R, y conmutativa. O
s (R, + ,)es grupo abeliano.

La cortadura correspondiente a opuesto de a es
B=-A="xeQ / -x escotasuperior no minimade AJ

10.6.6. MultiplicaciénenR

Dados los numeros redes no negativos a y 0, definidos por las cortaduras A y B,
respectivamente, consideramos el conjunto

C~R-U(@@biaeA A beB A a>0 A b>0\

Procediendo como en 10.6.5. se prueba que C es una cortaduraen Q y € numero
real que se obtiene sellama productode ay 3.

Egta definicién se completa de la siguiente manera
af = Cj'—ia|101si(«>0 A 0<.O) v (a<0 A 00
I laj |0] s a<0 A 0<O

Se demuestra que edta ley de composicién internaen R estal que (R—\0),.) es

grupo abeliano. y ademas, distributiva respecto de la adicion, esdecir, (R . +,.) esun
cuerpo.

Por otra parte, larelacion de orden definidaen 10.6.4. es compatible coniaadicion
y multiplicacion en R.

Es de advertir que la operatoria con nimeros reales sobre la base de cortaduras es
inadmisible; en este sentido se recurre a método de los intervalos o de los pares de
sucesiones monoétonas contiguas. Laventaja de las cortaduras es esencialmente teorica.

10.6.7. El cuerpo ordenado de tos nimeros redes

El orden definido en 10.6.4. es compatible con laadiciéon y multiplicaciéon en R,
puesverifica

i) a<0 **if + 7<i? +7
i) O<a<l? " O0<y >»>0y<37

Demostramos la primera teniendo an cuenta que
a<0=>a-7<0.y
Si fuera
a+y— 0 +y
Por ley cancelativaen (R , -f), resultaria oj = /3, contra la hipétesis.
Luego

a+7<0+7



f0.6.8. Densidad de Q en R

El conjunto Q es denso en R, pues entre dos redes distintos existe un racional, es
decir
a<0 =*3reQ / aO</3

Por definicion 10.6.4.
a<)J=»ACB A A#B =
=» 3beQ ! beE A biA

Sear>b A reB. Considerando jacortadura R asociada ar. como
reB A r{R=»RCB * R=£B=>
=»r<lj (D)

Por otra parte

*eR A *éA >»>ACRA A R ->

=>a<r {2)
De (1) y (2) resulta

3reQ /| a<r<$

10.7. COMPLETITUD DE R
107.1. Concepto

Nos proponemos demostrar que R es completo, 1o que equivale a afirmar que todo
subconjunto no vacio y acotado de R tiene extremo superior en R. Esta propiedad no
esvalidaen Q, puesel subconjunto no vacio

A=fveQ / x <2JCQ

carece de extremo superior en Q.

10.7.2. Teorema de Dedekind. Si { A , B) es una particion de R que verifica
aeA A 0eB => ac<tj
entonces existe y es unico e numero rea y que satisface
a<7<(3 VaeA Vpetf

a) Existencia

Sa C=AnQ=<,eQ / xe,V-

C es unacortaduraen Q. En efecto
i) Por s« { A, B} una particion de R, es
A*<t> iX eA  jxeQ=>Ar<Q*<i>»
C*i>.

Ademés, s 0 e B X 4 B, entonces > e A cualquiera que sea aeA, pues a<ij.
Luegox 4 C.y comox e Q. resultaC * Q.
ii) xeC y<x =* 3ored | xeA =>
=>3ae.4/yeA=*yeC
iii) xeC =« 3ae.4 / xeA =»
= 3yed / x<y =>yeC
Resulta, de acuerdo con 10.6.1., que C es una cortadura en Q, y en consecuencia
queda probada la existencia dei nimero real y.
b) a<y<;3 VaeA VQeB
Es obvio que a < 7 «Por otra parte, si existiera0 e B tal que $<y, entonces existiria
xeQta quex eCA X eB.

Ahorabien
xeC =* 3 ae/l jxeA

y en consecuencia O < a, contralahipotesis.
c) Unicidad. Supongamos que y y y" satisfacen las condiciones del teorema, siendo
sy < 7'. Como entre dos redles distintos existe otro 7", se tiene
< " =»"eB \
' > =>A NBsB~* <>
7" <7 = 7" eA i

7

lo que es contradictorio con la definicién de particién.



Una consecuencia inmediata del teorema es que A tiene maximo, o bien B tiene
minimo, pues

yeR yeA V yeB = 7 esel maximo de A, o 7 esel minimo de B.

Ambas situaciones no pueden presentarse, pues A O B - <b

10.7,3. Teorema. Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene
extremo supericr.

Dado (p~X ~R definimos
4=; veR /y<x « xe\

y sa A" = B.

Se tiene, entonces, que ningun elemento de .4 es cota superior de X. y, en cambio,
todos los elementos de B son cotas superiores de X. El teorema se reduce a probar que
B tiene mini mo. Observamos primero que .4 y B satisfacen las hipétesis del teoremade
Dedekind

ad-eR =»:eA v :eti

b).4 ng=1i

c) X =£0 =3 xe X

Luego
y<X =»ytAa =»>A 0

Por otra parte, como X esta acotado superiormente,
3yeR/xeX = x<y =>yeB => B¥<j>

Edtas tres condiciones establecen que (A , JA>es una particion de R.
d) Sea ahora ae A. Entonces

AxeX E'X

N; p eB. entonces x < jJ. En consecuencia, ot <0. 0 se3
ae.4»#e#=>a<0
Por el teorema mencionado existe un Unico numero real que esel maximode.4. o
bien el minimo de B. Se trata de probar que vale esta Ultimasituaci 6n. En efecto, ssa
'ae.4: entonces existe x e X tal que a<x. Ahorabien

a<a <x =* a eA

y en consecuenciaA no tiene maximo.
Luego Btieneminimoy esel extremo superior de X.
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10.8. POTENCIACION EN R
10.8.1. Potenciacion con exponentes enteros
Definicion
i)ya>=1 9 aeR A a O
ii)a’ =a VaeR

iii)a**=a".a 8 neN aA n>1

iv) oT" =i« )" si ot*0 - neN

10.8.2. Radicaciéon de indice natural

Teorema. Dadosae R 'y neN . existe un Unico numero real positivo # que verifica

Demostracién) '
Es suficiente probar el teorema en € caso en que a< 1. Si a> 1, entonces existe
A eZ* tal quek >ce. por la propiedad de Arquirnedes. Ahorabien

d>a=*">a =» K <1
a.
Ssa——=a'(1).Comoad <1, s 0 estal queiS" = a, entonces para8=k8' se
k

tiene
Por (1)

a=fc"d' (3)
De (2) y (3) resulta

Basta considerar pues la situacion paraa< 1.
Sea

S-=fxeR'x"<a}

*No *> «*W acotado superior
Probaremos que ¢3' * a. Consideremos sRtal que laj < I,y sea

i=OVLI./



Siitoiices

© +a-0' =a £QI/3""A"

Tomando médulos
10 +a" -0 = lal. 12
Por médul o de lasuma"y del producto setiene
jO3f-a)" -iTKlal il

Y comoia < 1. resulta

=i\/v

o7
Haciendo Z i 10" ' = 6 nosqueda
=i 13

5. fuera0" < a. definiendo

~Mmoa<1lyb>1! resultaO0<ac< 1

En ton ess

O<(O 4+ -0" <¢o o --1%"-
o

= (0+a) -j3r <a-o"

(0*«J)" <a=+0+aesS

F» decir, a S pertenece el numero real 0 +a. que es mayor que € supremo 0. lo que

..-surdo.
De modo que no es posible que

B <a
V tlogamente se deduce laimposibilidad de que
0" >a

R Mili;i entonces

Q- A"
A3t lal
=,-/3"

=

Ahora bien, 0 es Unico, pues si existiera 0

presentarian dosalternativas

i) O<0'<0 = a=0"" <j3" =a =*
= a< a

i) 0<j3</3" a=0" <j3'" =a =*
=>ac<a

(3en R *, tal que (j"™--a, se

lo que es absurdo. Luego, 0 esel inico nimero real positivo que verifica

0" =a

Definicion

Oesiaraiz «-sima aritmética exacta decteR*

La notacién es

Se presentan |os siguientes casos

a) S a>0y »i espar. entonces existen dos raicesrt-smasen R.

Oi -va A 0, =—V"

b) Sia< 0y n espar. no existe \Va
c) Sia<0y n esimpar, entonces

& = -yl-a estalque 0<O

0"=a

10.8.3. Propiedades de la radicacién con indice natural

Sean

aeR* - OeR"
1. Vil= yla vr"
En efecto

y/a=x »e

a0 = (xyf

VaB=xy

por 10.8.2.



H.* : 0=7*»</«: B=V"0
a'*8=7
Te =a

y7Vid=vVva"

V7-V«e VP

ill. vVvVa”"'a

V. "W § penN

Las demostraciones de estas dos propiedades se proponer, como €jercicios.

10.8.4. Potenciacion con exponente racional
Definicion
nh=y" s —eQ yaeR.
m
ot < 0. entonces existe &' para n impar.
Definicion

£ ! d atto

e aaa< uva* jarestnccion; n minar

Ejemplo i0-7.
Demostrar la regla del producto de potencias de igual base.

, na+pn » P

10.8.5. Potenciacién con exponente real

Seen ¢c>0 y 6eR
i) ftl

8 esta definido por el encge de interval os cerrados racionaes [bj, bj]

Se tiene

b, <b, <6, <. ..«éa <b, <b[

Como a> i . resulta

a'-. Ka- <a"> <

Ademéas. V £ >0. 3;t, tal que

n >« => a -

En consecuencia

[a

l<a‘' <a'* <a'>
*

ar = *° (ahln~m _ | X £
,CCM]

es un encge de intervalos cerrados en R que define a Unico nimero real a?.

ii) Praa< 1, el encge

10.9. LOGARITMACION EN R*

10.9J, Concepto

liadosi* 66U, cl ygJg 1i,o0a

X se llama logaritmo de a en base b.

Definicion

un Unico iftiiitTv rai ¢ £ ~u* veriiiwu

log,a=x < ¢ =a

10.9.2.Propiedades.SeanmeR>eR"',ieR*y¢#I.

I. Logaritmo del producto.



NUMEROS REALES

log. m=x A log, n-y

b=mn
4

logj, (m n) =x +y
4

il . Logaritmodel cociente.
log, (m: n)=1log, w - log, n
ill. Logaritmo de unapotencia.
iog, M =alog w
1'V.invarianza

log m=x - aiO =»loa m"=,
_Ga
10.9.3. Cambio de base

S b = JO. ios logaritmos se llaman decimaes y la notacion es

log,, m =iog m

Si labasees¢ =e=2.71828)....1 , .logaritmos sellaman naturales v se denotan
por

log,m=1Inm-Igm

Dado e In a, nos interesa obtener logj, a.
S@a

log a=x =>b a=>

=xInb=Ilna=>v=-r-"r- .lna
Inb

En e caso b = 10. setiene

|
In10 — 0. 434294. .

> resulta
loga=0,434294. . . Ina
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10.10. POTENCIA DEL CONJUNTO R

Nos proponemos demostrar 1o que hemos anticipado en 9.19: € conjunto de los
ndmeros redes es no numerable. El numero cardinal correspondiente a R se llama
potenciadel continuo y se denota por c.

10.10.1. Teorema. El intervalo cerrado {0 ,1] es no numerable.

Suponemos que [0 , 1] es numerable. Esto significaque N ~ [0, 1], y en
consecuencia, por definicién decoordinabilidad, existe

/: N -* [0 . 1] tal que f es biyectiva

Por ser / sobreyectiva, laimagen de N seidentificacon[0 . 11, esdecir

[0. 11=/7(n./<2i./" <3>.

S [0 . 1j = L. Mediantelos puntosde abscisas 1/3y 2/3 subdividimosa U en tres
subintervalos de igual amplitud

/ U)

13 23

Ahora bien: / t i ) pertenece alo sumo a dos de los tres subintervalos. Ei este caso,
seleccionamos aquel subintervalo al cual no pertenece/ (1) . Pero si pertenece auno
solo, elegimos, entre los dos a los que no pertenece, a de la izquierda. Queda asi
caracterizado Ui tal que *!

I(1)*U,

Subdividimos a éste en tres partes iguales, y con el mismo procedimiento
seleccionamos U, tal que

fQ@i U,

Anélogamente, para/(3) quedadefinido U, de modo que

/1(3)¢UL!
UT—»
0O1L—1—- . 1 1 ii
/1(2) .13 2/3
Se tiene asi una sucesion de intervalos U,, U,, U, ... que verifica
i)U, DUDVD ... tdesque V«:/(«)éU,
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ii} Como laamplitudde U,, es -~ j - , se tiene que lasucesi6n de lasamplitudes

es convergente a 0.

En consecuencia, se traia de un encge de intervalos cerrados en R, que como
abemos define aun Unico nimeroreal x, el i , siendo

Comol/es biyectiva, dado x, e U, existe n, e N tai que
/in) ~x, ed, pata todo » e N

Pero por la eleccion delosU,,,/(«, ) =x, €U, , proposicion que es contradictoria
con ja anterior. Luego, [0, 1] es no numerable.

10.10.2. Teorema.

Si a < b. entonces [a . b] es coordinabie a [0, 1]
Bagtadefinir
/:[0,1] ->[a,6] mediante
f(x) = a +x (b-a)

Esinmediato que/ resulta biyectiva, y en consecuencia[a , b] ~[0, 1].

10.10.3. Potencia de R

Por definicion, e conjunto A tiene potenciacsi y solo si A escoordinabiea[O, 1}.
Se proponen como ejercicios, las demostraciones de las siguientes propiedades:

i )Sia<b, entonces(a. b)~[0, 1]
ii) La unién digunta de un nimero finito de conjuntos de potencia c tiene
potencia<e

C»A,)-«" *» £ A, - iU, 1]

iii) Toda unién numerable de conjuntos disjuntos de potencia ~ tiene potenciac.
C(Al)y=C=2 A,~[0,]]
ieN

En el gemplo 4-20 hemos demostrado quelafuncién/: R->(—1, 1) definidapor

X

eshiyectiva
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Luego
R~ (-1,1)

Pori )
(-1,D~[0,1]

Por transitividad resulta R ~[0 , 1 Jy en consecuencia

c(rR)y=c ([0, l))-t



TRABAJO PRACTICO X

IOS Demostrar que si la ecuacién con coeficientes enteros
X" +V a,.r' =0
tiene raices racionales, entonces dichas raices son enteras.

i0-9. Utilizando el contrarreciproco del teoremaanterior, demostrar
i ) y/5 no esracional
ii) La razoén entre la diagonal de un cubo y su arista no es racional.

j0-10. Demostrar que toda raiz entera de la ecuacion del egjercicio 10-8 divide a
término independiente.

JO-Il. Demostrar que la ecuacién 3 X —x — 1 carece de raices en Q.

10-12. Demostrar que §/~2 + esirracional.
10-13. Verificar que 13 ,3+4-] y!3 - .3+ — | son encges de
L iJ oL 10 103 :

interval os cerrados racionales equivalentes.
10-14. Determinar las tres primeras aproximaciones por defecto y por exceso de los
encgies que definen ay/2 y y/1, y efectuar

yit+ yiT, YI1- y/1, yiz .yl y Y/l yT

10-15. Obtener las cortaduras en Q que definen ay/ly ay/T.
10-16. Obtener los subconjuntos de R que satisfacen a
i) i x+2|<2 iii)x*<5b V)X'<X
ii)jx +2]>1 LiV)X>5 vi) (x + 2)(x - D(x-2)x<0
Determinar en cada caso la existencia de cotasy de extremos.
10-17. Comparar los nimerosy/2 + y/3 y y/5, y si son distintos determinar el menor.
f 1 N\
10-18. Sea X =ix = — /n eN). Verificar que X esta acotado y determinar, si

existen, el supremoy el infimoen Q.

TRABAJO PRAC'IICO X Xy)

10-19. Estudiar laacotacion y la existencia de extremos de los conjuntos
i) A={xeR" | x <2
ii)B={xeR | x >2)
iiil) C={xeR"/*'>2}
10-20. Seen A y B dos subconjuntos acotados de R tdesquea =sup A y b - sup B.
Demostrar que € supremo de
C=yVv+v / xeA y eB;
esa+h.
10-21. Determinar los extremos de
A= teR ' 3x -2x-1<0'
10-22. Ssa A C Ry acotado. Demostrar

a=SupS \ £>0 => 3 xeA / af£ <x<a
10-23. Demostrar las propiedades | 11 y IV quefiguran en 10.8.3.

j0-24. Demostrar las propiedadesi ), ii )y iii) enunciadasen 10.10.3.
10-25. i ) Efectuar

\i AyI2+yI3+ylI)\y/I-\T 3AFIN { yi1 - y1 - y1 < {y2 + yn
ii ) Comparar
log. 5y log,. - j -

i0-26 i ) Cacular , I S0 ay__
\y/1+2 V?-y/32
ii) Determinar los reciprocos de

y/1-y/2 ; 1 +y/l-yld
10-27. Resolver las ecuaciones en R
i) log -x + log,._(2jc) - 21log, x= 1
v 3M-1H7J"
10-28. Resolver en R
WYytHio_...v _i =0

10-29. Determinar x € R* sabiendo que
x™-(y/IxY=0



10-30. Resolver @ sistema

flog,y + log, x ~ ~,J-
X.y=16

Capitulo 11

EL CUERPO UuE LOS NUMEROS COMPLEJOS

111 INTRODUCCION

Presentamos en esta unidad la teoriay la gjercitacion basicas relativas al estudio de
los nimeros complejos. La generacién del conjunto C y de las operaciones en él esla
habitual, una relacién de equivalencia en R* que presenta ia ventgja de caracterizar
dases unitarias y la consiguiente identificacion con C. Se definen las operaciones de
adicion y de multiplicacion, se destaca el isomorfismo de una pate de Cen R, y
ademas de la forma binémica se introducen las formas trigonométricay exponencial.
Queda resuelto el problema de laradicaciény delalogaritmacién, no siempre posibles
en R. Seintroduce, ademas, el concepto de raicesprimitivas delaunidad.

11.2. EL NUMERO COMPLEJO

11.2.1. Ecuaciones sin soluciones en R

El gjemplo méas conspicuo de unaecuacion sin raices redes es

ya que. cualquiera que ssax e R. se verificax' > 0. y en consecuencia
X4 1>0

De un modo mas general, la ecuacion ax’ + bx + ¢ = 0 con coeficientes reades no
tiene soluciones en R s el discriminante b® — 4 ac es negativo.

Se hace necesaria la ampliacion de R a un conjunto en e cua puedan resolverse
situaciones del tipo anterior, de manera que R sea isomorfo a una parte de él. Tal
conjunto es el delos nimeroscomplejos.
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1 1.2.2. Relacion de equivaencia en R* y numeros complejos

En el conjunto R’, de todos jos pares ordenados de nimeros redes, definimos ja
relacién ~ mediante

(ab~(c.d oa=c A b—d

Esta relacion es la identidad, y obviamente es de equivalencia; se traduce en €
siguiente enunciado: "dos pares ordenados de nimeros reales son equivalentes si y solo
si son idénticos".

Cada dax= de eguivadlencia es unitaria, y se la identifica con e par ordenado

La identificacion que proponemos, en virtud del unitarismo de ias dases nos
permite escribir

K(0>GJ:(a’I’>)

Definicion
Numero complejo es todo par ordenado de niumeros reales.
El conjunto de ios nimeros complejosesC = R*.
Es decir

C=((a,t>) | aeR A beRj

La notacioén usual paralos nimeros complejosesz= (a, b).

Definicion
Pane rea de un niamero complejo es su primera componente. Parte imaginaria,
su segunda componente.
Conviene advertir que las partes real e imaginaria de un complejo son ndmeros
reades. Lashotacionesson

Re(p=a A Im@@=>b

Introduciendo un sistema cartesiano, los nimeros complejos se corresponden con
los puntos ddl plano. La abscisa de cada punto es la parte real, y la ordenada es la parte
imaginaria. Por otro lado, a cada complejo le esta asociado un vector con origen en el
origen del sistema, y cuyo extremo es el punto determinado por €l par ordenado
correspondiente.
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U
:=(a,h)

i
t
b
]

1 L

a R

Los compiejos de pane imaginaria nula, es decu, jos pares ordenados del upo
(a, 0), son puntos del ge de abixcisas Los complejos de parte real nula caracterizan el
ge de ordenadas.

Definicion
Un complejo esred sy s6lo s su parte imaginaria es cero.
Un compiegjo esimaginario si y sélo s su parte rea escero.
Ejemplo 11-1.
Determinamos analiticay graficamente los complejosz = (x . y) que verifican
i) Re(@=2
Resultan todos los pares ordenados para los cuaes x = 2, es decir, z = (2 ,y). La

ecuacion x = 2 corresponde a la recta paralela a ge de ordenadas que peasa por €
punto de abscisa 2.

i) Im@<3
La condicion anterior se traduce eny < 3,y corresponde a semiplano que contiene
a origen, cuyo borde eslarecta de ecuaciony = 3.

y=3

N

Z 7

i) Re@+m@ = 1



Se trata de los complejos z = (x , y), tdes que x +y — 1. Queda definida asi la

Por definicion de multiplicacion
recta del plano que pasa por los puntos (1 ,0)y (0,1).

(ax — by, ay + bx) =(a, b)
Por igualdad de compleos

fax —by = a

0,1) Sxty=1 | bx +ay=b
/ Resolviendo € sistema
_a —b\, g .5
A= a- *b -'tx

a a -
\ 5 ,b,-—an--ab—v

S (a.b)* (0 , 0) entonces
AX

11.2.3. Operaciones en C ) Ay

En C = R sedefinen laadiciény multiplicacién mediante .
Resulta (x . v) = (1 . 0) que satisface G, para todo (a , b) eC. pues er. el caso

1 iab) + (cd) = (a + ¢ , b+d) ta. b) = (0,0) setiene
2. (ab) . (cd) = (ac-hd , ad+bc)

(0,0).(1,0)=(0.12-0.0,0*0+0.1)=(0,0)
Estas leyes de composicion internaen C verifican las siguientes propiedades:

G, : Todo complejo no nulo admite inverso multiplicativo.

1) (C, +)esungrupo abeliano. Lajustificacion estadadaen losgemplos 52y 5-5. Seaz = (a. b)=£ (0 ,0). Si existe Z* = (x ,y), debe satisfacer

Complgio nulo es el par (0, 0), y € inverso aditivo de todo complejoz = (a, b) es

- =(-«, 76) z Z2' =z-'.z=(1,0)
I1) (C—0],.)esungrupo abeliano. El simbolo 0 denotael complejo nulo (0, 0). Esdecir
V erificamos los axiomas
G, : El producto esley de composicioéninternaen C, por ladefinicion 2. fa.b).ix.y)=(x.y).(a,b)y=(1,0)

zC A Zz'eC =>1z ZeC Efectuando el producto

C, : Asociatividad. (ax-by ,ay + bx)=( ,0)
\: ~> Z' -\a, b)ia'bl.o",b")- jaa — bb. ab + k'H¢".6" 1" Por igualdad de ndimoros complejosresultae sistema
= jaa'a"- bb'a" -sb'b"- bsb" ,sa'b"- bb'h" +ab'a’ + bo'a") fl> cax—by~1
L. r") = (a, b) {(a, b) ,(@",b")\ = (g b) Ka'a" - b'b" ,ab" + ba") = ,bx +eay~0
=laa'a" - ab'b" - ba'b" - bb'a\aa'b" +ab'a" + ba'a" - bb'b") (2) Resolviendo € sistema

De(1 2) resulta

Dy® A= | =a’ +b- #0
(z=@)z' = z(zz') ;& ai
G¢, : Elemento neutro esel complgo (1 ,0). En efecto, si z = (x , y) es neutro para AX = go '. *aJi =a

e producto, debe satisfacer
<a,b).(x,y) = (xXy).(ab) = (ab) V(o,b)eC



Luego

LA : Jy _ - =
~A ~H+br Y= a gt
O s
i M a b N
. la +¢° 2 +bJ

G, : Conmutatividad.

r,'=@. & .{a. ) =(aa —bb, ab' + =

= (@a—bb, ¢a+ab)—{a', b){a, b)-:"

de acuerdo con la definicion de multiplicacién en Cy la conmutatividad del producto
en R.

I11) El producto es distributivo respecto de la suma. En efecto

¢ +2)z' =[(ab+(@ b)l@", b’) = (@ +a, b + b)@", b’) =
= (aa' + @a' —bb" —bt", ab" ab" +ba" +bb") =

(aa" —bb' , ab” + ba") + (@a'—bb", ab" + b'b") =

@b).@.b") + @b)@ b)) =z" +ri”"

Por adicién en C, nultiplicaciéon en C y conmutatividad de la sumaen R.

En consecuencia, la terna (C , + , .) es un cuerpo. La diferencia esencia que
presenta con relacion a cuerpo de los nimeros redes consiste en que es no ordenado.
En efecto, si fuera ordenado, como/ 0, caben dos posibilidades:

i>0 6 z'<0

En el primer caso, por la compatibilidad de la relacién respecto del producto, se
tiene i* >0, es decir, — 1 >0, lo que es absurdo.
En el segundo caso es 0 </, y en consecuencia, — i <0, y por la compatibilidad con

el producto resulta—i* <0, o s 1 <0, lo que también es absurdo.
Ejemplo j1-2.
Seanr, =(-2,3) , z,=(1,2) y z,=(-3,-1). Efectuar (z,-2,). z

2)z =[(23( .2)] (-3,-1) =
=(-3,1)(~-3 1)={9+1 ,3-3)=(10,0)

U.3. ISOMORFISMO DE LOS COMPLEJOS REALES EN LOS REALES

S..c =|(a,b) t C/ ¢ — 0j> €l conjunto de los complejos de parte imaginaria
nula. La funcién /: C, ->R, definida por f(a, 0) =a, asigna a cada complejo red su
primera componente.

La aplicacion / es obviamente biyectiva. y ademas un morfismo de C, & R
respecto de la adicion y multiplicacion. En efecto, seen z=(a,0) y z'=(a',0);
entonces

/(- +.-¢) =/[(a.0) 4- (a', 0)] =f(a +a' 0) =
=a +« =/(a,0) +/(a*,0) =f(2) +(2)

Por otra parte
/(- Z)=f[(a , 0) (a', 0)] -/{aa', 0) = aa =
=/(a,0)/(a"',0)=/(z)/U")

En consecuencia, / es un isomorfismo de C, en R respecto de la adiciéon y
multiplicacién; o sea, C, y R son conjuntos indistinguibles desde el punto de vista
algebraico.

El isomorfismo permite identificar cada complejo red con el real correspondiente,
es decir, (a, 0) = a.

11.4. FORMA BINOMICA DE UN COMPLEJO

11.4.1. Unidad imaginaria

El nimero complejo imaginario de segunda componente igual a 1, se llama unidad
imaginariay se denota por
i =(0.1)
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La multiplicacion de un complejo rea por la unidad imaginaria permuta las
componentes ¢e aquél, es decir, lo trasforma en un complejo imaginario. En efecto

(6,0)./=(6,0).(0,3)=(A. 0-0. 1 b. 1 +0.0) =(0,6)
y por e isomorfismo de los complegjos redes con los redes, se tiene
bi = (0, b)

Las potencias sucesivas de la unidad imaginaria son

i"=(0.1).(0,1>-(-1,0)--1
=it/ = (-1).1 = -/

Anaogamente

Si el exporente esdelaformad4k conkeZ, setienei‘* = (i) = 1. =1
En genera, s e exponente de/ esa e N, al efectuar la division por 4 se tiene
a = 4q +r, donde O <r < 4. En consecuencia

e =i = irar=1 0=

y egte cal cul 6se reduce a uno de los cuatro considerados en primer término.

11.4.2. Forma binémica de los complgos
Sea z = (a, b) un nimero complejo.
Por definicion de suma
:=ia.0) +«0, 6)
Por el isomorfismo de los complegos redes con los redes, y por i j.4 i, lesuica k

forma bindmica
z=a+ 6/

La conveniencia de la forma binémica se pone de manifiesto a efectuar operaciones
con numeroscomplejos, evitando el cal cul o con pares ordenados, que es mas|aborioso.

Ejemplo 11-3.

Seanz, =(-2,3) , z,=(1,2) y z =(-3, 1).Cdcular (z, -2)2A
Con la representacion binémicase tiene

COMPLEJOS CONJUGADOS 349

-(z,-zz)4=[(-2+3/)-(1 +20](-3+0° =
=(-3+0)(9+i"-6t)=(-3+i)(O-1-6/)=
=(-3+/)(8-6i)=-24+18/"+8/-61i" =
=-24+ 26/ +6=- 18+ 261

11.5. LA CONJUGACION EN C

11.5.1. Complegjos conjugados

Smas=a + bi.
Definicién

Conjugado dez = a + bi es el nimero complejo z=a— bi.

El simbolo Fse lee "conjugado de z" o "z conjugado”.

Siz=-1+3/,entoncesz=—1—3i.

El conjugadodez= (-y , -1Jesz« |~y , 13-

Dadoz=a+hi setienel =a— W y z=a+fci =z esdecir, que & conjugado del
conjugado de un numero complejo es igual a éste. Los complejos z y: se llaman
conjugados.

Definicion
Dos complejos son conjugados si y solo si tienen la misma parte real, y sus partes

imaginarias son numeros opuestos.
Dos complejos conjugados caracterizan puntos simétricos respecto del ge real.

Im(2)

11.5.2. Propiedad. La suma de dos complg os conjugados es igual al duplo de la parte
real. El productode dos complej os conjugados es un namer o real no negativo.
En efecto, seaz = a + bi. Entonces.

z+z=(a+60+ (a-bi)=2a=2Re(2)
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Por otra parte
z F=(@a+ ¢0 .(a-hi)y=a - (b)* =a + b

Como ayb son nimeros redles, resulta
z FeR A z. F>0

11.5.3. Propiedad. Unnumero complejo esreal si y slosi esigual a su conjugado.
eR > z=F
i)' FR =>:=8S+0/ =»:=fl * f=za=»7=5
d)-=3=i>a+bi—a—bi bi- ~-bi => 2bi —0 =fc=0

Entonces r=a oloqueeslomismo, :eR

11.5.4. Aatomorfismo en C

Lafuncién/ : C-*Cdefinidapor/Er) =F es un automorfismo en C. En efecto
i ) /esinvectiva Seen zy Z en C, tdes que/(z) =1(Z)
f(2 =f(z) =>z=2Z =>a-hi=a —Dbi
y por igualdad de complgjosresultaa=a" «*> b=b', osa r=r',
ii ) /essobreyectiva. Paratodow =a + bi' e C, existez=a — hi. tal que
/(-)=fia—W)=a+bi=w
iii) / esun morfismo respecto de la adicion, pues
fC+z) = z+z=
—@a+&)+@+6vV)=(at+t«')+(b+Db)i-
(arbi) + (a'-f>Y) =

=iat+a’)- (b +
r+r=/fc)+/(*")

Por definicién defy sumaen C .
iv) /"esun morfismo respecto de lamultiplicacion, yaque
f(zz) = =z = (a + bi)(arbi) =
(aa'-bb') + (ab' + ba)i= (aa'-bb') - (ab' + ba')i =
(fI-K)(fl'-61)= 1P =f{2f(2)

Las propiedadesiii) y iv) setraducen en el siguiente enunciado: "el conjugado de la
suma es igual a la suma de los conjugados, y € conjugado del producto es igual a
producto de los conjugados’.

MODULO EN t

Ejemplo 11-4.
Determinar los complejosz — x +Yi que satisfacen
i)z=—z
Enlaformabinémicasetiene
S E (V) Wi E—X Y =X = —x = x=0
Los complejos que verifican la condicion dada son de la forma z =i, es decir,
imaginarios puros, y corresponden a ge de ordenadas,
i) zl=)
Esta condicidn se traduce en
iX -i-yi).(x —yi)—1
Luego, xX* + v* = 1, y corresponde a lacircunferenciade radio 1 con centro en €l ori-
gen.

11.6. MODULO DE UN COMPLEJO

11.6.1. Seaz=a + &.
Definicion
Modulo de un complejo es la raiz cuadrada no negativa de la suma de los
cuadrados de las partes real e imaginaria
Lanotacionesi z | =Va +b.
El médul o de un complejo esladistanciadel punto correspondiente, al origen.

[ ]

W

[~

v

Siz= -3 +4(,entonces\z | =VC~3)* +4°* =V25~=5.

11.6.2. Propiedadesdel modul o

1) El moédul o de todo complejo es mayor o igual qué su parte real
S|z = a + bi. Entonces

\aV’ =a’ =* |aj’<a’+b’ =* laf «|z]|* => \a\<\A
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ComoaeR * a < ld, de etarelacion y de la < bl resulta bl > a, es decir, Ahora bien, teniendo en cuenta que la parte real es menor o igual que el modulo”
Re(z) < Izl. 2.Re(zP)<2|zF|

Andlogamente Im (z) < |z \

I1)El producto de cualquier complgjo por su conjugado es igual a cuadrado del

[DE P . Paop o g 2Re(z7)<22\ ||
madul o.
Tesis) z.z—\z |
Demostracion)

Por médul odel producto

ycomo\~Z | =1Z1,es

2/?<?(z?)«2fz| i zi (2)

Efectuando el productoy aplicando ladefinicion demaodul o, resulta Sumando (1) y (2)

z, z - (a + bi) Aa-bi)- a~ - (bi f -& <+ b = p[* [z +r*j" + 2 Re (sr')< \& + 2Re (&) + \2V +2 iz \2\
I11) El médulo del producto de dos complejos es igual al producto delos médul os
Tests) lzz'|=j2 ! \z\
Demostracién! jz+z'|«(izi + jz'l)
A partir dd cuadrado del primer miembro aplicamos | | , conjugado del producto, y como las bases son no negativas, resulta i
conmutatividad y asociatividad del producto en Cy lapropiedad |1
- lz+z"j<iz| +|r'i

Después de cancelar y factorear el segundo miembro

gt 1 V) El mdédulo de una potencia de exponente natural es igual a la potencia del
=172 médulo
Resulta 1z"| =z.z...z| = |z] \A.. . id = ]1z;"
lzz'i* =(|z] 12T)" —_—— Yy
n n
Y como lasbases son no negativas, se tiene Ejemplo 11-5.
i = @ |21 Al dividir dos complejos, siendo €l segundo distinto de cero, puede evitarse ia
' determinacion del inverso multiplicativo del divisor multiplicando por el conjugado de
1VV) El médulo de la suma de dos complejos es menor o igual que la suma de los éste, y se obtiene
madul os.
Tesis) |z+2'| < |z|+12Z | z zw av
t Demostracion) w ww
Por cuadrado del modulo, conjugado de la suma, distributividad del producto Enparticular
respecto de lasumaen Cy por la propiedad Il se tiene -1 +2f ¢ (—1+20(2—30 2+3/+4/-6i°
s +2')° =(r +2z')ss (z r*)= C+Ie2~¢i) ¢ i’
-z +ZP+ 2z +2"Z = A+ +zr 2 Y -2+72+6 A+ 4 7
iy . ~T 3" U Ti*?
ZV* = ?P = zz*
Como los términos centrales son complejos conjugados, su suma es e duplo de la Ejemplo 11-6.
parte real, es decir Determinar los complejos z que satisfacen
zT+z7'= 2 Re (zP) P)iz=1+i
. . 11 < o i
Sustituyendo en laigualdad inicial tenemos i i (i) i

|z+z'|* =|z|* +2Re(z?) + \zY (@)



iiy\z-1+27-2
Si z =x 4 >/, entonces
X+yi-1+2/1=2 =
SH(x-1) +(y+2)/|=2 =
=F OV VAL T (30 2)° = 2
=s>(x-1)" + (y +2) =4

Eslaecuacion de lacircunferencia de radio 2, con centro (1 , — 2).

" \z - Re (2), = [Im (f
Z=Xx+Vi F \X+yi—xj=y=>
= iyl| =y® = (yyY =y =>
=* jyl =>" =>y* =v cony =»
=»y2-y=0=>)’(>'1):0:>
=y=0 v y—I =z=x v z=x+i

Se obtienen los complgjos correspondientes a los puntos de las rectas de ecuaciones
y=0vy=1

iv) r=-J+2
+vl = +J=2 =»
2x=2=>x=1=z=1
Eslarectade ecuacionx — 1
v)(@+hi)z=(@ +b)i con (a.6)#(0,0)

Se tiene
(a+b)i (& +b)i(a-bi)
z a + bi (@ + bi)(a-bi)
(@ + b)iabi)

= i(a~ bi) = ai — bi’
g+ b (a~ bi)

b+ai

11.7. RAlIZ CUADRADA EN C
Seaz = a+ M Por definicion, la"raiz cuadrada de z es un complejo x +yi que
satisface
(x +y/): =a+ bi (1)
Aplicando médulos
i(x+yt")’l = [fl +W;

Por 11,6.2. v ) y por definicion de médulo

\x+yi' = va~rTi?®
Por cuadrado del médulo

X* +y’ = yla@ + ti
Es decir
ty =\24 (2
Desarrollando (1)

X* —y* +2xyi=a+hi
Por jeiialdad de complgos

X" -v" =a
2xy =b 4
Sumando y restando (2) y (3) *
fx* +y =12
I xX* -y* =a

2x =iz +a

2y' = |z|-«
Resulta
X=x\]~-
ilzi—a
S'=_0p'— 2

Ambos radicandos son no negativos, pues i z | >a, y se obtienen cuatro pares de
valores reales, de los cuales se seleccionan dos de acuerdo con la condicién (4): s
b >0, entonces x ey se eligen con e mismo signo, y s b <0, se eligen con dissinto
signo.

Ejemplo 11-7.

Calcular las raices cuadradas de los siguientes complejos
i )z=-4-3i
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Como b <0, x ey se dligen con sgnos distintos, y las soluciones son

n \~x 70 - A
2 2 Jﬂ 2 ' 2
Es decir
. Sfi 3y/2
\f-4-3i =+1
ii)z=-2;
a=0.9)=—2,ti=2
210
jr:oy___o =t 1=y

Como b = - 2 <0, las soluciones son

(1,-1) 'y (-1.1)
Luego
V©27=x*(1 - 1)
i) z=~9
a=-9,6=0,izl=9

£n egte casn, i0s cuatro pares de valores se reducen ados

(0,3) y (0,-3)
y setiene

9= v-9+0i=+(0+30==+3t

Andlogamente

vi-'3=% '3i

318. FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA

S:m z = a+ W un complejo no nulo. Las coordenadas polares del punto de
coordenadas cartesanas ay b son: € radio vector py € argumento g o cualquiera de
los congruentesa<p médulo 2iir.

FORMA POLAR EN C

Las férmulas de pasge de las coordenadas polares a catesanas son

a = peosip
b=psne
donde p-\lé~+ b = y  «p- argz.
Se tiene
2=a+yp=pessE+pisng
es decir

z=p(eos» +] sen ip)

Esta eslallamada forma polar otrigonométricadel complejo z.
Es claro que py <p definen univocamente ai . Pero z caracterizaunivocamente ap,
v noa»p =argz.
Definicion
Argumento principal del complejo no nulo z esel nimero real *p que satisface
i )a=jz|ieosip A b=|zl®En<p
ii) O<ip<27,
Para denotar el argumento principal escribiremos %p ~ Argi.
Dados dos complgjos en forma polar z — picosp +isn”> vy
"'=p' (eos”?,+ / en ip") diremos que son iguales si y sblo si tienen e mismo méduloy
us argumentos son congruentes médulo 2 ir. En simbolos
Z=7Z #>p=p* A =ip+2Air con & eZ

Ejemplo US.
Determinar la forma polar de los siguientes complejos
i)z=-2+2/
p=NE2) +2°=vs=2v2



jarael argumento principal .consideramos

-_'“_2 \/i—

2
2 vz
27 2

COsp=

2
3

vle ols

sen Q=

L]

g

Resulta<pdel segundo cuadranteeigual a 135°.
Luego:-2v-icos 135° + i sn 135°)

ii) 2=-31
p= Vu' +(-3)" =3
p=77

Luego 2 = 3 (eosff +i sen »r)

g
Y

119 OPERACIONES EN FORMA POLAR

11.9.1. Multiplicacién

El producto de dos complejos en forma polar tiene por médulo el producto
los médul os, y por argumento la suma de los argumentos. ",
Seanz - p(eos V?+ i senip) 'y 2'=p' (costg?+ /' sn <ff)

Entonces
zZ = pp' (eosp+ i sen\p).(eos\a +i senip’) =
=pp* [(eostp eosip' — senip sentf?) + i (sen P eos qF + eosip senip’) |

= pp' [eos (ip+tf) +isen (P + «Oj

11.9.2. Cociente

El cociente de dos complejos en forma polar, siendo el segundo distinto de cero,
tiene por moédulo el cociente de los médulos, y por argumento ladiferenciadelos

argumentos.
=W =>7Z=ZW =%*e
=»p(eos isnip)=p (eos¢d +isen<@) RicosO +iswen0) =*
=» p(eosvp+ i senp) = Rp" [eos (0 + «p) +i sen (0 + >p¥)
Por igualdad de complejos
Rp'=p \ <p+id 2kij
Luego

R=-"r A O=«p-tp* s fe =0
=*p- =-"r [eos (<p-¢)*+ i s=n Up- «p)l

11.9.3. Potenciacién de exponente natural

La potencia K-sima de un complejo en forma polar tiene por médul o la potencia
n-sima de su moédul o, y por argumento el producto de su argumento por n.

z=p(eosPp+isEnP =»z"=p" (eosn<p+isenn<
L o demostramos por i nduccién completa
1°)y n=1 =>Zz =z=p(cosjp+isernp) =
=p'(eosl.ig+/'senl.ip)
2°) 2" =p'(eos Prisn¢VP) =*.z" =p" " [eos(¢c+ 1) <p+/sen(h+1) G .
mA~orcvi
En efecto, por definicién de potencia, hipétesisinductivay 11.9.1., setiene
IVAy=2V=p (eosfiip+/snh g p(eos<p+l sn 9 =
=p" ' [eos(h + 1)ip+;'sn(h+1)

La formulaz' = p" (eos n \f+ i senraip) se llama de De Moivre.
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11.9.4. Determinacién geométrica del producto y del cociente

Seenze=p(ecsip+/sEn<Pyz'=p' (eosip' +/seni™).

i ) Producto, En un sistema cartesiano consideramos U (1 ,0) y lospuntosA y
B representantes de los complegjos z y z', es decir, de coordenadas polares
6/>,P) y (tf .P'X respectivamente.

iBfy .p’)

Considerando a OB como homdlogo de OU, construimos OBC - OLIA. Resulta C
de coordenadas polares (tf +ip', R), y por laproporcionalidad de ladoshomél ogos

rf(0,C) rf(0,B)
d, A) d(0,u)

esdecir

R = pp

En consecuencia, el vector OC representa el producto de los complejosz y z\

ii) Cociente. Razonando sobre la mismafigura, suponemos dados |os puntos C
y B asociados al dividendo y divisor respectivamente. Construimos sobre OU,
A A

como homadlogo de OB, el triangulo OUA semejante a OBC, y obtenemosel

vector OA, esdecir, el cociente.
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Ejemplo 11-9.
) - 3 3y/l3 . .
Sendoz~ —1 +iyl3y zZ—— + —>—" redizar en forma polar las
siguientes operaciones
z

Expresamos z 'y Z en forma polar

P-vr'f +rv3r -V4-2

*, v'3
FN\p— — = —e — v — 120 ° pues r caracteriza un punto del segundo
cuadrante.
Luego
z= 2 (eos 120° 4-/ sen 120°)
Por otra parte
AN VL2 Y \ 2 \ 4 4 \ 4
b
sn = — =—— =»ip=60°, yaque z corresponde a un punto del primer
cuadrante.
Entonces

z2'=3(co0s60° +isn60°)

Aplicandolasf6rmul asdeducidastenemos
i ) zz=6 (eos 180° +/sn 180°)= 6 (-1 +0i) =-6

ii) A = -=- (e0s60° +isen60°) =
i .v'3 A i v 3
iji) r=;"(0ij6 120" Eil sn6.120-i ~ 2" icos -20" + ' -en 720f>

=2"icos0" i-isgnU°) = 211 +0.i)=2" =64

Ejemplo 11-10.

Mediante la férmulade De Moivre, obtener sen 2 <py €os 2 .
Sea z un complejo de médulo 1 y argumento ip, es decir

Z=eosip4isen*p



Elevamos a cuadrado de dos maneras. por cuadrado de un binomio
Z - (eossp+/senip)’ =eos ip— sen’ <p+ 2i sen «peosp
y por la férmula de De Moivre
z'=(cosPp+isnp) =ecs2Pp+isen2p
De (1) y (2) resulta
eos 2tp=eos p - sen’ ip

LN 2 sp= 2 FN ipeos ip

11.10. RADICACION EN C

Por definicion, el complejo w es raiz «-sima de z si y s6lo si " = w.

Teorema. Todo complejo no nulo admite n raices «-simas distintas dadas por

"K =V pleos — Alen——

dondek=0\,2, ... .n-\ , p=lzl y p=agz
Demostracién)

Seenz=p(cos>p+i'snd y H>=R(cosd>-+/snd)

Por definicién deraiz, debe ser
W=z

Es decir
R"' (cosn 4 /sn «4) =p(cosp+isen-p)
Por igualdad de complejos
R°=p vy n<P = ip+2kn
Luego

r, e P+2A'T
R=vp vy *=—

Seobtienelaférmula

n — r S
V P(eosip+i senip) =v P (eos

(1)

(2)

n— f <p + 2kn . ip+t2A:ff"\
_  +1lsn — ]

Todas lasraices de z tienen el mismo médulo, y difieren en el argumento que es

-Jg— + n conkeZ

De los infinitos valores enteros de k es suficiente considerar O, 1, 2,. .. x — 1 jara
obtener lasn raices distintas.

RAICES ARGUMENTOS
Uj + [
w, _E.+& H .
n n
2L ., [
« n
n n

Si k = n entonces la correspondiente raiz w, tiene argumento

€ 2f P,
« M n

Que es congruente a y s vuelve a obtener M.

En genera w,-+, = w,- y s6lo existen nraices distintas.
Nota

Las n raices n-smas, distintas de un complejo no nulo, se identifican con los
vértices de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia de radio

R=y £
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A

Ejemplo  II-II,
Calcular y representar

V oed-4:vi
- 4)' +14\' Jf =% 64
a — 4 — 1 <

pues: corresponde a un punto de! segundo cuadrante.
El argumento de w, es

RADICACION EN C
' setienenlos cuatro argumentos
<h = = =30°
i= o+ 47 =70 +090° = 120°

&>, =~ i -4-Ti =30°4-180° = 210°

*,=---+ 3 -~ =30° E 270° = 300°
Las cuatro raices son
»0 -V& (eos 30° ++/sn 30°) =~'8~AX2. + _L'';
uj =valeos 120° +/ sen 120°) =

= y/J(- eos 60° +/ sn 60°) =\A¥ (- ~ +i -"y-)

w, = Vg'(cos 210° +/' sen 210°) =

=Vi3(- es 30° -/ sn 30°) =Vil - - - ~i)
1 1y
w, = V8 (eos 300° + i sn 300°) =
=V | (e0s60° -isn60°) =y/H (-L -i J
i) vT
c=l+o0i a-p=1 |\ =0
3I/IT7T— ™ 3/T/" 0«+2&TT 0+2fcx»r
=V 1(eosO0+jsn0)=V 1(j:os 4- | sen
2kn , . 2Jttr

—es —z— +isn —-—

Entonces

ey " 6050 /eEnO~i

2n 2n .
W, —eos — ~ 4-/sn -y- =eos 120° +1i sen ! 20° -

--eosGO°+/senG°——£ 4/ Q-
4i 4
wzzeos—ylszll'sen—JIr-=e05240°+/senZ40°=
:-eos60°-/sa160°:--45 -/ /;



11.11. FORMA EXPONENCIAL EN C

11.11.1. Exponencial compleja

2n los cursos de Andlisis se demuestra que la exponencial rea € admite €
desarrollo en serie
2 V3 o0y

€ =1 +X + + ...=Z

y satisface laspropiedades basicase® =1 y f* e’ = e**,
A fin de preservar estas propiedades definimos la exponencial compleja mediante

€ = cosx + isenx
Se verifica

e . e =(cosx + i senx) (cosy + (' seny) =

(cosx cos.y - senx Eny) + i(senx cosy s+ COsSx sEny) =

Cos (X +y) +i %0 (x +y) = e**7>

Sea z = 0 (cos y? + i sn jp). Entonces z = p €'* es la forma exponencia del
complejo z.

11.11.2. Operaciones en forma exponencial

La traduccién de las férmulas relativas al producto, cociente y potenciacion
obtenidas en la forma polar son las siguientes
i ) zzZ"pe* pe* = pper*">
z __pe* . p
z pV* P
iii) z"=(per)" =p"e'r
Ejemplo 11-12.

Demostrar

i)-="V = =
En efecto )

z=¢€' =>z=cospt+isnp =
=> [zi =Veos v?+sen; <p=1

ii)g=1=z=2niri con ne2
Smz=x+}i
Entonces

e =~y =)@ = (cosy +i sny) =
=—gcosy+e iseny=1+0j'
Por igualdad de complejos es
eccosy=1 A €seny=0

Como € * 0 resulta seny =0y en consecuenciay = kn conkeZ
Ahorabien

y=kn =>cosy =cosktr=(—1)*
Luego
Esdecir,e = (— )" ,y comoe* >0, setienek = 2n.
Asi.e =1 =»x=0

Resulta
z=x-ryi = 0 + 2nni = 2niri

11.12.LOGARITMACIONENC

Smz 0. Por definicionlnz=w sy sdlos c’ - z
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Para determinar los complejos w que satisfacen w — In z, proponemos 1? ferina
exponencial parael complegjo z y laformabinémica paraw, es decir

zZ=per* y tv=u+iv

Hay que determinar tty v tales que

|
e -p A r=9p+.kn
$
K-Inp A v=¢+2*J7
Resulta
Ini -Inp+i0Op+t 2krr) con AeZ

formula que permite obtener los infinitos logaritmos de un complejo no nulo.
Como la pane real del Inr es independiente de A\ todos los logaritmos corresponden
apuntosde lapardeaal ge de ordenadas que pasa por (Inp, 0)

EXPONENCIAL COMPLEJA 369

Valor principal deInz esel que se obtiene parak — 0, 0 sa

Vip.Inz =Inp--/9

Ejemplo 11-13.
Hallar In z en los siguientes casos
i)z=-2
i---2+0/=»p=2 A <p=ff
Luego
wWz—In<-2i~In¢~*~i{e
—In2+ii + 2Ksl
>p=22*5° =5 \
pP=\" " . ; " g
Entonces
Inz=Ine+i{5 y 2ktt) =
= 1 +(S X +2A-*)
Los valores principales son, respectivamente, In2 + in y 1+5 -~/

4

11.13. EXPONENCIAL COMPLEJA GENERAL

Sean z, y z, taes que z, =£¢ 0. Estamos interesados en la determinacién de la

exponencial complga
Z
W = Zi
# .

Aplicando logaritmos en tase natural
inW—,: In 2!
Por definicion delogaritmo

" tai.
w=e-e '
Ejemplo 11-14,
Hallar el valor principal delaexponencial



Calculamos

Iz _jCi_r0*_ _ Lzit-JL .
\+i = 81 -yt ~o2n t ~
Entonces
z=(-0" =>Inz=/In(-1) @
A' complejo - i le corresponden
p:V/\+T"i)':| A /\:3/\n
Entonces rooir
l.e -\-J«t-i-;! 30— 4%k
FVv ot~ - - .
—-1j3~+2A71

Sustituyendo en (1) tenemos

Inr:-34" -2A

Por definicién delogaritmo resulta

Siendo el valor principal

Vp.z=t

11.14. RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD

11.14.1 Concepto

En & gemplo 11-11-ii) hemos determinado las raices de orden 3 de la unidad, es
decir, lastresi aicescubicasde 1. Taesraices son

i, . V'3~ + . vT
wWo =1 W, =——T "'—V S = - e— - =

Las dos ultimas no son raices de la unidad de un orden menor que 3, pero la
primerasi lo es, puesto que

VT=1 y vT==i

Por este motivo se dice que w, y w, son raices primitivas de orden 3 de la unidad;
en cambio, w, = 1 no es raiz primitivade orden 3 ni de orden 2, sino de orden 1.

Sea G, el conjunto de las n raices «-simas de la unidad. Un elemento genérico de

G. & 2 kn

2kmr . 2A <
W,, = COS +i %n =e

donde k = 0, 1, 2, ..., «— 1. Por definicién de raiz H-sma, los complgjos w,
satisfacen la condiciéon we = 1, y son tales que (G, ,.) es un grupo multiplicativo
abeliano. Esta situacion ha sido tratada en € g emplo 812. en € caso particular en que
H=3.

Definicion

El elemento w, e G, esunaraiz primitiva de orden n de iaunidad » > sbtu s jiu
esraizde 1 de unorden menor que n.

El conjunto delasraices cuartasdeiaunidadesG, =- 1 ,/.— 1 .—i e. De acuerdo

conladefiniciony con el conocimiento de G,. Gj K G,. podemos decir que/ y -/ »m
raices primitivas de orden 4 de launidad. Los resultados 1.i. - 1 y -/ se obtienen de
la formula genera a tomar Arlos valores 0. 1. 2 y 3, respectivamente. Observamos aqui’
que si k es coprimo con n. entonceslaraizw,, esprimitiva. Tal esel caodeu-, y u,.
paran = 4. La demostracion de esta propiedad es € objeto de lo que sigue.

11.14.2. Propiedad. El compigjo H% e G, es raizm-sima de la unidad s y sblo s
n km.
Demostracion) L oy

Sea w, = cos + i n e eG,, . Entonces

mrx m 2k mx 2 k mn
U, =Vvi<»vi,=i « cos * i gn | <

n n
N )
2km -1 . 2kr:nn -0

<> n . ~2ng 4 fleZ *>

km , )
n

11.14.3. Propiedad. Sea 0 <k < n. Entonces w, e G, es una raiz primitiva de orden n
delaunidad s y sélo siny k son coprimos.

1) nyksoncoprimos => w, esraiz «-sima primitiva de 1.

S H'.. unaraiz «?-sima de launidad. Entonces, por 11.14.2.. setienequen | kmy
como n y k son coprimos, resulta n j m, de acuerdo con lo demostrado en e gemplo
9-8-ii). Ahora bien, sendo n y m nimeros naturalesy n I m. esn <. m. y en
consecuencia vt', no es raiz de la unidad de un orden menor que ti. o loque es lo
mismo. w, esraiz primitivade orden n de 1.



M)  w, esraiz «-sima primitivade 1 = m.cd. (n ,k)=1
Supongamos que n y k no son coprimos, y sa d su m.c.d. positivo. Por definicién
dem.c.d. sstiene

d|ii Ad|]A=,i-d0" A. k-dk' donde m.cd. (/;',*:")- i
Sustituyendo estos valores en la expresion de w, resulta

2dk« .. 2dk'n
V\('b=COS—ar-n— +/sen —un T T

TRABAJO PRACTICO

2kKn ~ 2kén 11-16. Dado* los nimeros complejos
Si . -

Como ri y k' son copamos se deduce que w, es raiz de la unidad de orden >t' < n.
lo que contradice la hipétesis. Luego debe sy medin, K) - i

-1

11-17. Determinar los complejos z en cada uno de | os siguientes casos

Ejemplo11-15.
Determinar las raices primitivas de orden 6 de la unidad. 3 (@4 ar=— o z={=NH@+)
Las sesraices sextas de 1 estan dadas por bi  z=i{\ +j) d) iz={] +;)t! )
okir 2kn 11-18. Obtener z en los siguientes casos
w, = eos —-— T t'sen
a) = (l+vTi)(Vi+0
con k=0,1, 5 b) z=(VT4-yTt)*-V6i
De acuerdo con 1:!..14.3. .I).e'legimos'k de modo que m.c.d. <n,6) = 1 y se obtiene 0 2= (Y2 4 V3i) (V3"~y/2i)
k— 1 ok = 5. Las raices primitivas pedidas son, entonces .
i 1 V3V
2rt . 2n d) 2=(--"- +/ —J
«e = —_ +i —~ _e
11-19. Resolver las siguientes ecuaciones en z
= eos -] +isn -y =eos60° +isen60° = a iz=1 ) (—i)z=i
b) (i+/).-=1 d) ~~=j
/1-20. Expresar z en la forma binémica
JO s 10- V- v
t« i-i
« es « +1sn ~f- = eos 300" + i sn 300" b) B-ijii:+) i+
i
1 VT 11-21. Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones en C
= es60°-isEn60°= o: ~2z —
a)z® = 2i b)Z «-3-41 c) zZ =... 2\/3+2/
/7-22. Obtener la forma polar de los siguientes nimeros complejos
a)r, =-slj4-,- Ja=_1_.-

blz, =~2-2V J/ d)z.=-3i



/1-2.1. Efectuar en forma polar las operaciones que se indican con relacion a los
complejos del gjercicio anterior

a z )

b) r.z, d) z°

11-2-1. Calculara* siendo
-=— , — 1 +"+V2/

//-25. Probar que si /t.v) =ax® + 6x + cdondea, A y ¢ son numerosredesy zeC es
ia JI"?'<r) =0. *ntorteesfir) — O
//06 Dado- - 1 + sna+/cosa determinar r' —r !
;/-27, Determinar ios nimeros redesay 6 sabiendo que
(-1 +i)a+(1 +2i)b=1
/1-2S. Resolver ia ecuacion en C
(--1-NU-\+i)ir+1+i)(+1-0=5
i 1-29. Resolver la ecuacion en C
X*+(—2—2/)x=3-6/
i i-JO. Resolver e siguiente sistema de ecuaciones en C
rd +/)x-jy=2+i
12 +i)x + 12-/)>e = 2/

!'1-.il. Demostrar

a) U conjugado de! opuesto de todo complgjo es igual a opuesto de su
conjugado.

bi El conjugado de la diferencia de dos complejos es igual a la diferencia de
los conjugados.

c) El médulo de la diferencia de dos complegjos es mayor o igua que la
diferencia de los moédul os,

di El conjugado del cociente de dos compleos es igual a cociente de s
conjugados.

e) fcl médulo del cociente de dos complejos esigual al cociente de sus médul os.

/1-32. Seen los compigjos no nulosz 'y Z. Demostrar
irltt \zZ\Z\-*  =jz-t-z'"
11-33. Demostrar

\z +zf H\zZ\V =2iri’ + 2iz'l"
/1-?/. Demostrar por induccién completa

fcosx +isnx)" =eosax +/sennx

/1-35. Utilizando laférmulade Do Moivre demostrarl as siguientesformul as
i ) sen 2x =2 sn x cosx

00sS 2 X = €0S’ X - sen’ X
'sn3x =3e0s X ENX - sen’ X
C0S 3 X = e0s’ X - 3 cosX sen’ X
11-36. Sabiendo quelos complejos 1, wy w* satisfacen la relacion x* = 1, verificar
i) @ HH) =W
"YQL-w+w)(1l +w-w’)=4
11-37. Determinar algebraicamente las raices cuadradas de | os siguientes complejos:
i)z=-1-8/
i) z=5- 12i
iii) z=8+4y/Ti
11-38. Resolver las siguientes ecuacionesen C
i) x-(2+)X+3+i=0
i) x*+(--3+2i)x-i=0
11-39. Determinar y representar las raices que se indican
i)VI-i aNz~7 W)\T iv)
11-40. Determinar loslogaritmos naturales de | os siguientes compl g os
i) z =vy/ll-yldi
i; z--d@
i) z=4
11-41. Determinar los valores principal es de las exponencial es siguientes
i) = (J2~_,-)»
i)w=(3
iii) vw=( -1/ ~_3)"

11-42. Obtener e valor principal dez en los siguientes casos

11-43. Resolver las siguientes ecuaciones
") x¥'-2x""+2=0

uU) x*-x"~+1-0
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11-44. Determnar los conjuntos de puntos del plano que satisfacen a las siguientes

relacior.es
i) Re(2d = 2
ii) -2<//»(z)<3
iii) g+ 11>2
iv) -05<Re(2)<05 A jzj=2
v) j < Argz<3 -] A jz|<2

Vi» - L owre = 2

/,'-45. Determnar analiticamente y graficamente los subconjuntos de C que verifican

i) it + 1 -t-1z- 1] =3
i) r+1i| |z-r| =¢

11-46 Calculai
1+2esx+2e0s2x+ ... +2e0snx

i1-47. Verificarla identidad

z+w . i 2+w i .
|—" -ZWj o+ =2 : io-itoitl

11-48. Dado z = -1+ 2i|+ VT7 halarinz.
11-49. Demostiar

€-€ «*z-w—2ntri A «ez
/1-ifl. Se definen

Demostiar
i)esz=esxchy-isnxshy
visnz=snvchy+iesvshy

fl-51. Determinar U coniitntos de puntos del plano que verifican

i) Irl* -z +z
iii) 2-z"'=0
iv) 2" +z-0
v) z+z" eR
vi) z=P

vii) |1 +/] =z + 20|

/1-52. Obtener |os siguientes complejos
z= 2 by z= wr
3 k-0 ) k=l

11-53. Los complgjos no nulos Zi y z, son tales que
Izi +z,|=|z,! + |z,
Demostrar que z, =az, paraagun ceeR’
11-54. Calcular z* siendo
i L=V 3T

L o aeR - O«a<2
sna—isna

iiiy z= L+l
Vi-/
/ M i . Demostrar >

i ) Re{zw + 2w) ~ 2w + 2w
u) lin {zw — z~\v) — 2w — zw
i1-56. Demostrar que si w es raiz cubica primitiva de i. entonces
(l-w)(l -w®)=3

11-57. Seaw unaraiz «-simaprimitivade 1 y n > 1. Demostrar
2 w°=0
fc=Q

/1-58 Sabiendo que n = 3 k. demostrar que

r i ..vas K r i . \M3 Vv _T
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Capitulo 12

POLI NOMIOS

12.1. INTRODUCCION

A partir de la definicion de polinomio formal de un anillo con identidad, se llega a

ncepto de anillo de polinomios formales de un anillo con una indeterminada, y a
, I<o particular de dominio de integridad de polinomios de un cuerpo. En eda
. .iructura se estudian la divisibilidad, los idedles y ia factorizacion. El capitulo se
.ompiera con € tratamiento de los polinomios redes y complejos.

12.2. ANILLO DE POLINOMIOS FORMALES DE UN ANILLO

12.2.1. Concepto

S (A, ++, .) un anillo con identidad.
Definicion
Polinomio formal del anillo A estodafuncién P: N, -* A que verificaP («) = 0.

salvo para un namero finito de elementosde N , .
El dominio de la funcibnesN, =jo. 1,2 ,...), > laimagen detodo /e N, se
escribe P(i') =aj. La definicion dada caracteriza a todo polinomio formal como una
sucesion de elementos de A cuyos términos son nulos a partir de cierto indice.VEs usual
identificar a un polinomio formal en términos del conjunto ordenado de lasimagenes,

lo que conduce a la siguiente notacién
P=(a,.«i a,,0,0,...)

El hecho de que P (n) — a, s distinto de cero no significa que deba ser P (/) = aj

distinto de cero para /' <n.
En particular, la funcion nula, definida por P (i) = O cualquiera que sa i eN, se

Ilama polinomio nulo, y lo indicaremos asi:

Definicion

*Grado de un polinomio no nulo es el mayor entero n que satisface P (ti) ¥= 0,
El grado de todo polinomio no nulo se identifica con e indice del altimo término
distinto de ceio de la sucesion que lo define. Convenimos, ademas, que el polinomio
nulo carece de grado. Algunos autores le atribuyen grado — 1. En otros casos se le

asigna grado infinito.

Ejemplo 12-1.
Determinamos los grados de los siguientes polinomios de los anillos que se indican

i ) El polinomioP : N, -*-Z< definido por
P(0)=T,P<f)=P(/-1)+7 si /= 1.2.3.P<0=0 si i>3
es P=(T,T,J,T,0."0....)
sendogradodeP=gP =3
ii) El polinomioQ : N, -*Z tal que
1—2 § n—A

Qin)= <

) 0 s n*4
es la sucesion
Q=(0,0,0,0.-2,0,0,...)

y tiene grado 4. Todo polinomio con alo sumo un término no nulo se llama
monomio.
iii) Si el anilloes(R** , + ..) y definimos

R : N, -»-R* ** mediante
R(O) =[¢ °]=1 R(H=[i J=A

YR («)=3Q QJ=N paatodon > 1, entonces
R=(1,A,N,N )
tiene grado 1.

12.2.2. Anillo de polinomios formales del anillo A

Sea P e conjunto de todos los polinomios formales dd anillo A. Es decir
P={P/P:N,-*AJ

En P definimos la adicién y multiplicacién mediante



l.P+Q:N,~>Aesta que

(P+Q) (M) =P(")+Q(n)
I.P.Q:N, Aestal que

<P.Q)(/i)= fi P(OQ(«-0

Ejemplo 12-2.
SenP-fe,a ,a,0,0.0,.,.)yQ=(b,,6, .b,.b,,0,0,...).
donde gP = 2 y gO = 3. De acuerdo con las definiciones dadas se tiene
i>S=p+o
sendo ¢, =S(@)-(P+Q)(j)=P(i) +Q (/) =aj +6- paratodo jeN,.
Entonces
S=P+Q=(a +¢.,a +¢,,a, +b, b, 0,0,...)
Sendo gP TQ)=3
i i) R=P.Q seobtiene delasiguiente manera:

¢, =R(0) = (PQ)(0) = T P(0Q(0-0 =P(0)Q(0O) =4a b,

¢ P(OQ(1-0=
i=0

=P(0)Q(I)+P(1)Q(0)=a,*i +«i °0

¢, = R(1) = (PQ)(1)

C=R@=PA@=cr0Q2-1)=
= P(0)Q(2) + P(I)Sc()l) + P(2)Q(0)=a, b, +a, i>,+a, b,
El término genérico del producto es
k k
Cu* £ Pt))Q(*-*)e 2 «jés-j
Por gemplo
C =e 6, +aj 6, +a, ¢, +a, b, +ar ¢» +a, &
En nuestro ciso se reduce a
ci =a b,

Peroc, =¢c,=...=0
El grado del producto es 5 sia, b, # 0, es decir, si €l anillo no tiene divisores de
cero.

Ejemplo 12-3.
Efectuar lasumay el producto de los polinomios de Z,
P=(2,3,15,0,0,.,.)
y Q=(0,1,2,0,0,...)
i )P+Q=("i,T,0,0,...) y ¢g(P+Q)=2
ii)PQ -(0,2,1,0,0,..) y 9g(?Q)-2
Se verifica que (P, +) tiene estructura de grupo abeliano siendo neutro para la
adicion el polinomio nulo, y si inverso aditivo u opuesto de cada polinomio P es el
polinomio — Pdefinido por (— P) (n) — — P(«).
El producto es asociativo en P. con identidad
1:N,-* A tal que
f1s n=0
1(«)= < !
[ O 8 /i#0
Es decir
1=0,0,0,...)

yaquePeP =» Pl = 1P=P
Ademas, €l producto es distributivo respecto de lasumaaizquierday aderecha
P+Q R=PR+QR
R(P+Q) =RP+RQ
En efecto, utilizando las definiciones de multiplicaci6n, de adici6n, propiedades de
lasumatoria, y del anillo A setiene

[(?+QRI(M=£ P+Q (0 R(N—i)=
i
=2 1P(0 + Q Rira-e)~ f [P(¢) Rin-1") + Oii) R(n- Al =
o> * ! 1=0
=2pPp@R(n—i)+ z (i) R(n—i)=(PR) (n) + (QR) («) -
= (PR + QR)(»)

Las consideraciones anteriores nos permiten afirmar que la terna (P, +, .) es un
arillo conidentidad, Ilamado anillo delospolinomiosformalesdel anillo A.

El polinomio X =¢0, 1,0, 0, ...) recibe el nombre de indeterminada. Nos
proponemos expresar a todo polinomio formal del anillo A, en funcion de la
indeterminada X y de los elementos de A.



Definimosprimeroiafuncion
/:A-*/> mediante f@d=(a,0,0, ..)

Esta definicion caracteriza un morfismo inyectivo de A en P, es decir, un
monoinorfismo. En consecuencia, / es un isomorfismo de A en/(A)CP, lo cua
permite identificar a cada elemento ae A con su imagen /"(a) e P. Dede este punto de
vista, podemos decir que A es un subanillo de P.

Definimos X* =(1 .0,0,...) y X"** =X"X

Resulta
X*=XX=(0.0.1.0.0....)

Esto significaque V m € N, se tiene

)1 s n=m
X™ \*P tal que X" |[n)- <
| O s n™m

Entonces, teniendo en cuenta las definiciones de adicion y de multiplicacion. Las
sucesivas potencias de ia indeterminada X y el isomorfismo indicado, todo polinomio
P t P puede expresarse

P=ia ... a,00...i=
=ta,.0.0...)+(0.a,.0.0....)+...+(0 ... a,,0,0....)=
=(i7,,0,0....)<1.0.0.. .>+(aj.0,0.. .)(0,1,0,0,...)-*-
+(a.0.0..,.)(0.0.12.0.0....) +...+(a,.0.0,...10.. ... 0,1,0.0....)=

=), X7 erj, XY +a, Xt 4+ +a X" -t oap X"
En lo sucesivo, en lugar de X° = (i ,0,0,...)= 1 escribiremos 1, omitiremos los
términos del tipoOX™" y | X" serd sustituido por X"
Se tiene
£ a,X'"=a, X* +a,_, X" +-...+a, X+a,

Siendo a, el coeficiente principal y a, el término independiente.

El anillo ce polinomios de A en la indeterminada X suele indicarse mediante el
simbolo P=A [X]. Los elementos de A [X] se llaman polinomios en X con
coeficientes en el anillo A. En particular, los elementos de A C A [X] se llamln
constantes. Si gP = «. entonces a, se llama coeficiente principal. Un polinomio con €l
coeficiente principal igual a 1 se dice que esmonico.

De acuerda con las definiciones de las operaciones en A [X], se verifican las
siguientes proposiciones:

i ) El grado de todo polinomio no nulo esigua a grado de su opuesto.
i(-P) =1iP

ii)El grado de la suma de dos polinomios na nulos es menor o igua que €
mayor de los grados.

*(P+ Q)<méax{iP,iQ}

iii) El grado del producto de dos polinomios, si es no nulo, es menor o igual que
la suma de los grados.

g(PQ)<gP+gQ

Ahora bien, s A es un dominio de integridad, entonces A[ X] también lo es, y se
verifica que € grado del producto de dos polinomios no nulos esiguai a la suma de los
grados, 0 sa

g(PQ=gP  +'gQ

Ejemplo 12-4.
En Z, [ X] se consideran los polinomios
A=3X"+TX+! B=3X+T y c=Tx’+Tx+I

Obtener e polinomio AB —C. Lamecanica de las operaciones entre polinomios en
la indeterminada X con coeficientes en e anillo se realiza en la forma habitual
aprendida en la escuda secundaria

A 3x: +ITX +T
B: ax +T

7TX'+2X"+4X
I X*+7X 4-2
AG: 7X* +0X* +0X +T

El inverso aditivodeCes— C=4X°*+TX + 3"
Y resultaAB -C =0X*+0X +TX+0
Es decir, AB - C = X.

12.3. ANILLO DE POLINOMIOS DE UN CUERPO

Como todo cuerpo K es un dominio de integridad, €l anillo de polinomios de K, que
denotamos con K [ Xj. es un dominio de integridad, pero no es un cuerpo. En efecto,
no todo polinomio no nulo admite inverso multiplicativo. Demostramos a continua-
cién que Unicamente los polinomios de grado cero son inversibles.



Teorema. Un polinomio de K [ X ] admiteinversomultiplicativosi y sélosi esdegrado
cero.

Demostracion)
Sea P eK [X] un polinomio coninverso multiplicativo. Entonces, existe Q eK [ X]
tal que

PQ=QP=1
Por sr K [ X} un dominio deintegridad, setiene
g¥ i-gQ ~g\ - U

Y como losgrados son enteros no negativos, resulta

Reciprocamente, si g?=0 entonces P=a, O.
Y, como a, es un elemento no nulo de K, admite inverso multiplicativo Es
decir, existe

12.4. DIVISIBILIDAD EN EL DOMINIO K [X]

12.4.1. Division de polinomios

Teorema. Dados dos polinomios Ay B en K [ X], sendo B no nulo, existen y son
unicos dos polinomios Q y R, que verifican

i )A=BQ+R

ii)R=0 v i/R<£B
Demostracién)

Seai/B -m. Se preseni. n lossiguientes casos.

i A8 v fA<m~Q=0 e p-A saisfacen las condiciones de la

led ;.
11 gA - n>tu ~gti

Sean
n m
A— laX y B -1 &X'
Entonces a#0 vy b,=£0

A expensss de A y de B podemos generar un polinomio de grado menor que A o
bien el polinomio nulo, restando de A el producto de B por un polinomio
conveniente del tipo c X"

En efecto, seen

Resulta Ai = 0 v gA, < gA, pues el polinomio Q i B es de grado n y su
coeficiente principal esa, .
Si Aj 0 y gAi >gB, el procedimiento puede reiterarse obteniéndose A, tal
que
\, -0 v gA <gAx
En general, si A, ¢ 0 ¢A, 3»g&. llamando
i

Aji = Z c X' con tt4-o0

se definen ,
Qyi =£- x'-"'
y
A, =A,-Q,.., B
Los enteros no negativos gA, gA, gA,, . . . forman una sucesion decreciente y

en consecuencia se llega a la existenciade A>, tal que
A, =0 v 0gA <m

Resulta

A, = A1 OGh B=A_-Q + Q._.)B=...=
= A~(Q, +Q, 4>... +Q,)B
* h
Entonces.llamando R x A, y Qa | Q, se verifica
A-8U0TR - »R -0 w gRr <#8)

Lademostracion delasunicidadesde Q y R se proponen como gjercicio.
Los polinomios Qy R, que verifican e teorema, sellaman el cocientey el resto
de jadivision de A por B.

Ejemplo 12-5.

Obtener e cociente y € resto de las divisiones de los siguientes polinomios de
R[X]
i JA=X"+X +1 B=X*4X+1



La operacion se redliza en laformahabitual ordenando ambos polinomios segun las
potencias decrecientes de X y completando el dividendo.

X + X* +1 [X*+X+1
/3
X111
- X +1
- X*-X*-X
X+ X+1
X*+X 41
(o]
i A=--4-X B= — X +2
-V x°® 14_X-
X*-4X -1 X?® + 16x- tis
4 X=
4X*+32X
-32X
- 32 X - 256
256

12.4.2. Caso particular

Si el dividendo A es de grado n y el divisor es de grado 1, esdecir B =i? X + b,
étronces, de acuerdo con el algoritmo deladivision, el cociente Q esdegradon - 1y
el resto es e polinomio nulo o bien de grado cero, es decir, puede identificarse con una

constante en K. y se tiene
A=B.Q+r

En el caso en que e divisor ssa de primer grado y moénico es posible obtener el .

cocientey el resto, mediante el procedimiento conocido como Regla de Ruffini.

Seen A =, X" +a_X" +a X"~ + .. .+aX +7,
51 -Xth, =X -4a sendoa = - b-

Entonces, los coeficientes del cociente y € resto, que se Obtienen utilizando €
procedimiento indicadoen 12.4.1., son

1-3,

<'n-2=«n -1i a
Cn- 3 2 +Cn-2<j
C, =a 4¢cC, a

yr = a, + ¢, a. Estos resultados pueden lograrse con ia siguiente disposicion prattica
a, a, i &, ... a a,

ac_i af,_2. . .al ac,

.

3. 'O

Ejemplo 12-6.
Mediante la regla de Ruffini, obtener e cociente y el resto de la divisior. de
A=—X’+2porB=X_—-2

Resulta
Q=-X*-2X-4 y r=-86

12.4.3. Relacion de divisor en K [X]

Por definicion, e polinomio B es divisor de A si y so6lo s existe C tal que A = BC.
Se dice también que A es multiplo de B. Si B¥=0, entonces la definicion anterior
equivale adecir que € resto deladivision de A por B esel polinomio nulo.

Se verifican las siguientes propiedades

i. Si un polinomio es divisor de otro, entonces es divisor de su producto por
cualquier polinomio.

AIB =*A{BC

11 . Si un polinomio esdivisor de otros dos, entonces es divisor de su suma.
A|B A A|IC =»AIB+C

I1l1. Si el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo polinomio no aulo,
entonces el cociente no vana, pero el resto queda multiplicado por dicho polinomio.

Hipotesis) A jjn~rC*o0 Tess) AC iBC

R O RC Q



Demostraci6n)
Por hipotesis

A=BQ+R y R=0 V gR<gB

Multiplicando la primera igualdad por C, utilizando la distributividad, asociatividad
y-, conmutatividadenK. [ X], setiene

AC = BQC + RC = (BC) Q + (RC) (1)
Por otra parti
giRC) =j»R i-gC <gi -gC-giBCi - RC~0 1~
Las proposiciones i | j y (2) verifican la tesis.
Ejemplo 12-7.

Dados A =1 X* +2X +1 y B =2X — 4. obtener el cocientey el resto
4ilizando ia regia de Rul'fini. Teniendo en cuenta la propiedad | | | . podemos apl'car la
regia dividiendo A y B por 2, es decir, multiplicando a ambos por el polinomio 12.a
fin de que & divisor ssa moénico.

Entonces A=2X +X+ y ~\- B=X 2
1
2 0 1 2
2 4 8 18
2 4 9 87
Resulta
1 37

Q-2X* +4X +9 y

i
X
1]
1

es decir R= 37

12.5. IDEALES DE K, [X]

De acuerdo con 9.6.2., e subanillo 1 de K. (Xj esunideal sy s6lo s
Ael a PeK [X] =» APel

Idedles trivides del anillo K [X] son el mismo K[X] y el conjunto cuyo Unico
elemento se reduce a polinomio nulo. Este se llama ideal nulo de K [Xj.-

Teorema. Todo ided de K [X] es principal.
Demostracion)

Se trata de probar que todo ideal de K [X] esta generado por un Unico polinomio.
Distinguimos dos casos '
i )Si | es el ideal nulo, entonces esta generado por e polinomio nulo, y en
consecuencia es principal,
ii)Seal ~{ o} un idea nonulo de K [X]. Entonces existe en | un polinomio no

nulo. Como los grados son enteros no negativos, de acuerdo con e principio de
buena ordenacién, | contiene a un polinomio de grado minimo. Sea ésteB. Ahora
bien, si A el, por el algoritmo de la division, existen en K (X |dos polinomios Q y

A-BQ+R y R=0 v gR<gB

O sa

R=A -BQ
Por definicién de idea

A€l A Bel == Ael A BQel =»> A-BQel = Rei
Como B es de grado minimo en [, no puede ser gK <gB, y en consecuencia R = 0.
Es decir
A = BQ

Esto significa que | esta generado por el polinomio B, de grado minimo, o. lo que es
lo mismo. | es un ideal principal.

12.6. FACTORIZACION EN K[X]

12.6.1. Maximo comun divisor
Seen A y B dos polinomios no simultaneamente nulos del dominio de integridad
principal K [K].
Definicion
El polinomio D es un maximo comun divisor de A y B si y s6lo s esdivisor de

ambosy. ademas, multiplo de todo divisor comun.

[DIA » DIB
D esunm.cd.de Ay B <* <
[ D'IA A D'B ==D'|D

Teorema. Todo méaximo comun divisor de dos polinomios A y B es una combinacién
(ineal de los mismos con coeficientesen K [X].
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f icmostracion)
Saa | el ideal de K [ X] generado por los polinomios A 'y B.
Esdecir

I={PA + QB/PeK[X]j A QeK[X]}
Como *.0do ideal de K [X] es principal, | esta generado por un polinomio D de
grado minimo, esdecir, existen Sy T enK [ X] talesque

D=SA+TB @

A=1.A+0.b A B=0.A+1.B »Ael A Bel

O sa A y B son mdltiplos de D. o lo que es lo mismo, D es un divisor comun de A
v 3.
Sea ahora

DA \ piB=A=MD' A B=ND"

Sustituyendo en (1)
D =SMD'+ TND'=(SU + TN) D'

Luego
D'ID

En consecuencia, D = SA + TB es un maximo comun divisor de A y B.
Propiedad. Si D y D' son maxi mos comunes divisoresde A y B, entonces existe
neK talque D=aD'"
Demostracion)
Por ser D' un m.c.d. de A y B, se verifica
D'IA A D'IB
Y como D también lo es, se tiene
D'|D
Por definicion de divisor existe R en K [X] tal que
D=DR -
Por grado del producto
gb=gD'+gR
Y como los grados son enteros no negativos, resulta

go>gD’ (€8]

MAXIMO COMUN DIVISOR

Andlogamente
gD'>gD &)

De (1) y (2), por la antisimetria de la relacion de mayor o igual, es
gb=gV

O s. gR = 0. Esto nos permite identificar a polinomio R de grado 0. con una
constante no nulaa, deK.
Luego

D =aD'

Siendo todos los m.c.d. de A y B del mismo grado, convenimos en [lamar maximo
comun divisor de A 'y B al Unico m.c.d. monico. y escribiremos m.c.d. (A , B)

Ejemplo 12-8.
Determinamos € m.c.d. de A y B en los siguientes casos
i) A=3X- B=4X’' enZ, [X].
Resultam.c.d. (Ay B)=X".
ii) A=-2X" 42X B=VT X-v'T enR[X]
Setienem.c.d. (AyB) =X —i.

12.6.2. Determinaci6n del m.c.d. por divisiones sucesvas

La propiedad demostradaen 9,14.2. esvalidaen K [ X] y nos permite afirmar que el
m.c.d. de los polinomios A y B esigua a m.c.d. entreB y el resto deladivision de A
por B, siendo B =*=- 0.

El esquema de las divisiones sucesivas propuesto para los enteros en 9.14.3. adopta
aqui la forma analoga siguiente

Qi *| Q2 Q, -i Qn Qn*l
A B Ri "n-1 R*
Ri R: Rn 0

En consecuencia
m.c.d.IA,B)=m.c.d.(B,R,)=m.c.d. (R, ,R,)=...=m.cd.(R,_, ,R,)=
=m.cd. (R, .0)=R,

siendo R, €l ultimo resto no nulo de las divisiones sucesivas.



Ejemplo 12-9.

Determinar el m.c.d. de A = X* + X* -2 X* + X -1y B=X"-2X+1
por divisiones sucesivas.

X X X*+X+1
X2+ X?-2X" + X-1| X*~2X+ 1| X° -1 X - i
X* -2X* + X X*- X X - X
X - - Xri X -
X -1 X* - X
X--1
X-1
0

Resultam.c.d. (A . B) = X — i.

12.6.3. Polinomios coprimos
Seen A 'y B dos polinomios no simultaneamente nulosde K [ X] .
Definicion
Los polinomios Ay B de K [X ] son coprimos si y sélo si todo divisor comun de
Ay B esinversible.

Equivalentemente, podemos decir que A y B son coprimos s y solo si todo m.c.d.
de A 'y B esde grado cero. Como el polinomio ménico de grado cero es 1, se tiene

Ay Bcoprimos m.cd. (AyB)=1

En consecuencia, de acuerdo con el teorema 12.6.1,, resulta

Ejemplo 12-10,
En R [ X] se consideran los polinomios
A=X"- X"y B=X-1
Por el agoritmo de ia division existen
Q=X+2X+2 y R=2
taesque

X*+X=(X'+2X +2)(X-1 +2

Entonces
(X?+X)-(X*+2X+2(X-1)=2

O s
\ (X2 4+ X)+("-4r- X:P-X-1J(X- 1)=1

Es decir, hefiios expresado a polinomio 1 como combinacion lineal de A y B con
coeficiente* S- 4- >' T - — X' - X- 1- de lo que se deduce que A y 8 son

CUDfliT:0S.

12.6.4. Polinomio primo o irreducible

Sabemos que los Unicos polinomios inversibles de K [X]j son las constantes no nulas
de K. Dado A = X + 1, ocurre que las Unicas descomposiciones de A en el producto de
dos polinomios P y Q son taes que P es inversible o Q es inversible Es decir, no es
posible descomponer a A en e producto de dos polinomios de grados positivos. Se dice
entonces que A es primo o irreducibleen R [ X].

Definicion
El polinomio no inversihle A e K [X] es primo o irreducible si y s6lo si toda
descomposicion A = PQ es tal que alguno de los factores esinversible.
O hien
A esirreducible s y s6lo s no existen Py Q taes que
A=PQ <con gP>U A gQ@>0

Ejemplo 12-11.

i ) Todos los polinomios de grado 1 son irreducibles en K [ X], pues ningln
polinomio del tipo A =ajX + <z con a =£0 puede descomponerse en el
producto de dos polinomios de grado mayor que cero.

;i SNotodo polinomiodearado 2 esirreducibleen R 1 X]

En efecto. A ~~a\ * tX tcconb -+ 4 *< 0 es irreducible, perc U
b" — 4-ae> 0, entonces A es reducible, es decir, puede expresarse come ei
producto de dos polinomios reaes de grado 1,

12.6.5. Propiedades. En el dominio principal K [X] se verifican las siguientes
proposiciones, cuyas demostraciones son analogas a las desarrolladas en e Capitulo 9:

I. Si un polinomio primo es divisor de un producto, entonces es divisor de algunode
los factores.

Pesprimo A P|AB = PIA v PB



11. Si un polinomio es divisor de un producto y es coprimo con uno de los factores,
entonces es divisor del otro.

PIAB A m.cd. (PyA)=1 => PB

1 2.6.6. Teorema fundamental de la descomposicion factorial. Todo polinomio no nulo
en K [X] puede expresarse como el producto de una constante por polinomios
maonicos irreducibles. Tal descomposicidn es Unica, excepto el orden de los factores.
Demostracion)

Distinguimos dos casos:
1. Si A es una constante no nula o un polinomio irreducible en K [ X], el teorema se

ol

A=a-a.l
O bien
n « a,
A=1aX'=a 2 — X'
i=o i=o a,

Il Sea A de grado m, reducible en K [XJ. Entonces existen en K [ X dos polinomios
Pj y P degrados positivos, tales que

A =P,P, (1)

Supongamos que la descomposicion esvalida para todo k < m, es decir
Pi = P Pz=a,. t 2\
| «, i=(1 N Yy z—aj_l ;

donde aj y a son constantes y los polinomios P\, y P\j son ménicos irreducibles.
Multiplicando las dos Ultimas relaciones se tiene

P.P, = («,«,)fir P\)f it Pj/)

Teniendo en cuenta (1) resulta

A=a 'n P
h1
siendo a una constante h — i + u y los P, polinomios ménicos irreducibles, 0 seg, la

descomposicion es védlida para m, y en consecuencia lo es para todo n e N, de acuerdo
con el segundo principio de induccién completa.

Para probar la unicidad de la descomposicion factorial, suponemos que A admite
dos descomposiciones

A=aP, P, ...P. , A=60Q, Q....0Q,

Como ay b son el coeficiente principal de A, se tienea — b. Entonces
Pl>, ...P,-Q: Q, ...Q, 2
Ahora bien
PilA 'y Pi primo =>PilQj paraagun/ por 12.6.5.1.

Entonces, Q, = RP,, pero como Qj es irreducible debe s R una constante, y
ademas igual a 1, ya que ambos son polinomios ménicos. En consecuencia, =Qj.
Luego de dividir (2) por eda igualdad resulta

PP, .. P~ "ir Qj
Reiterando & proceso, de acuerdo con el segundo principio de induccién completa,
los P, son iguales dosados alosQ,. y la descomposicion es Unica.
Ejemplo 12-12. )
Descomposicion factorial de los siguientes polinomiosen R[Xjy en C (Xj.
i) P=X°-X®+#X =X = X (X -X+X-1)=
=X [XPIX -1 +X-[)] =X (X--1MX- 1)
Esta es ia descomposiciéon de P en cinco factores ménicos irreduciblesen R [X] El
exponente 3 del factor irreducible X es el mayor enrero que satisface X* jP. Ademas.

X* +e¢ 1 esirreducibleen R[Xj, pussb’ -4a;"' =0-4<0.
En cambio, en C [ X] ladescomposicion factorial es

P-X'<X  +  rtIX-0{X"l)
1) Q=X"4X*+ 1 =X" +2X" +1"X*=(X* +1) -X"=
= {X" 4-X+ 1)(X' - X+ 1)

quesonirreduciblesen R[ X],peronoenC[ Xj, pues

X+ X+ 1=X"+X+ -+ ~=

Anaogamente

tf-x,.=fx-i- [#)fx- 4 By



127. ESPECIALIZACION DE X Y RAICES DE POLINOMIOS
12.7.1. Especializado!! de la indeterminada X

SeanPeKfX] y aekK
Definicion
Espeeializacion de X por aesel elemento de K
Piftl- i aa Si fP>0
i-0
P(tt)=P si #P=U
P(@=0 s P=o0
Ejemplo 12-13.
Determinar las especializaciones de X en los siguientes casos
i 1a=\/f y P=2X'-X*+1 enR[X]
Setiene
P (2 =2 (v/2)-(V2) +1=7
ii)ya=Il+i y P=/X+i enC|[X]
Resulta
P(i+/)=/(1 +0+i=27i-1
iii)a=2 y P—3 enZ, fXj

Entonces
P(2) =3
iv) De modo masgeneral, si PeK [X], laespeeializacionde X poradefine una
funcién de K [ X] en si mismo. Si P- X* - i.ya= X- |, entonces
P(O)=1X~iji —1 —X*—2X

12.7.2. Raices de polinomios
SeanPeKfXj y «eK
Definicion

aeK esraizde Ps y sblo s la espeeializacion de X por a es 0.
O s

aesraizdeP « P(a)=0

Propiedad, a es rai?, de P s y s6lo s X ~ a es divisor de P.
l.aesraizde P => X —dP
Dividiendo P por X 0, setiene

P=(X-a)Q+r
Especializando X por a se tiene
P(a) U—a)Q @ +tmr

Y como aes rai\ de P por definicion resultaP (a) =0 -r
sustituyendo en (1|

P«MX-<*>0
Yy en consecuencia
X-ajP
Il.X -ot',P => aesraizde P
Por hipotesis
X - aiP

Por definicion de divisor, 3 Q tal que
P=X-a0Q

Especializando X por

Es decir, aesraiz de P.

12.7.3. Teoremadel resto. El resto de ladivision de P por X -aesP (a).

Demostracion) *
Dividiendo P = \ — (i <e jictic

Pe—iX -2)Q "
Lspeciaii/anco X poi ct iesulta
P(a) =(ce—a) Q(a) +r
U sa

r="P(a)

Una consecuencia inmediata del teorema del resto esla siguiente

X-alP **P(a) = 0

(€Y



POLINOMIOS

fpmplo j2-14.
i ) Determinar si P = X" — & esdivisible por X —a.
Comor=P(a) =a" -a" =0, resulta X - aP.

ii ) Obtener €l resto de ladivision deP- 3 X* — 6 X + 1 por (3 X + 6).

Dividiendo ambos polinomios por 3, se tienen

X*2-2X+y y X+2
El resto de sudivision es
le'=(~2)'-2(-2)+ 1 =8+ \e = #

Deacuerdocon 12.4.3.111.

r
O sa
r=25
12.7.4. Raices distintas de PeK |X]
Si ai.os . a, on raices distintasde PeK [ X], entonces
n (X-a,)iP

|. Lapropiedad esvalida paran = 1. pues

ir X—aA=X-a|P yaquea esraiz deP.
1

i=
I'l. Demostramos ahora

TT {X-aJIP=*"7r"(X-aJIP
i=1 <1

Por hipétesis y definicién de divisor 3 Q tal que

P=Q .\ (X-ai) i)
Ei resto de ladivision de O por (X —a.)esr=Q (a,!).
Especializando en (1) X por a.®, *

P(anrv) = Q(aw~n) i:'(awl_ai ) =0

RAICES MULTIPLES 300

por s a,+| raiz de P. Como lasraices son distintas

a,—O0IlJ~0 V7=I1,...,/j
resulta O (fy. +i) = 0
Osea,r=0
Entonces, X -0,,j1Q =» 0=S (X -a,,) (2)
De(l)y(2)

P=S(X-a,.,) 7tI' IX-0j)
= |

y por lo tanto
"irt (X-a)iP

Consecuencia. Todo polinomio de grado n en K [ X] tiene alo sumo n raices distintas.

*

Demostracion)

Seen a,. or,. . . . . a, todas las raices distintas de P. Por e teorema anterior se
verifica
n <X-a,)|P
i:
Entonces

P=Q n (X-a.)

Luego
n—gP=gQ+ mM>m
Esdecir

m<n

12.8. RAICES MULTIPLES

S araiz de PeK [X].
Definicion
atiene multiplicidadp eNsi y s6lo si Pesmultiplo de (X — aV pero no lo esde
(X-a)"*.
En este can se dice que a es raiz multiple de orden p.
Osa
eaesraiz miltiple de orden peN <> (X —a)’|IP A (X - ocf* XP



Ladefinicién dada puede traducirse de ia siguiente manera
a es raizmultiplede ordenp o P=(X—ay Q A Q(@"O0

Las raices de multiplicidad 1 se llaman simples.

Por ejemplo, O es raiz doble de P = X*; 1 esraiz triplede Q =X (X - 3)"y O es
juzsimple.

129 POLINOMIO DERIVADO Y RAICES MULTIPLES

£29.1, Operador derivado
Lafuncién D : K |X]| ¢ K [X\
lefinida por

DIP) =D fi ajxO=1t fa.X'"*' =P’ si  g?>0
vi=0 -

DiP)=0 s P=0 v ifP=0

feibe el nombre de operador derivadoen K [ X ],y iaimagen por D de todo polinomio
fte llama polinomio derivado de P.

El operador derivado satisface las reglas usudes de la derivacion
i) P+OT=P+Q
ii) (@PY =ip
i) (PQ)' PQ + PQ
iv) (P")'=HP"*' P

12.9.2. Propiedad, a e K es raiz multiple de orden m > 1 del polinomio Psi y sélo si a
*srui? de Py de P

i. Smarai/ de Pcon multiplicidad m> 1. Entonces, por definicién 1 2.S. es
oo (V o @»n A ta'l =éo
Derivando
P=mX-a"~ Q+ (X-ct) Q
Especidizando X por a resulta
P'(a)=0 yaque m>1
O sm, a esraiz de P\

Il. S;m araiz de P y de P. Hay que probar que a es raiz de P con multiplicidad
mayor que 1.

Por hipétesis

P(«) =0 => X-tt|P =* P=(X-0)Q (1)

P'(a) =0 => X-alP'=>P =(X-a)Ss (2)
Derivando (1)

P=0+(X a0
Sustituyendo en (2)
Of(X—a)@F =xX—<y)S
r ni.snccs
O=(X-0)IS-0") <X—aT i3i
Dei 1) y (3) resulta
P=(X-a);T,

O s a esraiz de P con multiplicidad m > 2.

12.10. NUMERO DE RAICES DE POLINOMIOS

Sea P e K [Xj un polinomio degrado n, y ssen a, a,, . . . , a,j todas sus raices
distintas con multiplicidades n\, m, . . . w”, respectivamente.

Teorema. La suma de las multiplicidades de las raices distintas de todo polinomio de
mudo i! es menor o igual que n.

k
2 mj <gP -n
i=1

Lo demostrarnos por induccién sobre k.

i | S| k - 1. es devir. que la Unica raiz es a, con multiplicidad m,. Entonces,
por 12.S. setiene

P-iX '-ji: f O Q ixf
Luego
2. m =m -g(X-ct)” <m, +gQ-gP = n
i= i
ii) Debemos probar que si la propiedad se cumple para k — h, entonces se
verificapaak =h + 1, 0 sa

h h+1
2 mi<n => 2 OTj<«



412 POLINOMIOS RAICES DE POLINOMIOS

403
I:n efecto, siendo a,, a,, ... , a, raices distintas de I' con multiplicidades mj, En efecto, s a, a,-. . . , <X, s0n todas las raices distintas de P con multiplicidades
12F .. . ., m,,se tiene m, m, wifc, respectivamente, entonces el nimero total de raices es
h m;
P= TT X-aj)) -Q y Q(a) Opaal/=12, ...,/;
Debe s Q divisible por (X -a,.,)"""'. Sean Hy R €l cociente y'el resto de la Ejemplo 12-15.

division, es decir El polinomio P = X* -4 X* + 5 X* -4 X + 4 en R [X] admite la raiz 2. pues

Q=(X-a,.,)""""H + R P(2) = 0.
. El polinomio derivado P = 4 X* - 12 X* + 10 X - 4 estal queP' (2) =0,y en
S R - 0. entonces - .
consecuencia 2 es, a menos, raiz doble de P.
, i a—1 s Lo t, . 0T .
P= 7T <XaA 'H Ipiti.&iuO ii- liei audlilt.il IC[dICgd UG NUiiMU
V en consecuencia 1 -4 5 -4
hei *x e
N -irP=1 mj+gH> Z m, -4 -4
=1 =1 7
1 -2 1 — | [o)
Si R?0 . entonces » 0 >
P=V (X-«,)"".H+ | (X-el"R 1 o0 1 io
=1 5=1
Resulta
Como
P=(X-2) (x*+1)
(X -anr. In'iP
Resulta Es decir P admite en R [X] la Unica raiz doble 2, y la forma propuesta es la

(X-CA~""MR n (X-a,)"" descomposicion factorial de Pen R.

y en consecuencia 12.11. RAICES DE POLINOMIOS REALES

SeaPeR[X], de grado**.

O sa
R=(Xa.)"' S 12.11.1. Teorema de Gauss. Si e polinomio real P, de grado n, con coeficientes
Luego enteros, admite una raiz racional — (siendo p y g coprimos), entonces p es divisor
. del término independientey q lo esdel coeficiente principal .
P="ir" (X-a)" (H+S)= (X-a,)"T .
= i-1 n i
=1 ! Hipotesis) P= 2 a X estalqueajeZ y a #0
Entonces

h+1 h+1 =0
«=¢rP= 2 HZi+gT> 2 k¢
Ei <! — eQ esraizdeP y mcd(p,g=1
Consecuencia. Todo polinomiodegradon en K [ X ) tiene, alo sumo, nraices. .
Tess) p\a, A Qq\a,


http://audlilt.il

Demostraci6n)

Comno — e Q esraiz de P, se verifica

a
O s
Entonces
a' Z a, --r ~0» | Ups<r -0~
~0 q -=0-°
**a,q+p\i flip™ o -
~aq =p|l - 1 aP-tg'-" ) =*
= a, =p,s con seZ n

Distinguimos dos casos
i )a=0yel teoremasecumplecon p=0 y i?=1
n)a *0O
Entonces p =E O, pues s fuerap = O, como q ¥= 0. por (1) seriag = O, contra lo
supuesto.
En este caso, de (1). resulta

p'a, Q'
y COmMo p y g Son coprimos, se tienepla, P°' 9-8 ii)
Por otra parte
va-p =0 :))( 2 a1p||'?m* I +a’p- =0 o»
o»«-p"e= f- 2 a priitte e

-+, pt-q.t con fez =
=% <7ia, pn = i’?ia,,
Ejemplo 12-16.
Determinar, si existen, lasraicesracionales de

P=8X"+10X*-11 X +2

Si existenraicesracionales ~- ,debesy p|2 A q\&
Los divisoresde 2 son: 1, -1,2 vy -2.
Los divisoresde 8 son: 1, 2,-2,4,-4,8y —8.

De los 10 numeros racionaes, — -i-y -4- sn jas raices de P, v en

2 4
consecuencialadescomposicioénfactorial es

P=8(X+2)iX- 1;i X - |1
2- n 4
12.11.2. Raices complejas de polinomios reales
S:m PeR[X|un polinomio de gradon

Teorema. Si un polinomio real admite una raiz compleja, entonces admite a su
conjugada.

n i
Hipotesis) P= 2 aj X' etdqe aeR v zC esraz
&0

Tesis) lesraizde P

Demostracion)
Debemos probar que

P(=)=0
Por hipdtesis
(-)= 0
1n
2a2z2=0
2 az2 = (@]
i=0
2a =0 por conjugado de la
de o
2a =0 por conjugado del
i=0 producto.
4

2 a(?y=0 por conjugado de una
potenciay por ser aj eR

P@=0

Z esraiz de P



\'«ta:
Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo polinomio rea de grado
impar admite unaraiz real.

12.11.3. Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio rea de grado positivo
admite unaraiz en C.
La demostracion de ed€' teorema exige recursos no algebraicosy la omitimos.

12.11.4. Descomposicion factorial de polinomiosreaes

Sea P€ R |1 X], de grado n>0.

Teorema. Si P es un polinomio real de grado n > 1. entonces existen n complejos a,,
a....a,.taesque

P=a, 7 (X-a-)
i=1

i )SigP=n - I, entonces
P=a X 4-0,=a, | X -i—o"1 puesa=2?=0
« g
Luego
a,

i
P=a ir X—«e) donde a =———
i=i i

i i) Suponemos que la propiedad se verifica parag? = h < n.
Sea P de grado h + 1 y a, raiz de P, la cua existe por e teorema
fundamental.
Entonces

P=(X-a,.,)0 (1)

siendo gQ =h.
Por la hipétesisinductivase tiene

Q=a,.. % (X-a,)

COLIK'IKNTLS Y RAICLS

Ejemplo 12-17.

Efectuarladescomposicion factorial del polinomio

P-\ x* -4 . -1

enC [X].

p=4 <+ _3x: +4X-2)
Tomod, = | esrai?de
Q=X"-3X"+4X-2

entonces (X — 1) esdivisor de Q.
Efectuando ladivision por lareglade Ruffini,

1 -3 4 )
1 1 — 2
1 -2 1 1o

e cociente es

Yy Susraices son

Luego

P=y (X-1)(X-1-i)(X-1+i)

12.12. RELACIONES ENTRE RAICES Y COEFICIENTES

407

SaP= _Z_Oa,X' (1) un polinomio de gradon en C[ X 1. Su descomposicioén facto-
=

rial es, en consecuencia

P=a, TT (X-a,)

E| Fi
Y sustituyendo en (1) Es decir
P=a, (X-a,)(X-a,)...(X-a,)
donde aj con/ = 1, 2, . . ., nson todas sus raices complegjas, smples o maltiples.

Efectuando el producto de los polinomios ménicos irreducibles, se tiene



P=a i1x"-(a +off +...+a)x""* +

+(aa +ao0j+...+a_.ia)X"~"-

-(a, & a +a,0,a +...+a-2°"n-1'n)X""°
+(-1)"«ia, seew»] )

De(!)y (2) resulta

- a (@ +0j, +...+t«)=«, t
—fl, (0. uiCj +fki§j § ...+«,%a,-j«n*~
(-1" i, a o0j ...a =4
Entonces
a +a -+-...ta =
a, os +a, a, + + a, a, -
<h
+ +a,_,«,_1«n=
" «O
a, _i =1
O sa
2i0ii- "
3 ‘n-2
2. Q=
D &l a, a** -
1 _( 1)" ((0
& = «T
Expresando

P=a, X"+a,_, X"-" +...+*1 X +3a,

las relaciones anteriores se traducen en

FORMULA X TAYI.OR 400

i ) La suma de las raices es igual al segundo coeficiente cambiado de signo,
dividido por el coeficiente principal.

ii ) La suma de los productos binarios de las raices es igual al tercer coeficiente
dividido por el coeficiente principal.

Las mismas reglas valen para las sumas de productos ternarios, cuaternarios,
etcétera, consignos— o+, alternativamente.

El producto de las n raices es igua a término independiente dividido por el

coeficiente principal, con signo + 0 —, segln que n sea par 0 impar, respectivamente.

Ejemplo j2-18.
Determinar e polinomio monteo degrado 3 cuya» raices son
aj-1 , a-—1 , a-2
Hay que obtener a, . «i y a, tales que
P = X° +a X° +aX+a,

Como
a +a,i-a=2=——__— =_3a,
3
ii
a a *¥a a, +aj.,a=—1=——=
‘i
_ "o
«i 0j, a =-2= =-a,
"3
Setiene
=-2 a =—1 s a, =
Luego

12.13. FORMULA DE TAYLOR Y
METODO DE HORNER

S:a P = 2 aj X'"en K |Xj un polinomio de grado positivo.
i=0
Pensando P como una. funcidon de K en K respecto de la especializacion de X, si
efectuamos una traslacion definida por a e K, al referir a P respecto del nuevo origen,
laindeterminada Y estavinculadacon X mediante X =Y +a
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< X >
Entonces
1 I i *
0 ¢>0=P(a)
<Y > 1
bx 1 P'(a)
OsaY =X—a b 1
Entonces se tiene 9. »
P= | biiX-aY 1 nfn) /0

donde P queda expresado en potencias de X -a =Y. y cuyos coeficientes bj seran

ceterminados a continuaci on. Y sustituyendo en (1) resultalaférmulade Taylor

12.13.1. Férmula de Taylor P=Pa)+ | -i—"iX-a)'
i

n
A partir del polinomio P = 2 bj (X-a)' (i) degradon >u. determinamos lasn

Si convenimos en llamar a P (a), la derivada de orden o de P en a, podemos escribir

i=0
derivadas sucesivas: P(a)= 1i0i2)
il Y laférmulaanterior se expresaasi
P<’(a)
N 1)(X -a)'- p= 2 (x-a¥
P = ¢ /(-1 -2)(X -a)" 12.13.2. Método de Homer
Za
: Para obtener los coeficientes ¢j de la formula (1) efectuamos lasn + 1 divisiones
sucesivas siguientes, hasta obtener un cociente nulo
P<= £ [(i-1)0-2) ... [/-(n-2)] (X -a<
X-a
> = -G -2 ... [i-(n-D]X-a)™ b, Qn-l X-a
Q»-i X-a
Especializando X por aen Py en las « derivadas, se tiene fe, on3
P k) =h,
- P (a)=1.6) = 1! fe, (0% X-a
Pr@=2.1.fe=2b, £n2 Qi
P"(@=3.2. 1 .fe,=3! b,

P<">(@) = ni b, ) .
dondegQj =/, Vi=0,1,. ..,n -1



Por & algoritmo deladivision setiene

P =6,+(X-fl1)Q,,.i=*0o+(X-«)[fti +(X-«)Q,..]=
= ><+£>, (X a) + (X~a) Q,., =
= b#b (X -a) +b (X-a? +(X-af Q,., =
= ... = btbi(X-a) + b, (X -a + ... + b (X -

cuyos coeficientes son i0s sucesivos restos que resultan de las divisiones «sucesiva»
indicadas.
Ejemplo 12-19.

Expresar ei oolinomio P = X* — 3 X* + 2 X + 1 en potencias de X + | utilizando
los métodos anieriores,
i ) Férmulade Taylor. Obtenemos los polinomios derivados

P =3X' -6X+2
P'=6X -6
P" =6

Especiaizamos X por —1

P(~1)=-i-3-2+1=-5
P'(-1)=3 +6+2= 11

P" (- 1)= -6 -6= - 12
P(-1)=6

Luego

3 x> i)
i-s " S"'"ix-n=

- 54 11 (X4 1) - 4F(X+1)" +4" (X+D° =

~-5+411 (X+1)~6(X+1)"+(X + 1)°

ii ) Método de Horner. Efectuamos las divisionesindicadas en 12.13.2. mediante
la regla de Ruffini

METODO DE HORNER

1 -3
-1 1 -1 4 -6
* 1 -4 6 | T-5
—J 1 -1 5
1 -5 1
.1 -1
t 1
y los coeficientesson b, = ® b\ =11 ,¢. =-0y i)j =

Se tiene
p._ 5+ n(X+ 1)—6(X +i)” + (X + 1)

413
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:2-2". Determinar 2. by * en R de modo que
i)9X -loX+4=a(X-12)<X-24 X (X-2) +rX<X-11
i)y X+2=a(X- + X+ 1) +MBX +c)(X-1
-'2-2/. Dadosen Z, [ X Jlos polinomios
P=~X"+X'+4X +3
Q=3X"+5X+7
Determinar
i )2P-Q
i >PQ
u)P +Q
iv)el gradode XP+TQ
12-22, Obtener el nimero de polinomios en Z [X] de grado menor que 4 con
coeficientesa, tdlesque ja, - 1 | <3

12-23. Determinar si existen polinomios A e R [ X] de grado positivo, tales que
A —A=0.

12-24. Obtener el cociente y el resto deladivision de A por B, pertenecientesaQ [ X1,
en los siguientes casos.

i)A=-X B=— X -1
i), =X*"-X"+2 B=-X"+2X-1
G)A=2X"-1 B=X"-X

i2-25. Dados A =X*4-2mX +w y B=X'"+mX -1 en R[X]j, determinar m
paraque A sadivisiblepor B.

12-26. Mediante la regla de Ruffini, determinar el cociente y el resto deladivision de'

A por B en, cada uno de | os siguientes casos
i)A=-aX*+a X -1 B=X-a
U)A =3 X" +X* +4X+1 B=X+2 enZzZ, [X]

A =i X ~2X" +i B=X+i enC[X]

iv)yA=3X"*-6X4-1 B=3X-9

i2-27. Determinar € m.c.d. de los pares de polinomios que se indican
i JASXS X -X7 +x-2 vy B=X‘+X’-3X"-X+2
ii)A=X*-16 y B=X'+4
iii)A=X"—1 y B=X"—1

iv) A=X"42X*—X—2 y B=X"+2X*-3

i2-28. Sean Py Qen K [X] y aeK. Demostrar queP . Q (a) - P(a). Q esmultiplo de
X —a

12-29. Redizar la descomposicion factorial deP=X* -4 X* -4 X - 16en Q [X],
R[X]yC[X).

12-30. Verificar que P = X* — 5 X* +6 carece de'raices racionales.
12-31. Obtener todaslasraicesdeP=X*— 10X + 1

12-32. El polinomio P = X* 4-2 X* - 4 X - 8 admite una raiz doble. Obtener la
descomposicion factorial enQ [ X].

12-33. Expresar en la forma X* + ¢ aj X' el polinomio P= Tt IX —a,) tal que
i=3 i=1
cti eRpara/= 1, 2, 3,4

12-34. Determinar el polinomio moénico de grado 4, cuyasraicesson—2,— 1, 1y 2.
12-35. Investigar si lossiguientes polinomiosson irreduciblesen Q [XJy en R[ X

i JA=X*® -3

il)B=5X* +4

iiijc =X*-1
12-36. Demostrar que P = ¢ aj X' es irreducible en R[X] s y solo s

2

i=0
A=a —4a, a <0.

i2-37. Proponer un polinomio irreducible en Q [ X dd tipoaX® +b X + ¢, tal que
b* -4ac>0.

12-38. Determinar en Z,_[ X] un polinomio Pde grado. 2, tal que
PM=3 , P3)=0 y P(2)=T.

i2-39. S;a BM"O en K[X]. En IX] se define la relacién de congruencia moédulo B
mediante
A~ A’ BjA-A"
Demostrar que tal relacion es de equivalencia y determinar las clases de
equivalencia.



i2-10. Demostrar que la congruencia médulo B ~ 0 en K [X] es compatible con la
sumay el producto.
1241. Scen Ay B enK.[ X].Demostrar que
I={SA + TB/S y Te KfX] }
esunidea deK.[X].
12-42. Demostrar que la interseccion de toda familiade ideales de K[ X] esun ideal.
12-43. Demostrar que el ideal generado por A, y A en K [ X] esigual alainterseccion
de todos|os idedles que contienen aA, y A ,.
12-44. Determinar todas las raices de las siguientes ecuaciones
i )X+ 16=0
i)yX'+X*+X+1=o0
iii)i X° + 1=0
12-45. DadoP=8m X' + 7im - 1) X + 1 con m * O, determinar m en los siguientes
casos

i ) Lesraices son opuestas.
ii) Les raices son reciprocas.
iii) Lesraicesson redleseiguaes. C -
12-46. Resolver las siguientes ecuaciones
i )X +2X* +3X +2=0 siendo a, +a,-aj,=0
ii)2X-X*-5X-2=0 siendo a a +1=0
12-47. Resolver las siguientes ecuaciones
i)abX-bX(@+b+X)=aXia+b+X)+abia+b+ X)
U)X*+2X"+1=0
12-48. Dada laecuacion X* - 7 X + m = 0. determinar m paraquea, - 2 aj, = 0.
12-19 Determinar ir, soma 4e los cutarados de las raices de la ecuacion

X‘—JXJ+4'X* ..... - X+ ™ -o

/2-50. Dado P = X' -3 X* + 2 X en R [Xj, determinar el polinomio cuyas raices
exceden en 3 a tas anteriores.
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TRABAJO PRACTICO |

1-17. « Mis maestros hacen que todas las lecciones seen aburadas y no aceptan les

Company, Inc., New York,yo-s.

r-gc C: El Concepto de Numero. The Pan American Union, Washington, D.C., 1968.

X ,cker H. G.: Introduccién a ja Teoria Matemética de las Probabilidades yak Esta-
distica. Editorial VicensVives, Barcelona, 1966.

respuestas que no uguran en ios Uuros.

« Aceptan las respuestas que no figuran en los libros o imponen un cumulo de
normas estlpidas.

* Si mis maestros hacen que todas las lecciones seen aburridas y no aceptan les
respuestas que no figuran en los libros, entonces imponen un cimulo de
normas estupidas.

1-18. Laproposicion compuestaeslaconjuncidn de8 proposicionessimples:
Pi * Pi & ee- " Ps

donde p i : "la chatura de ciertas disciplinas escolares se trasmite a |os maestros’,

etcétera.

1-19. Adoptando la combinacién de vaores de verdad que figura en e texto, los
renglones para las tablas propuestas son:
i )JWVFVVVVVV D AATA'AY

1-20. « Mis maestros hacen que agunas lecciones no seen aburridas.
« Aceptan las respuestas que no figuran en los libros.
* No imponen un camulo de normas estlpidas.

1-21. i )~p A i/. Su negacion equivde ap v ~q, Yy la retraducciéon es "esjusta»
no mantiene' el orden".

ii)p A g~p v ~q; "los alumnos no conocen a los simuladores o no los

desprecian”.
iii)yp=*i;p A ~qg\- "los alumnos conocen a los simuladores y no los
desprecian”.
1-22.i )si. U)si. iii)no. iv)si.
1230 )p A g ii)~p A (9 V -q.
1-24. F.
1-25. i )si;V. ii)si;F iii) si: V. iv) no.

1-26.i )V. ii)V. iii)F.



1-27. i )VX :-P(X) A Q(x) ii)3x/P(x) A ~qQ¢(.). 1iii)3xV>>:xy=¢0

1-28. Utilizar k ley del silogismo hipotético.
/-2°.i ) V x eR :x* >2; 3xeR/x*<2; existe algin numero rea cuyo cuadrado es
meno o igual que 2.
ii)3xezZ/x’ +1=(x+1)*;VxeZ:x* + 1 #(x+ |)*; todo nUmero entero
estal me su cubo aumentado en uno, esdistinto del cubo del siguiente.
i) Vx : *(x) = Q (x) ; 3x/Piv) A -Q(¢c), existen personas que estudian y
no tritnfan.
i*SO. Utilizand) leyes logicas, se liega 3 ja proposicion equivalente -p v ~(q cuyo
circuitoe>

1-31.i )[(p A @ v (~p A ~q) v a A p
ii) Utilizando unaley de De Morgan y el hecho de que ladisyuncién entre una
proposicién y su negacién es una tautologia, se llega ap A @, cuyo circuito
es

1-32. Vx eZ : xesimpar => x* esimpar.
Contrarre:iproco: s € cuadrado de un entero es par, entonces dicho entero es
par-
Contrario Si un entero es par. entonces su cuadrado es par
Reciprocc Si el cuadrado de un entero fts impar entonces d'cho entero as
impar. Paademostrare!l teoremacontrarreciproco, considerarx = X' —Xx ix —1).

1-33. Suponer gie aes par o que b espar; sellegaa queab espar.

1-34. De las dof primeras resulta p v r, considerando esta y la tercera proposicion,
por ser ambas verdaderas, resulta laverdad dep.

1-35. De laverdid de las dos primeras se infiere laverdad der, y por taley del modus
ponens, resultalaverdad de s.

1-36. La forma simbdlica del razonamiento es

~/> ~»r A s
~r A s
P

Lavalidez sejustificateniendo en cuentalaequivalenciaentreunaimplicaciony
ladisyuncion entrelanegaci 6n del antecedente, y el consecuente.
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2-34. S ={(1,1,1) , (1,1,0), (1,0,2) , (0,1,1). (1,0,0), (U.i.u), (4,0i), (0,0,0)
J-J5.5,={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
S, =Si
S.=((1,1,2), (0,0,0)}
2-36 S\ ={(0.1,0), (1,0,0), (0,01), (0,0,0)}
S,-S.={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
Si ns, = {(1,1,1)}
C§ us,)ns, =s,
2-37. A=<"-3,-2.-10,1,2,3 y B=f-2,-1,0.1,2}

AnB=B,AUB=A,A-B=i~3,3},B-A=<£AAB =A-B
2-38. A=——1 yB=|*—" , -]j sondosintervalos cerrados reales.
AnB =B;AUB=A,B°=R-B=(-~,- -y) U £] ,«)

23 A={-1,1}yB=[-1,1].
AOB =A,(AUB)® =B° =R-B = (x eR/br| > i) = (-«,-1)U(l,»)
2-40. AUB =(-6,-3,-2,- 10, 1,2, 3, 6}
AOB ={-3,-2,-1, 1,23} ,A-B={0},B-A={-6,6},

AAB={-6, 0,6}
2-41. <i.{(0 /0)},{0-,0)} A

2-/12. A’ ={ia,a) , (a,b), (6,a), (6,6)} , loselementosdeP (A *) son: <p, {(a,a)}
{(@6)} . {(*<)} .{(6.6)} .{(aa),(ab)}.{(aq), (6.2)}, '
{(«.<) ,(6,6)} , {(«,6), (6.8)} , {(a6) .(6.6)} , {(6,3) .(6.6)} ,

2-43.

2-44.
2-45.

2-46.

2-47.

2-48.
2-49.

2-51.

2-52.

2-54.

2-55.

2-56.
2-57.

{(a,a),(86), (6.8} ,{(@a) . (a6),(6,6)},{(c,6), (6.« , (6,6)},
{(a.a).(6,a),(6,6)} A\

i) xeAnB =*.reA A xeB =exeA.Luego,AOBCA.
Usar el mismo procedimiento parademostrar ACAUB.

Considerar xeA, utilizar la hipétesisy la definicion de interseccion.
Sea xeAUB =>xeA v xeB=»xeC V xeC -»x eC.

En el texto est4 demostrado: <j>C A, y como por hipétesisA C 0, resultaA = <p,
por definicién de igualdad.

Considerar A — (A O B) . tener en cuentaque la diferencia entre dos conjuntos es
igual a la interseccion del primero con el complementario del segundo, utilizar
una ley de De Morgan y la distributividad de la interseccion respecto de la union,
para obtener A —B. ElI mismo procedimiento se sgue para probar (A U B) ~
—B=A—8B.

Se aplica el mismo método que en el gercicio anterior.

\AnB)-C=(AnB)nc =A0Bncnc* =(Anc’)n (Bnc) =
= (A-C)n(B-C).

. (A-B)-C=(AriB)rtC:'=An(B*0C)=An (BUC) =A-(BUC).

A-B-C)=An(Bnc) =A0(B°UC)=(AOB) U (A nC) =

= (A~B)U(AOC).

Expresando en térrninos de intersecciones ambos miembros de la inclusién, hay
que demostrar

AnB: nC cAn(B uc)
SeaxeAOB°nC* =*xeA A xeB‘=*xeA A xeB°UC =*xeAniB°UC)

.AU(B-C)=AUIBNnC)=(AUB)O(AUC)=

= (AUB)Nn(CnA°)'=(AUB)-(C-A}r
(AOB)U(AO B)=An(BUB')=AnU = A

Como(A-BYUB=(AnB)UB=(AUB)n(B°UB)=(AUB)nU =
= A UB, hay que probar BCA *> A UB = A, lo que esta redizado en €l
texto.

Esta demostrado en el gercicio anterior.

AAB"i 0 (A-B)U(B-A)=% 0A~B=0 A B~A =0«»
#ACB A BCA#A=B

'2-58. A*<b A Bi«i-»3xeA A 3yeB & 3(xy)eAXB AXB <j>

Luego AXB=0-*>A=0 v B=#.
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2-59. i )(x,y)eAX C ==xeA A yeC =*xeB A yeD=> (x,y)eB X D
ii)SenxeA A yeC =>(Xy)EAXC =" (Xxy)eBX D = 2-73. i )AeA OB => Ae/l A Ae5=*A°£/4 A A°ef = A° e; N«
=»>xe B A veD.
2-60. (xy)e(AOB)X C =>x eA A xeB A eC => (xeA A ycC) A,
A (x63 A >-eC) =>(x,v)eAXC A (xy)eBX C => el
«* (i,y)E(AXC)n(BXC).

ii)Aje.4n5 => AjeA A Ajefi U AjaA A UA, -e5=>

A
261 (xy)e(A-B) X C *»jteA A x¢B A reC *>(xeA A yeC) A iii) OeA A Oei=»"eltna

A Xi3 vV viC) « (Xx,y)eAXC A (XF)¢BXC <«
0 (jc,jOe(AX C)'-(BX C).

262.1 ) xeAuC =»veA v xeC = xeB v .tiDexeB'JD
i i) Seguir ei mismo procedimiento.

2-63.i )re.' «<*xeB A xeC =>xeBnC
ii)xeA ZexeBnc =>xeB A xeC
2-64. Se dgue & esquemadel gercicio anterior.

2-65. xeA «xeA A XIB *>xeC A x¢B *>xeC-B.
2-66. i ) xeI* oxelr A XeU «wxeU nU X e<p
U)U = (U) = <t>*
i) AOA°=A—A=0
iVVAUA=(A°nA) =< =U
2-67.xe B *»X (A »XxeA-
268. i )A-(A-B)=AO(ADB*)" =Afl(A°UB)=
=(AnA)u(AnB)=4>u(AnB)=Ans.
ii)AUB™A)-AU(BHA)=(AUB)O{AUA*)=(AUB)nU=AUB.
2-69. i)xeA° =*xiA=>xeB
ii)Sesbeque AUBCU. Ademas
xeU=>xeA v xeA° =>xeA v xeB =»xeA uB.

2-70, i )xe AGsB =»reA a xeB =mxeR A xeB =»*
Luego AnBC# ycomo <i>CAOS8, resultaAnB-06
i) xXeA *»jr#B »* e B*.
2.77.c(AuBuC)=c(A)+c(BUC)-c[An@BuUuQ)]=
=c(A)-c(B) +c(C)-c(BnC)-c[(AOB)UjJANnQC)] =
= c(A)-f(B)tc(C)-c(BnC)-c(AnB)-f(AnC) + c(AnBnC].

2-72. a)4>eA=><peA’\JeA

b) A, e, *> AjeA ~> UAfel/t «* fU Al."ed4 => n A, e/l.
tal \ied J el
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" /__’____—----—.________AXB
5
NI \
3 (\\;\ l
N B
1 | \Hf(_» .
Lt
1 2 3 4 5

iii) R* ={(3,1), (4,1), (3,2)}

32U i ) R={(1.1),(24),(416)} S={(4,2),(16,8), (6.3)}
;i) 503?2=((2,2),(4,8)}
ui) D, = (1,2,4; IR ={1,4, 16}

D.=1{4,6, 16} Is={2,3,8}

D.., ={2,4} i... ={2, a}
3-21.

i) i)

3-22. R esreflexiva, simétricay transitiva

3-23. a) Reflexividad.

xy) eR
bl Simetria.

XY)~ (X>") -» v =>

= v =y =>(Xy)— (X>>)

c) Transitividad.

(xy) ~(x’

NVY)YOA (XL V)~(XTLPY) s>y~ A

= (Y)Y
d) K<,..) ={xy) ! y=¢} e)I=R

f) A~ ={n0.,, I/ jeR})

J24. 1) R={(1,2),(2,1),(1,8), (81),(24),(42)}

visy = (xLV0) - (xM)

=y

=> y:y" =2

iii) R esareflexiva, simétrica, atransitivay no antisimétrica.

3-25. @) Reflexividad.

(ab) eN:

=a+b=b"4a = (@aA)~@



b) Simetria.

(a,b)~ki',b') =*a + b =b+a’ =*a'+b=b' +a => (a',b') ~ (a,b) 330. i ) Simetria

©) Transitividad.. (ab)eR => (ab)eR A (£,¢)elc =>(ba)eR
(a,b)~ki',b") A (a\b')l~(a" ,b") =>a+b=b+a A a+b" = Transitividad.
= ¢+ =+ Db +& + b = bxath + a'=m + b"=b 4-a"=» (@J)eR A (6,c) &2 => (cl/) eli = (ac) eU
=*(afc)-(a . . ii) SiUesdeequivalencia, entonces esreflexivay circular, pues
d) Clasesdsequivalencia (a,¢>)eR A (6,c)eR =* (ac) eR => (c,a)eR
K., -{(*I)IN" [ *4-63]> +a} 3-31. i ) Resde equivalencia. Se prueba siguiendo |os esquemas anteriores,
e) Conjunt) de indices. [ = 1)U jU .«+1j> cor. «<eN i) (Xy) €0 <* X - X —y -y **ex -y =r -y &
Ver9. Ki o (X-i-y) [X-y» - (xy) — 0 0 (x-y) (x+y-1) = 0 «
~ \Vj rv--i
326, R = {{aji), ,icc) |, (dd), [bo), (c.6)} y Xyl
3-27. HR = {(1,1), (2,2), (3,3) , (4,4). (1,2). (2,1)} AR
b) Reflexividad.
XxXeA =>x=x =*(xXx)eR 1] _
c) Simetria. =y
xy) eR =>x -y v x +y =3 y =X VvV y+x =3 =*yjc)eR \ N

d) Transitividad. y

<x.y)eR A (y,2)e/? =>(x=y Vv Xx-i-y-3) A (y=r v 2 +vV
=3)=*x=2 Vv x 4-2 =3 => (x,2) eR

€) Laparticion de A es =1 {1.)»3 »8j / R
3-2S. R es de equivaencia
\I +v=1

J29. i)xeR=>Sx-1]|=1Ix i o=* X ~X
U) x =y = |x-1i=ly-1! =xjy-H=[t-1j =>y-x
i) x —y A y~2 ->x~2

iv) A R pertenecen los pares(x,y) queverifican iii) Ko ={xeR / x~a)

W-1=\y-11 =»x-1=%(y-1) =*x-1=y -1 v x- | X~a =X —x=a’- x=a V x=i-a
=-y+l =>x=y v x4y=2 O seaK, ={a\-a}
ri A
f R v i= T
D 9

JJ2. i ) x eA = (X,X)eA => (x,.*)eR US
i) xeA * (xx)eR A (x,x)eS (xj)eR nS

333. br] 4-2( =1 =*txx2y=Il=»x+2y=l v x-2y=1 v

R vV -Xx+2y=1 v —x—2y=1 =>
” * + | v C- 10y 'o- I ' + Z - I v - I + ‘] L s I
1 4 Vi -1 ‘A - -'A

X 4-y =2

con|x|<1 A lyl<-y



430 RESPUESTAS A LUS TRABAJOS PRACTICOS

. i 11
*~ry.to

3-34. (ab) eR <J R" =*igb)eR v (a,6)e/r' -»(¢>,a)e/r' v (ba)eR <o+
=> (7>.a)e«"" U/J =*(6.fl}elc.U¢r'.

_?XB. i )i? esareflexiva, a-simétrica, transitivay antisimétrica,
ii }ixy)eR «j-veR* x—y>0

N

R

\

)

<

3360 )(x,>)e« "X =y sz'yz =0 «» (x +.>>)(*-y) =0 <
x+y=0 V x-.y=0 con bc|«l A |2KI

A
R=AUB

1

wY

il ) R esde equivalencia, pues:
a XeA @ x®=X* =>X~X
b) Xx~v = x* =y ==y =x*=* —Xx
) X—y A y~2==>x=y A Yy =7 =»X =2 =>X—2

iii) K,, = (xeA/x* =a} ={~a,a}
4 ={K,/«e[0,I]}

557. i1 )(a,6)ell-* «e (Z>,a)e-» (ab)eR =* (Me/?""*
ii)@>)elT* A (&,c)e/T' =*(6,a)eli A (c,e>)eli «* (c,¢>)ef
=> (b,c)eR"
3-38. (@ab)eR n«' «A (¢,c)dinli' «*
=*-(a,£)eli A (2>,c)eli A (abeR A (¢,0)elT =>
=» (ac)eR A (s,c)e«'=» (a.c)eln/i'
3-39. (@b)eRnil" A (6.8 eRCIR =j-
=>(a,b)eR A (b@eR A (ab)eR A (6,a)e/T =>a=Db
3-40.i ) aeX aeA =>a~a =>aeX*
ii)ae(XUY)* -»a~* ,V])eXUyY =>
(a~6, V6 ex) v (a~6, V6eY) ¢
«aeX* v aeY* ** aeX* UY*
5-4/. i ) /i esreflexiva, simétrica, no transitivay no antisimétrica,
i1) R esareflexiva, simétrica, atransitivay no antisimétrica.



3-42.

Rgq |. | Rf, R$| R |«i0|RH |R |RI3|«14 «16
no|no|(no|no|n|nofn|si|no|f nojfno| no| si| si | no| si

si |si | no|no|si|no|no|si|si|no|no|l si|no|l nol| si| si

si | si | st |si |si|si|si|si|no| si|si|no|si|si|nol|l si

> | wn|lxo

si | si|si|si|,si|sf|si|si|no| si|si|n| si| si| no|lno

V41 R es no reflexiva, simétrica, no transitivay no antisimétrica.
344. R ={(1,1) ,(1,2) ,(1,3) ,(1,4), (1,5) ,(2,2) ,(2,3) ,f2,4) ,(2,5) ,(3J) .(3.4),
(3,5), (4,4), (4,5), (5.5)}

Elementosminimales; 1
Elementos maximales: 5

3-45. R ={(1,1),(1,2) , (1,3) , (1,4),(1,5) , (2,2) , (2,4), (3,3),(4,4), (5,5)}
Elemento minimal: 1
Elementos maximales: 4, 5y 6
5-46. Cotainferior: 1.  Cota superior: 6.
3*47.1 ) A notiene primer elemento, pero el Gltimo es 1.
i i) No estabien ordenado pues el mismo A carece de primer elemento.
iii) Cotas inferiores son todos los redes no positivos. Cotas superiores son los
redlesmayoresoiguadesque 1 -

iv)El infimo o extremo inferior es 0 4 A. El supremo o extremo superior es
le A.

TRABAJO PRACTICO

4-25A ) /= i(1.0), (2,3), (3,8) >

R il b J

- —— -t

iii) /esinyectiva, no sobreyectiva ni biyectiva.

4260 )

ii) /esno inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva.

v



427, )

0)
o« ___
f 1
1 i
28 -1 0 | 2 3 x
| R
1 -
*_
ii ) /no esinyectiva, es sobreyectivay no biyectiva. . . . . .
no inyectiva, sobreyectiva, no biyectiva.
4-28.i)
iii)
rS .R
Q
2-
LA :
3.2 -1 0 1 5 3 R -2 ~1 o .
. 1 2z
ii ) noesinyectiva, ni sobreyectiva, ni biyectiva. [ —1
4-29. ) *
—2
IFR
7 /esinyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva.
1 4-30. Representando /por una tabla

R
~1 / wy | @) | @y | @y | @2 | @3
/ fia,b) 2 1 0 5 4 .3

biyectiva. Puede hacerse un gréfico en tres dimensiones. / es inyectiva, no sobreyectiva, ra
biyectiva.




4-31.

X {'} 0 {1,2} | {*.3} [{23} A

1(X) B | {234} [{1,34} [{1,24} |{3.} | {2,4} | {..3}

fesinyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva.

4-32. Se presentan infinitas posibilidades.

433 f\)-h 4 .0. i6> /(Bi=-h .4 . Ic-
[+(An8)={4J [I.AUB)*{; ,4,9. 16}
Resulta/ (AUB)=/(A)U/(B) y /(AnB)C/(A)n/(B)

4-F/. Verificar tomando A ={(1,2), (2,2),(3,3)} y B={(1.2)}

-/-%.1 )Considerar X =i1,2.3},Y=1ii,2,3,4},/: X-*Y definida por
fix)=x y A={1,2}CX.

ii) Tomar, por ejemplo, X ={1,2,3) ,Y={1,2),/: X-»Y ta que
1(1)=1,/(2)=2,/(3)=2,y A={1,2}
iii) Proponer una situacion del tipo anterior.
4-36f [-1,1)=0 /"' ("""'Ti -~ [0,3] =[-V2.V2]
/-"10,3)=[- y/2, yI2) [1,10]=[-3.3]

4-37. 1 ) xeA =*e¢/<*)el/(A) =>jeel/" [I|Aj]
Os=a AC/"'[/(A)] (1)

Suponemos cue existe y e/ " * [ / (A)] A y ¢ A pero como existe
x eAif(x) =/(y), resulta/no inyectiva, lo que es absurdo. Luego

/"' [I(A)]CA @
Deil)y (2) resultalaigualdad.
A={x*.;'"x,y; CI"* [IMI]
i) W:Z--»Z/(yol)(*)=-ent (4~ +1).
a)f'g- Q~*Q/(/=£) (X) = —-2--- + 1
iii)(W)(-2)=3 y, il«i)(--y) = -]j

4-J9. Como por hipotesis: VzeC,3xeA/(g°/) (x)=#[/(pe)] =z =*
=>VzeC, y=f(x)eB!g(y)~z resulta#sobreyectiva.

4-40. g°/es biyectiva =>/esinyectiva A £ es sobreyectiva.

4-4.

h °gesbiyectiva => g esinyectiva A /J es sobreyectiva

Luego, g es biyectiva y en consecuencia g~ es biyectiva. Entonces
g~ o(gc)) =: (g »g)o/=i,0/=1/ es biyectivay (h °g) «g* =/j o/ =//
es biyectiva.

Comohog°f'=(jlog)°f"=h° (g°/) essobreyectivaresultan h°g y la. so-
breyectivas por 4-39. Andlogamente

f°hog sobreyectiva => /> h y f sobreyectivas.

4-42.

4-43.

g°f°h inyectiva =>li y f° h inyectivas.
Resulta biyectivay ft biyectiva.
Lue20 ( fj1)° h ' ~ " es bivcctiva
Como h~g y h~' sonsobreyectivas.es h~' - (h°g) = g sobreyectiva. Por
otraparte,comoj M /' A i y [f* ft)~' soninyectivas, su composicion gtam-
bién lo es
Luego gestambién biyectiva.
a xeA =>f(x) efid) =>xef " [ f(A)]

Osea AC/"'[I(A)]
byyel/[/(B)j =»3xel"" B)y=/(xielll B)] =>

>y =/(xjeB.
e) /(X)-1(A) =/(X)n[/(A)]" C/I(X)n/  )C/(X nA)=/(X-A)
d) (Y-B)=/-* (YnB)=/"" (Y)O/"" (B) =

=xn[/-'"B) =X-/->(B)
e)/(An/-»(B))C/(A)n/[/-"(B)]C/(A)nB porb)

Ademés

yel/(A)"B =>ye/(A) A yeB=>

=* 3xeAly=/(x)eA A /(x)eB=>

=»xeA A xef" (B) =*xeAn/-' (B)=>

=*/(x)el/(An/-" (B))
i )SaxeAnB =»xeA A xeB. Luego

X, 00\ \ X M-1 a x.():=1 . osa

inafisimiriti’ 17 .indi?) el caso x ¢ A B

U > Paraiafuncion caracteristica de la unién s procede en forma similar.

4-44. (I-> d) (a) =f[d (a)} =f(aa)~ (a.a) = d (a)

4-45,

4-46.

Luego }'3d=d
i) I(x+y) =(x+y,-x-y)=(x,-x) + (y,-y)=/(.x)4-1(y)
ii ) f(kx) = (fot,.- toe) = k (x, -x) = kf(x)

i ywe A/"" (-«»,x4-2"")=* w e/"" (-<»,x + 2-"), VK =


http://sonsobreyectivas.es

= V« i /(u>) e(-», +2~") = V« :f(w) <x + 2" (1)
Resulta f(w)<x ya que s fuera f{w) >x =*

=>/(TVv)~x>0 => 3«, eN//(w)-x>2~""<> =*

e N Mo [[(w) >x + 2~"° | contradictorio con(l).

Entonces /(w) e(— °°,x] =» we/"" (- X]

ii)wef' (—°° x] =*/(w)<x ycomo V«eN:0<2"", setiene
f(w)<x + 2~", Va  Luego

f(w)e(-«,x+2~") =>we/""" (-<*> x +2""), V« =>

=*wef (—«,* +2"")
n=|
*M7. @ [2+0=12 >*P(S2)+P(*) = P(I2) =*P(<&) =0

b) AUB=A+A°B = P(AUB)=P(A)+P(A°B) (1)
B=AB+A°B = P(AB) +P(A°B) =P (B) (2)
Sumando (1) y (2)
P (A uB)+P(AB) + EAAH5 = P (A) +JB4*Si+ P (B) = P (AU B) =
=P(A) + P(B) - P(AB)

c) A+A =£2=*P(A)+P(A°)=P(i2) = P(A°)=1-P(A)
4-48. a) VxeR: X" (-<». x)e,4 =F X"* (-«,X + 2~")eA -

:* H xlll (_00 X+2|l||):xlll (‘OO,X]eA s por4_46
It=1

b) VxeR : X"' (-°° x]e<d => X~ (-« ,x-2""]e.d =*
=sn X" (-«, x-2""] = X"' (-«, x)e¢, pord-24.

449, X"' (~°°x]eA o X"' (-« x)evd (por 4-48) <p»
<s>[X* (-~ x)f eli (por 2-72) <> X"*' (-°° x)" eA por4.92 c)

*>X,l [X7oc)%
4-50. X" (-<=°x]eA (X" =X eA X* (>, xf eA o
0 X' (X*)eA

1) =>ii)Lacondicioni ) equivale alainyectividad de /, por 4-37. Entonces
fX)e/(A n B) <» x e/"" [/(AnB)] <*s xeA n B -
*»xeA A xeB "M/ (x)el(A) A, /(X)el(B) «>/(x)eA nB.
fi)i* iii) /(A)n/(B)=/(AnB)=/(0)=0
iii)=>1iv) (A-B)OB=0 =>/(A-B)n/(B)=0 (1)
(A-BYUB=A =»/(A-B)U/(B)=/(A) (2
De (1)y (2), por 2-65,resulta/ (A -B)=/(A-B)=/(A)-/(B)
iv) =% i ) Suponemos f~[/(A)] 5¢A =>3x?A A /(x)el(A)
SaM =AU(x) ®=ACM =»
>/(M-A)=/(M)-T(A) »/e({*})=* =*

TRABAJO PRACTICO V

5-27. i ) Conmutatividad.
a*6=2(@+0)—2(b+«—u*u
i1)* noesasociativa, pues
(3* 2)* (-2) =10* (-2) =16
3* [2* (-2)]= 3*0 =38
iii) No existe neutro eyaque
a*e-a =**2(@at+e=a=s2a42e=a =re=

é
iv) Los elementos de Z no admiten inverso porque no existe neutro:

v ) Regularidad.
a*b=a*c=*2iarb)=2(at+tc)=>a + b=atc=>b = ¢
O s=g, todos los enteros son regulares respecto de *.
5-22. Est& demostrado en 5.3.5.

5-23. Siendo /, ={(1,1), (2,2), (3,3)} ./, ={(1,1), (2,3), (3.2)} ,
f.={(12), (2D, @33, L=1{(12),(23), 1},
1.={(1,3),(2,1), (3,2)}, /.={(1,3),(2,2), (3,1)}, resulta

ol k h h u h
x & h = uUu h n
ilh « h h h f
f,lh s &~ u n u
uu f h h x h
ulfs s h &~ u h
hih h s h h «

5-24.a*a —a *a=e = a esinversode a8 =>a=(a')'

525 (b *a)* (@a* 6)=b *@*a*b=b*e*b=b*b=e=(a* b)*® *
= (a*b)*(b *«) => (a*b) = b *a



*26. * es conmutativa, asociativa, con neutro e= — 4, con inverso a' = — a- 8 para i o dimi indlicad 26. El _ i d
todo a e Z. Ademas, todos los elementos son regulares. Seguir el procedimiento 5-55. Seguir @ procedimiento 'n1'C 0 en 5-26. El neutro ese= -- y @ inverso de

del gjemplo 5-6. todo elementoa, esa’ —%a

5-5(5. Demostramos la asociatividad

tH(S)] W =/(*)(SA)(*) =/(x) [9()h ()] =[f)g()I fi (x) =
= (fg) (*) h () = \(fg)l.] () «> f(g h) = (fg) h.
537.i )a*(b*2)=a*(62=aGr)-(ab)yz-(ab)*,.
Analogamentese pruebanii i v jii).

\-27. ab A c¢cd => 2ja-h A 2|IC-i/ == 21(a-6) + (c-<)
2a+c)-(64rf) = 2I(«+c+4)-(b+el +4) =
= 2(@a*c)-(6*d)s=>a*c—b*d.
X-28. * es asociativa, conmutativa, no existen neutro ni inversos, y ningun rea es
regular.

>C«. i NO es asociativa no conmutativa: ac existen neutro ni inversos: sin embargo,

- VAV. ? | f un rrsorti'iro nies
todos ios elementos de Q* son regulares.

/\ab) - log. (&) = log, d + log. 6 =fia) +f{b)
5-30. Por definicién a * b = mih<a.b) . Esta ley interna es conmutativay asociativa.

i - " - e 1Y = "
NO existen neutro ni inversos, y ningdn elemento es regular. a)fes 1-1, pues si x'y x" son redes positivos que verifican/ ( )y=/(x"),

entonces log, X'— log, x" =y =>x'=x"= 2"

55/. La suma de funciones en R' es conmutativa, asociativa, con neutro e : |-*R

definida por e(x) =0, Vxel, y d inverso aditivo de todo elemento fe R* es

-/:1-»R. ta que (—/')(x)=~/(x). Ademas, todos los elementos son VyeR,3x=2"//(x)=log x=S0s 2=V
regulares. Demostramos la conmutatividad

if+g) <) =/(*) +gx) =g (x) +/(x) = (g +f) (x) =>f+g=g+

iii) /es sobreyectiva, pues

5-39. fixy) = sg(xy) = «x . sgj =/(x)/0") considerando todas las altemativas.

5-40. (X 0>¢) * x = (X *EXHZe=(X*2)-i-(V*rj=(X*2)*(y* 2
532 /,={(aa),(6.6)}, f.={(aa), (6*)}, MN={ab),(66)}, 2% (X0 y) =z (X+y) =2 (2*X)0(z*y)=z=z=z42%22
o, ={(«.&),(&,*)) Entonces * es distributiva a derecha respecto de o , pero no lo es aizquierda.
- fx h /a
/. fx H il
12 i2 f, fs h
fl h h h
[« u h fs fx
pues/i1.J! = i )=4

?roe< atociativij vaque 11 /iii 6S.ci=r{ab)~*~c~—a b~ -rv' y
fla, fxba] -fu ,ij~")=J (b e*e C)'.
No existe neutro, pues f(a.€)-a => a+e€=a =»>e=0 y
/(e,a)=a *eeda=za=*e~a—a
So6lo existe neutro a derecha, y es 0. Todos los elementos son regulares a
derecha, pero no aizquierda
5-34.i ) Asociatividad.
(@a*by*c=(@*6)*(e*c)=(@*e*BG*c)=a*(6*c).
i i) Conmutatividad.
a*6=(e*a)*(6*e)—(e*6)* (a*e)=6*a



TRABAJO PRACTICO VI

6 Demostramos jos siguientes casos

1+2
2.i)r=1 eJL.-L-2-4-
i) . A 4-2
i~ 2 <i 2
D"tl'2 i N+1 h+2 . h+1
)e— ~h " ->he+
2a42)-(A+]) h+3
>h-1

8i )= «(1+x) =1+x=1+1 x>141.X%
ii)(14-x)*>!+fe=A+x f>i+A+1)x

D)(I + =(1 -t-je)’<l +)XI + Ax)(I +x) =
=1l+x+Ax+fcc=1+A4x+hx >1+(A +1)x

11 )=1 =* 2|1 + 1
ii)A’+h—2k=>A+1)"+As1)=2

D) (A + 1) +(A 41 =A +2A+1TA + 1=(A" +A) +2 (A + I) =
=2k+2h+1)=2k+h+1)=2k

15

j=t vi=t y <=i \i=t

D) Si*=St'+A+1 =(.Z2ij +A+1 =

+4A4-4 (A +1)° (Ad4-2)° .\ (A 4-1)(A 42
=(fc+ 1)

—("T, i"j* . Sehatenido en cuenta el resultado del ejemplo 6-3.

6-37. 2 (Xj - X) — S X-- 2 x=Px-:ix=0
=1 /=1 i=l
6-38. 1 )n=2 =*72¢ XjY =(x, +x,)7 =x* +x°,+2;Xi —
A
~ La Xj T ¢ X
i=1 1 */
.->( (.*I) = S * +2Xix;:'(SXL) =2 Xj-I-ZJ

P)f " r¢g) =( Xr.+r™i « SxA f2.w, I x-+
. : *i “«*h-1 + .2 -X,,,vV, +X

b=
«9. S>.-2)'= EV-4X . 4)n fX*-4 ifx,4 24=
= 100-4. 10x + 40 = 140 - 40 (- 20} = 140 + 800 = 940
6-40. Utilizar la definicion de la funcién factorial.

6-41. Considerar las dos posibilidades
X?-X=2X—2 V X’-X+2x-2=7
Resulta x=2 v x -1

6-42. i >64a” - 192a 4 240a - 160 + 80a'* - j2a ' + a*
ii) x* +y 4 6xy +4 (x +y) %/xy

643 i ), (J)p'-' g =(p+0)" =1"=1

6-44. T, +T, = 210 (64x* + i6x'")
645. x = £ 2vXx=%2t

3
6-46. Solucionesredesson x =0 V x=
647.T, "l
Los términos de grado natural sonlos5 primeros: Ti. T, T.

6-49. 10 3



6-50. Con las cdbs personas juntas se tienen 9! 21 posibilidades. Con tales personas

separadasresultan 10! - 9! 21 = (10-2) 9! =8 . 9! casos. 665 1 ) Vi, =3-
.pfei3-fe R 13! ., 13-fe
6-57. 66 . 660.
> o . 2.13-H (13 —A) *
6-52. 5! 6-66. Sean A ={X,X,, .. . , X, ,...}numerabley M C A, infinito.
65.C,,-C,, +1=23 Consideramos x,;, el primer elemento de A perteneciente a M, el cual existe por

el principio de buena ordenacioén; delosquele siguen en A, elegimos el primero,

6-54. Con i varcnesy 6 — i mujeres se pueden formar C,.j «°9, 6 - <-“'nimero total es X, , perteneciente a M. Siempre es posible obtener uno porque M es infinito.

~of, . Resulta
—'8.S*>9,0-1i- \[ ;9 %X X , > nu'iiCnibfc
«5-55. Hay tantas distribuciones posible* como funciones crecientes de 1 .., en lio. O «d "2 3 J
6-67. Seen A, =¢a. .a. .....a. .,..!>con /el, .
s|ma C JOOJO ~' 109,10
. .z .. n .z
656.V,, — V., = 6. 5. 4 - 5. 4=125. Los nameros cuya primera cifra Consideramos la uni6n disjunta Z A- y lafuncion
(centenas; es 0. son V, ,. £ i A.--N
*5-57. Como no je exige que las cifrassean distintas, resultaVg_, —V, . =6 —0 = L . 1_* o L
-6 5= 180 definida por / (ajj) = (/ — 1) n + i (segun una ordenacidn por columnas). Como
n
6-58. C,, - C4J3 es el numero de muestras de tamafio 5 que contienen exactamente fes biyectiva, resulta 1%0 A, ~N.
2aEs B
(359. C,., .C321 =6 .32= 192 668.1 )V.,,=4» ii)pPi'-7-"= whv
6-69. C. . =C, .
53 9,3
6-6/.(n-k-1)1k\ 21 6-701 )C,.,.C,,. «)C,.,.C,, «0C,...C,,

k+2 k+3

11-¢J. No se piden restricciones en cuanto a convexidad, y pueden formarse -

V'io ., 10 V.,,»
triangulos hasta —----- decégonos. El ndmero total es Z —y— po-
ligonos.

6-63. 2. 5! 5!
6'-6«. i ) Tantascomo funcionesdel, enl,,0osaV", = 3"

i) pr-Ter LV

n " 2.n-k


http://pfe.i3-.fe

D) s(fe). $(A) =s(b) . h + s(b) = (bh + h) + s (fe) =
=bh + (h + s (fe)) = bh + (s(fe) + h) =bh + s {fe+ h) =bh +b + s (h) =
= b.$(h) + s(h)
3] Esconsecuenciainmediatadei )yii).

7-16. i )a<b =* fe=a+x arfec=(a+x) L=

TRABAJO PRACTICO VI =fec=ac+xc=>ac<fec
ii)a<é A c<d ac <bc A be <bd ac<bd
iii)Sia” 1 entonces 1<a. Luego
"19. Se niega cada axioma del sistema dado. Como Ai : va:aeA =»iaa) el, su 1<2 9-3~i+r +x)b N ah-h + Yh =»
negaciones ~ A, : 3alaeA A (ga) (R. El ssema~A,, A,, A, debe s =*e 1 =fe+xfe => 6< 1, absurdo.

compatible, para lo cua es suficiente exhibir un modelo. La interpretacion 7-17.1 ) (N,*) no esmonoide.

A="1,23j> ,R-[(1,1),(2,2)j esun modelo. Esto pruebalaindependencia ii) (Z,*) esmonoide.

de Ai. Anal opmente se procede respecto de laindependenciade A, y A, . iii) (R***,*) es monoide.
"-/I.1 (ab) eR =>a b =»(ab)eR v (ba) eR en virtud de A, y de Aj. 7-18. i )(a*b) +c *d = ((a * fe) *)*d =
Resulta (b.a) i R, porque en caso contrario, por A, y A, -(@ (b*c)) *d-a* (b*c) * d
<ab)eR A ibE)eR =»fas)eR *>a*a ii)a«= 1 =»a” *a =a * a=a*
lo que es absurdo. b)ain *a* =a " a " *a"'' =a * d *a —

=cim*-h *a=a"+" +i
7-12.1. @ 1'=0.Enefecto 1'=1".1=1.1*=0

7-79. Sea S ={8$i/i e ljuna familia de sub-semigrupos de A y sa X =n la
porB.,B. y B.. interseccién de dicha familia.
b)0' = 1 por el principio de dualidad. _
I1. Suponemos quea admite dos complementariosa’ ya" . Entonces, ConsideramosaeX A feeX »»aeSj A &eS<,V/el
a —a'+0=a-f(aa") = (a+a). (@+a") = = a*feesS,V/el =>a*feeX
= (ata) . (@+a") = 1 . (@+a") = (@+a") A=a +a". Luego X esun subsemigrupo de A.

Anédlogamente a" —a" +a' y en consecuencia a' —a" .
Ul. a + (a.b )=(ai)+(ab) = a. (I+b) = a(b+tl)= a. 1 =a S={l.alaeN}

Por dualidad resultaa (atb) = a ii)DemostrarqueS=(l .a+(-1).6/ aeN),definiendo1l.a=1sia=1
7-13. Probamos que n+b=£n yl.g=l+1ld .+1
iy li=l=M+fe=6 + I=s(fe)#l a
Gh+b=th  => gh) + b=gs(hj
D)s(h}+ b=b +s(h) = s (b+h) * s (h)

7-20. i ) Probar que Ses el conjunto delosmultiplosnaturalesde 1, 0o ssa

7-14. i )n= 1 =j>a+ 1 =s(a)¥=a*fe ¥=s(¢) =fe+ 1
ii)a + /1#fe+tA *a + s(A)itH!W
D) a=s(/j) =s (ath) * s(b+h) = 6 + s(h)

7-15.i )1]«=1 1.1=1.1
211 .h=h.1=1.s(h)=i(2).1
Enefecto: 1 .s(h)y=1.h+1=h.1+1=h+1=s(//)=s(A). 1
Ulln=1=gb).1=1.9b)=1fe+1=fe.1+1
2]s(b) .h —b.h +h =>s(fe). s(h) =b. s (h) +s(h)



TRABAJO PRACTICO VIl

«i-.'i J) Nu. bj Si. c) No. ussi.
8-23.t ) L'njcnerador es i.
ii ) L'n generador es z (obsérvese que z~ =2).

8-24. El neutroes e= r1 .ydinversode aesa’'= — .

«<-J5. El neutroes e»i.y el inverso de «c.i a'= 2/—3.
S-26. Esta tratado en 5-31.

Neutroes (0,0, . .. ,0)y( — -JC,, ..+ .-*_) esel inverso aditivo de
(*1.*2 . . . Xx).

8-28. Seen/,,,/,,,, /.40 lasrotacionesde 0°, 120° y 240° respectivamente;/,,/, y
f. las simetrias respecto de BC, AC y AB. Proceder como en el caso 5-23.

& 29. Tener aj cuenta 8.14.3. paraobtener | os subgrupos
H, ={j'o), H, ={lo ,/,} ,H, ={/o./,} ,H, ={lo, lc},

H, ={jo  fiio >fnoj » H, =G.

*SJt Corno (1),0.. . .,0)eH. esH ¥=<j>; y por definicién de H se verificaH C G.
Sanix,.x, . ...v,)eH e (yjy-. - .y,)eH L =0 "' vy, =0~
= A"- =0 =X * (-".I".j-0 =
=»|X.V. ) E»-yi, =V —tierd

Luego,(H , -r) essubgrupode (R", +).
8-31L.H¥=<t> y HCR*”’.Sean AeH A Be&H *»
='A=—A* A B-—B* > A+(—B>=~A* +B' =»
“* A+(-B)=-(A'-B')=-[A+ (-B)I' =*
=> (H ,+) esel subgrupo de las matrices antisimétricasde (R** , +) . Pruebe el
lectorcle A =—A' =>ajj*=0, Vi.
8-32. i ) f(ch)=(aby =a b =f{a)f{b)
W Al N (/) pertenecen los elementos de A que satisfacen X = 1 =>

=>j=l v x=-1 =* N(/)={-i,1i).

I (/)=R" pues V>-eR', 3x = Wif(x) =y.
8-33. Es un morfismo biyectivo,conN (/)={ 1} ,1 (/)=A.
#.7</. Estatratado en 5-38.

8-35. i =e'eH = eef (H) =>/"' (H) &
)/ ' ('O-G poi definicion de preimagen.
Gi) xef* (H) A -re/"' (H> =*/(.r)eH - 1{'f.vdcH *»
wi/<v»eH " [/(.v)j'eH ->/lrj*""/ir' ieH =»

-»/* . »e')eH *»x *v'el " (H>.
8-36.xeG ZFe X * X =or =»JC* v* X"' —X*X~ => Vv *>=Ze=m>X—e

Luego G=|ej>.

8-37. Seanay b en G. Setiene:
(a*b) * (@*£>) =e=e * e = (a*a) * (b*b\ =»
o'*1* (h*&) * b—<i * (a*b) * O =>b*a~a*b
8-38.1 )/ ,esmorfismo, pues: /, U*>") =a" * (.v*y) * <r=
=a" rx *(ard) ryra={a cAa tya)=f () )
ii)/les | — l.Seanx g> taes quef, {x) =f, {y)
Entonces™ *x * 4 =sf' *y * 4 =* x —y
iii)/es sobreyectiva, puesV>'eG , 3x =a*y* d" tal quef(x) =y.
8-39. Seen/: G -» G'y £: G'-+«G" homomorfismos respecto de *, *'y Entonces
go/: G->G" verifica
i£°f)(a*b) =g [f(a*b)\ =g[f(a) *<Hb)] -
=g l/(«)] *"g 1/(6)] (@ *" (r 1) ().
Wft F (a6) =/,... =/, of, =, (6) o, ()
En efecto: f,,, Lvi=(a*¢f* * x * (a*bf—
= For*S.F-rot [ Qe =, 0L tv>] - (7.«/»)(X)
8>4i. i ) Verificar ios axiomas &e sruoco
si) Ssa * conmutativa. Entonces a s 6 ~é * a=a* —d-ja .-3,
conmutativa, y reciprocamente.
8-42. i )/es un morfismo, ya que/(a*i>) = (a*b)'-b' * a' ~a'° b'-f(a) °f(b)
ii)/es1 — 1, puessif(x) =/(v) entoncesx' =y’ =i> x =y.
wi) / es sobreyectivaporque VjeG.3x=_v'eGtal quef(x) =y
El grupo (G,°) sellamareciproco de (G, *).
8-43. Neutro ese — (1 , 0), pero los pares del tipo (O , b) carecen de inverso. No es
grupo.



8-44. i)eeS A eeT=>e=-e+eeS+T=*S+T#"
ii)S+ TCG por definicibonde S + T
iii)aeS+T A ¢(eS+T =*a=x+] A b=2+u / xeSzeSy d,
uel~x-zeS A y- ud =>(x-z)+(y-«)eS+T =>
= (x+y)-(z+tu)eS + |
8-45. Ver 8-36.
S~f6. 1. Si (X , *) es un grupo, entonces las ecuacionesx * a=b ya * x = b admiten
las soluciones Unicasx - b * a* yx =a" * b.
2. Sea (X , *) un semigrupo en el cual son resolubles las ecuacionesx * a=by
a* x = b, cualesquiera que seen ay & en X. Entonces se verificala existencia

de un elemento ee X tal que era—a. Sea .teX; por hipoétesis, existey eX
de modo quea*y —x.

Luego
e* x ~e * (a*y) = (e*a) *y=a*y=x
O s, ees neutro aizquierda.
Sea xe X. Por hipotesis, existe c€ X tal que c* x = ey en consecuenciac es
inverso a izquierda de xeX . El lector puede probar que la existencia de

neutroy de inversosaizquierdaimplicaque ( X , *) esgrupo.
8-47. Aplicar5.4.2.

8-18. i )f(xty)-a® =a»a» ... *a=a * a =f(x)*f (y)
Xty
) 1()={/(*) | xezZJ ={a | xe2 A aeG}=[a\
8-49. i )ﬂ (X\AZ'XG)A (ynyzlya)}=f(xi+yv !X2+yi !X3+y) =
= (XAYi~X]-y, X2+yi-X3-y,) = {x=%., Xi-x;) + (Y-YaYrY)=
=F (X XerX) +  fyiy.y)

i) (xj.x,.x,)eN(/) ~/(xi,Xj,x,)=(0,0) ~ (x*x-~Xj-x,)=(0,0 ~

<*3CI~X,=0 A X2C3=0wwxj-x. A X=X ®xi=x.=x,
O seaN(/) ={(a.a,a) / aeR]

Pu)L() ={/(.x.,x,, X)) | (X,,X,,x%)eR*}

=» I (/)«{Cxi-*3,*a-*s) / (X, X,,X,)eR"}
(XX, X, -x)=\y, L y)) =xexay, A KeXESSES
=*X|".VI +<, x,=J> +a, x, =a con aeR

Oseal (/) = R®

8-50. i ) Sean H C G un subgrupo normal yueG.
VaeH:H*a*u eH.Entonces¢=w * a* u' =>u*a=¢»* « =
=*a*aeHu =»aHC Hu 1)
S\aV—u =>C=v*¥a*v" eH.

Comoc—u" *a* «, setienea* «=u* c,osjz* M eKH =*
= HuCuH (2)
De(1)y(2)resultau H=Hw.

ii)Comou*aeuH A I H=H«,setiene«* aeH «y en consecuencia
existe beH tal queu* a—b *u.Luego« * a* u"' =6 eH, y H esnormal

5-5/. / no es un homomorfismo.

8-52. i ) Sean H normal y f, un automorfismo interior de G.

I, (H)={/,(x) | xeri}={v=a*x*<f'/ xeH} ={v / > eH}



TRABAJO PRACTICO IX

'eyiO, Analizar los axiomas siguiendo € método habitual. (Z* .-+~ ,.) esanilio conmuta
tivo, sinidentidad, coadivisoresde cero.

9-71. i ) Asociatividad: (ab)c = Oc =0=aQ = a(bc)

ii) Distributividades: \a+b) c = 0 = 0 + 0 = ac + be. Analogamente c (a+b) —
—ca+ch.

9*12. Seguir e procedimiento indicado en gemplos anteriores. Neutro es (1.0).
°>-13. Considerar el eemplo 5-7. No tiene divisores de cero.
*414. i )/esun morfismo, pues:
1. /[{atb y/2) + (c+d V 2) | =/[(fl+c) + (b+d)y/1] =
= (atc) - (b+d) y/1 = (a-b y/2) + (c-d y/1) =f(at+b y/1) +
+f(c+dy/l)
2.f [(a-b y/1) (ctdy/2 ]=f {(ac+2 bd) + (ad+bc) y/2] =
- (ac+2 bd) - \ad+bc) y/1
f(atb y/2) .fic+tdy/l) = (a-b y/1) (c-dy/1l) =
= (ac+2 bd) - (ad+bc) y/1.
ii)/esbiyectiva.

i>*75. Verificar losaxiomas.

"*16.i YOEA A 0€EA =06 AiXKAiI=>A,0A?
u*Aa A ~ AM*ANVFANCIA
ti)<ieA, ~A> b€\i" Kj a-e*bsA ' JicV —
wuti'eA, nA,
Esto pruebaque (Aj HA , , +¢) essubgrupo de (A , +)
iv) El producto esley internaen A. puesaeA, OAi A 6eAjHA =*
> ai>eAi A aieAj «ai>eAi oA*.

v ) Laasociatividad y distributividades se verifican por ser Ai HA, C A.

9-17. Si en A existiera* ~ 0 tal quex" ='0oseax . Xx. . . x = 0. entonces habria
divisores de cero, lo que es absurdo.

9-18. i ) Sma -bmédulon =» n\a-b =>a—£>=nk (1)

Ademéasb —ng+r A O<r <Jl. Sustituyendoen (1): a—ng—r —nk =>
=*ea—(k+gn+r A O0<r<n Osaresel restodeladivision dea por n.

ii)Sean ayb tdesque a=—nq+r A b—ng +r a—b=n@~-—~q)
=>na—b =>a~6.

9-/9. i )a«E =>0<6- a => -6+0<(-£+Z>) -« =>-£><-~a
ti)a=Q =a -0 O0O<a&a
aeA' »>a eA* =0 <r =* 0+s¢
acA"s & €A" o<d
Tener en cuenta 9.8

9-20.i )Sesbequeia+6j<[aj4-!bl
Sac-y=2= .V:2+y:>'X\‘iZ+yi:»iX!<iZ|+|yi:*
MUf-yi«]2=*ixt-lyi<U-y|=>U-y!>ix|-[y]

ii )Por un error tipogréfico, el enunciado se corrige asi \\x\ — [vil <I* —vi.
Utilizari )y 9.12.2.

fiiyxiy A _V7=0 =»>y =xk A A:fit0 => !yl =ix\V &i -\e i&! >t =»
=>jyiU i>i.Til*j =*i.vj>|.r|

9-27.i )0el ===X0 ii)xel Ayel =*enNnx=0 A «wy=0=>
=*«X-«y=0 =>n(x-y) =0 =>x -y e'1l
iifxel A yel=*«x=0 A «y=0=> (nx)(ny) =0 (xy)] =0 =>
=>n(xy) =0 =* xy eA
iv) xel A aeA =*nx-0 A aeA=>nxa) =0 A «(ax)-0=*
=>.t«e! A axel
9-22. Sean A un anillo de division e i cualquier ideal propio no trivial. Latarea se
reduce a probar que A C | pues por definicién, se ssbe que | C A. Como [ es no
trivial, existe un elemento no nuloael y por sr A un anillo de division, a es
inversible; en consecuencia, aa"* = 1 esun elemento de |.
SeaxeA:como 1lel,setienex 1 el,y porlotantox el. Luego ACI1 .

" 2F t JTeniendo efi «tenta8-27. resulta» R’ , «<> un grupo jbe'iiarto.

ii 1ti pruduvrii' vi fcv & -o,r;puiie;6n jruernaen R* por !;i deiniCHW dada
Falta probar que es asociativo, que e neutro es U .0.0.0), que toda
cuaterna no nula tiene inverso multiplicativo (emplear los métodos habitua-
les). La no conmutatividad se verifica con un eontragjemplo.

iii) Se completa demostrando las dos distributividades del producto respecto de

la suma.
Referencia: lectores y Tensores, por. Luis A. Santal6, pag. 87. Editorial
Eudeba, 1961.

9-24. Sumando las ecuaciones Ux + Oy = 0Oy el conjunto de solucioneses Z ..

9-25. Seandc A b\c A med(a, 6)=1 ;ac =>c=ax (1)



92(5.

9-27.

9-2*.

o"'e- 20

9-30

9-31.

Por hipétesisy (1) esb\ax. Por 9-8ii ) se deduce b]x, o ssax = by. Sustituyendo
en (1) quedac = (ab)y => ab\c.

Seen mcd (ab) = d A ac A b\c. Entonces d~sa+th A c=ax—by.
Luego de = ey + thax = (sy + De) ab <=> ab\dc
i ) 210 => 2|]10d. Como 2\u, resulta2il0d + u, o s=a 2\n.
ii)3]9 => 3|9 d. Como 3|rf + u. se tiene 3]9 c+a* + «, es decir 3|10ci + «.
Luego3In.
iu) [Hillu" = \\d-u iji1l d— (d—u) => HIiOrf + «
Por ejemplo, si « = 132 como 11113 - 2 resulta 111132.

i)2 : w0)s5 ; u)22r ; iv)5

alb =» b =ax =>\b\ = [a\ [x\-a \x\ puesa>0yaque\b\ <a. o ssaa>\b\ >0.
De i = a W\ A a>\b\ resulta a>aix| =* ixj<1l =>x=0. Luego
e=ax =0.

Supongamos que a = bg +r A O <r<bya=bqg+r A O0</s'<£>.

Entonces +r-bg +r'yb(Q—q)=r"—r =» ¢jr*—r (1)
Por otraparter'<sé A r>0 =*r'—r < b (2)

Ademéasr <b A /-'>0 =»r—r'<b (3)

De (2) y (3) resulta \r' -r\<b. (4)

De acuerdo con 9-29, de (1) y (4) se deducer' -r =0, ss|ar' =r. Entonces
b@-q ) =r-~r =0 =>gg=0 =>-,

El algoritmo de Euclides se reduce a

<t 12
a b 2t
i r, 0

mcd (a ,b) =r,. Por el agoritmo deladivision entera, se tiene

a=bq, +r, y b=riq+r, =r,=b-rq =b~q (abqj) =
=b -qg a+d q b= (-qg)a+ (I+qt q)b

«*J2 Mediante 9-26, como mcd (a, i>) = 4, am y i>m, resulta s6ldm. Probar que

dm\ab.

9-33. a~b = «|a-

a-t -nh = a=b + nh a - (bxnh)" =
=b + £ (*)>*-'«'"*" = & -p" =n £ (3« n" ti*nq -*

na - b = a* ~b

9-34. En 5-8 estacomprobadoque (R " * ", +) esgrupo abeliano. V erificamosentonces

A .: El producto esley de composicioninternaenR " * " | de acuerdo con 9-2.

A, : Asociatividad. Seen A , By Cen R"*",y los productos A (BC) y A (BC).

LafilaideAes a ,a, ... a. Lacolumna /' de BC es
| bu, &, Z b, cj . . Z d,, tfd
n n

Entonces el elemento (i, /) deA (BC)es Z a, Z c, =

=t i ab,c,= i f2 a,b] c, queesel elemento (/,/
h= * =, fe =1 \h=i J
de(AB)C.

A ,: El elemento genérico de 1 es5, (deltade Kronecker) definido por 5 = 0si

icjy Su=1sii-/ El elemento (i,j) de Al es ¢"jit°**/~ " n
+a,5,+...+a, 8,,+...+a, 5,=4a, 1 =0, =* Al = A*y andoga
mentel A = A.

A,: SaC (A + B). LafilaideC
Lacolumna; de Bes aj +¢?t/, aj +bj,. ., ,a- +b*

n

Entonces, el elemento (i . j) de C (A + B) es Z ¢, (a,+b)=

= 2 c,a + Zcu, b, que corresponde a elemento (i, j) de CA +CB.

h=I fe=l
O=aC (A +BY) =CA + CB. Andlogamente se prueba(A + B) C=AC + BC.

9-35. Hipdtesis) Paracadam severifica

V/i<m: P(/i)esV =*P(m)esV
Tesis) P(«i)esV, V «eN
Demostracion)

Suponemos que H ={x eN /P (x) es F} # € Por el.principio de .buena
ordenacion, existe en H el elemento minimo m, tal que P (m) es F (1), y
h<m =» P(A) es V. Ahora bien, por hipotesis resulta P(m) es V, lo que es
contradictorio con (1), o sa H =0.

9-36. ac~ be => n\ac— BC => n\(a - b) ¢ => n\a — b (porque s un entero es divisor

de un producto y esprimo con uno delos factores, entonces es divisor del otro).
Luegoa~h
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9-37,i ) Seenjo,, i?, ... aj unaclase completa de residuos médulony a, 3-aj. Si
aj ~tfj, entonces aj y #/ pertenecen alamisma clase de equivalencia, lo que es
contradictorio con la hipétesis.

Reciprocamente, si aj aj , Vi i=j, entonces dos elementos cualesquiera y
distimos no pertenecen a la misma clase de equivalencia, y en consecuencia

(a, a . . . a,j esunadase completa de residuos médulon.

ii ) En efecto, supongamos que aaj -* aaj paraalguin/#/. Entoncesn\aaj —aaj.o
sanU faj —a,), y como ay n son copamos, se deduce que nia, - a. es decir
a, ~~'a. Esto e» contradictorio con la hipétesis.

9-38. Sm!adae deretosmoédulop : U, 1 ... p— 1.Comoa OyaqueUnoes
mualtiplo de p, a0, al, a2,. .. ,a{p— 1) constituyen una clase completa de
restos médulo p, por 9-38 ii). Entonces cada elemento de la primera dase es
equivalente a uno de la segunda, y reciprocamente. Como O pertenece alas dos,
por la cOTapatibilidad de la relacién respecto del producto, se tiene

1.2...(p-)~@1H@2. (a(p-1)
Osea (p- V. ~a~ (p— 1)!, oloque eslo mismo, plO" " - 1)(p~
Comopy(p— 1)! soncoprimos, resultap\(a’~' — 1) =» a"" ~ 1.

9-39. i J)aynsoncoprimos =>med(an) =1 =>1=sa+tnh =>b=sab +tnb =>
=* b-(sha=(th)n =>n\b - (sh)a =» a(sh)~A =>sb essolucién de la
ecuacion.

ii)SeaniJ y s, soluciones deax = b (mod. n). Entoncesas ~& A as, ~b >
=>as'~as, por la simetria y transitividad de la relacion. Se tiene
na(si ~s,)yacoprimoconn => «lsi — s =>5 ~s,

iii) Sendo a y n coprimos, y « primo, por 9-38 se tiene a~' ~ 1 =
=e a2’ H>~& =»aa"~"¢~¢ =Fx=a" ' ¢? essolucion de ox ~b fmaod. «).

9-4fti )Come 3 y 4 son coprimos, es med (3 .4) 1 =(—1H3+1.4=
=»sb-\-i* " =—7 essolucién. Todos los congruentes a -7 modulo 4,
son soluciones{ver 9-39).

il )I2L?-6 =» t=6+ i2k - hazson soluciones.

iii) De acuerdo con 9-36, — 2x ~ 12 =+ X 6 luego de cancelar — 2, que es

coprino con Il. Por 9-39 iii) esx=1"~* .(—6) =-6 una solucién.
Resulta Kj el conjunto de las soluciones
941. i ) — * j =ab"' +cd'=ab' d~ d + cd~ b" b = (ad-rbc)(bd)" =

ad+bc
bd

i) £. . L. nab® cd * =(ac)(¢El) * = -—

e @ c a . b c . d a+b c+d
T " ~d ~~b b~ ~d -~d "k ~T~ "

9-42 Sean Kj y K, subcuerposde K. Como 1 eK, A 1leK,,esleK, nK,,osa
Kl nfij#0. Ademas K, CK A K, CK => K, OK, C K. Mediante la con-
dicion suficiente 8.4.2., el lector puede demostrar que (K, nK,,+) vy
((K,, nK,)—i 0}..) son subgrupos de (K, +) y de (K—\O0} ,.), respectiva
mente. Ladistributividad es consecuenciade que K) OK , C K.

ey . (PR R Ur+v)*
94S 'in™ < " X "™I" = Tivy— 1 ——
Jh ' i
En efecto, (** -y")Cx -y )>0 A"x""' +y" """ - yXx" ~xy" >C
yhei A~ a0 ho, hy o h-1 o x #
& +y*)+y (X +y*)<2  *' 4y
e (X+y) (JT +y"} 2ix *-n- -1
Por la hipotesis inductiva
X- .yr > M ) 7 > <gg A~ = U&TL

9.44, (Q (v”™'i, + ,.)esunsubcuerpo de (R . + . .). Bastaprobar que (Q(VI1),+)y
(Q(V3)—{0} ,.) son subgrupos de (R +) y de <R —0) ..), respectivamente.

(Ver 5-7).
945, i ) (nx)\my) = (x+x+ .. +X) (y+y+ ... +y) = Xy +xy+ ... -t-xy”?
n m nm
= (nm) (xy)

i ) (ne)ime) = {nm) (ee) = inm) e

O-f(>. i ipx=(pii(ex)—ipe)iixl —Qx—1u
Debe notarsequei'y i &melcméatos. Ny m>de K

ii)Sipno fuera pr:,.o. admitiria ia descomposicionp =Pj Sj.con i <f'i
y 1<p.<p.
Entoncespe = ( Pi p)e=(p, p.)(ctd =(Pi t'H p. i') =0. Y como no
existen divisores de cero, resultap, e=0 v p, e*=0; 0 sea lacaracteristi
caesPi op,, loque es contradictorio con la hipotesis.

947 (x + vf = x + £ (i1""-"'-" Todo término dd desarrollo de la

) iP\ » pipe i) <P-j+1) v
sumatona tiene coeficiente N . J P . donde la




caracteristica p es un factor. Por 946 i ), taestérminos se anulan y resultan
(=yf = x4y

9-18. i ) El conjunto (xe (f/x* <2} carece de supremo en Q.

P T
iit) Seen x =-— e y =— . Tomando n>gr se tiene npij>qr =>
=>np-qr>0 =*HBZSL >0 "~ n - 0 => nx > ~
W q s .
9-49. Ver 6-66 Y 6-67.
9-?9.i)SenA-=a,.a,,...,a.con/eN.tdesquei¢=j=>A 0A, =<p.

Definimos

/[ Z Aj-*N mediante
i=l

/*(%) = E «, +7. Comol/es biyectiva, resultaZ A¢ numerable.

N F1
ii ) Seen A 5
) R ¢ P il —
//J, ,4//
LYE 2z B a3 a,,
Azl ng/ an a3 an

Ordenando segun el proceso diagonal de Cantor, resulta i.
i-i
union de una familia numerable de conjuntos finitos, que es numerable por

i)e

A, igud ala

TRABAJO PRACTICO X

i0-8. S\ — eQunaraiz, conmcd ( p,g) — 1. Setiene (A + ¢ a« (— ) =0=»
~pig @a -~ t ... ", ,0=0 5p" +a @ +
+a p?"t o+ .. +a, P o=0 = po+q(a g" +a pgt + .. 4

+n-i P~) =0 =* +eas=0 =* -qs=p" =* |Ip"y sendo p y a copri-
mos, es 1p, esdecirq—i{. Luego eZ.

ifl- 9.1 ) Considerar laecuacionx’ — 5 = 0y verificar que carece de raices enteras,

ii)S e es ladiagona y a la arista, se verificad =3a& => Cd3 ~~-
Haciendo 7" X, considerar xX* — 3 = 0.

10-10. Seap eZ raiz de laecuacién. Entonces

P" +a.p- +a.p-" + ... +ajp + a,=0 =*
=»p.i+a,=0 con s=s.!p"'*+ ... +a =*p(-s)=a, =*p |a»
i0-//. Considerar eQ con med (p.g) = 1. Si fuera raiz, a sustituir se llega a
=+ 10— =+ "r .vaoresque no saisfacen ala ecuacion.
4 4 3

{0-/2S@\V2 +5J=x =2 +5 + 2VIO =x* = 2VT5=x"-7 =*x -
— 14x* + 9= 0 tiene como raiz 2/2+y/5, pero carece de raices enteras.

10-13. En efecto V, V - severifica:

1
* = 3 < 3 + w=""'> y Ao pdT7 < irT :oi

14. pr{\ 14 141

Paa V2. <Jl R :L7’\ 1’?3

2 18 174
PaaV 3":|



Resulta:

2 31 314
4 33 316
Vays o1 04 -033
i -0,3, -0,31
i 2,38 24393
4 270 24708
obtener ]
Vi

10-15. i tA =tru.;Gj>u"Ue<y / x* <i>
iiI)A=Q-U<'oWjreQ* / x* <<}

10-16 i ) [-4 , Dj ) (-*>,-3)U (-1.-H»)
i) (-vO,v'!) iv) (-*>, Yu(VT, +«)
v ) Dex®<x resulta

X (vi-l) U 1)<0 =»x6(-»,-1) UvO,l)

tisnMiiwmo a>ii)ilssMUM'Xj>——> R

-1 0 1

Vi) (X+2)(* _1){x-2)x<Q -*jre(-2,0)U(l,2)

-2 0 1 2

Extremosinferioreso infimos: -4. notiene. -v/_5 . notiene, no tiene, —2
Extremo.;superi:ies o supremas: 0. no tiene, V : - au tiene, t, 2.
10-17 V*'5<v/T v ™,

iQ-18. Cotas inferiores son los racionales menores o iguaes que O; colas superiores.son
losmayores o limalesque i. El supremoes 1y el infimoesO.

10-19. i ) Cotasjperior estodo real mayor oigua que vT.
Cotainferior es todo real menor o igua que 0.
Supremo es y/2; infimoesO.

U)B=(-°°,—v2] U[\2, +°°). No esta acotado y carece de extremos,
iii)C =] V2, + °°). No tiene cotas ni extremo superiores, esta acotado
inferkrmente por todo real menor o igual que y/2)y el infimo es §T.

10-20. SeaceC =*ec=x-Vy con x a A y<Z> "™ c<a+Z> a+ /> escotasur
perior de C.
VS>0,3xeA A 3yeBja<x+£,A b<y+£,y sic esotracota
superior de C. entoncesa+b— 2 E<x +>'<c',0sma+ b<c + 2
Luegoa4-b<c.

10-21. 3X* - 2X - I<0 =» 3 (X- N(x+ ~)< 0 =*e x €f- 4". 1 )
Intimo es —"- ,y supremoes 1

10-22. Sj U«U! v « A verificax<a £ <j, el >npremo no seriaa. lo que es absurdo.

10-23. IIl. v'a=x * wX =V = - X=,vt =Fa=s(y")" =y"" -
=>»>y— ya
(A =X =>a" =x" =* a""=x""’ x =\a"
|
10-24. i )iab) =[aA] - <ah) ~[aA]|~(0.1]
Porgue la diferencia entre un conjunto no numerable y un conjunto alo
sumo numerable, es coordinable a primero.

ii ) Dividimosel intervalo (0,1) en n partes:

0! 1—1 1 1 o1

Setiene [0,1) = £fa-, .a) = £B,

I -i 1=
Vi=1l2, ...,nesA ~Bj=»3/j:Aj B, biyectiva. Definimos
n n
f: Z Aj *« Z Bj mediante /ix)=/i(x) s xeA,, laqueesbiyectiva.
Luego £ A, *t[0.1),
>z

¢iil Comtderamvsta (0.1); i sucesions, = ¢ <dt, < ... <-.i, t:a que

12 3/4 718

Setiene Aj ~[a_i , aj) VieNy conel mismo procedimiento utilizado en

ii)resulta £ A,-[0,1).



10-25. i)28/T ii)log, 5 = T

/0-26. i )2 H)YVAB+y2 ; -1 (1 +8/2+VI1)(2 -y

10-27. i ) Aplicando 10.9.2 iv)
logn+iogi (2x)* -logr™ i
<2x)'=2 = A~f-
o)(i;f=ii+i = =i
IIATA 4.4 -3 .4 =1 =»4=1 =»>y=0
fi?2-¢9. x*" =x"" A x=jM =>VT=~- =>4x-=x* =>x=0 v x=4

En R* son soluciones 4y 1.

Sustituir logj x por - . — en la primera ecuacion y se llegaa 3 (log., y)' —

oK y
—4log*y +3=0, que carece de raicesen R porque A = b’ — 4 ac = — 20.
Si la primera ecuacion tiene segundo miembro igual a ~- , el sistema admite

las soluciones (2,8) y (8,2).

TRABAJO PRACTICO XI

i1-16. (82 §/3) + 2 + 3 92)i

11-17. r =- 1 -2¢ b);=-1+;" )z =1~j dyz=-2/
11-1& @2 =4i b)-1+ yEi Cc) 2 yl6+i d1

11-19. a)z=-i b=~ i c)* =- - + y-/ a)z=-i

11-20. a)z=-y + y yl6i b)yz=1-7i c)z=y 4 y/

11-21. @2 = (1 +1i) b)yr=+(1 -2/) C)2 =+ (y/I2~ylT+ i yl2 +yI3)

11-22. 8) 2i =2 (e0s30° 4-/sen30°)  b)z =4 (eos 240° 4- i sen 240°)
€) 2, = V2~(cos 225° + /sen 225°) d) 2, = 3 (eos 270° + i sen 270°)

11-23. a)2j =-64 b)z.z, =4%/2(cos 105° 4- i sn 105°)
77T T T d)z, =321

11-24. z =4i

11-25. f(2) = aZz +bz + ccaz  + b~z+tc=aZ +bz +c = U-0

11-26. \Z -A = [(sentt - eos 2af + (3 eosa + sen 2 a)*]""
u2z.a=Y ,*=y

11-28. 1, i.-1,-i.
11-29. z, =3,z, =-1 +2i
6 3 . 6 , 11 .

M

11-31. k) -F+J=0=0=-FF 1| =-24-z =—+z
CancelandoY resulta-T— —T
b) z -2, =2, +(-2,)=7f +(-2,)=7i -7j§"



Luego |2,] --\z\ < U, - zj|

e z, = -+ z, Mzil= M-|] U, =* -prr = ~

i1-11\z~ ~Z~-\= — » : s —
1, 2 20 | -( \z\

i, .

-zz +0r Zz J-ZT+zs - ri+ zi ™ 2 Ur + 2 s}
/1-34.1 )n=1 => (eosx +isenx)' =eosx +/senx =eos | x +/sn 1 x
ii)(eosx+isenx)" =eosshx +isenhx = (eosv +/sEnx)"™" =
=cos(ij+l)x + 1 sen (/i+l)x
Aplicar a primer miembro de latesis la definicion de potenciacion, y luego
lahipétesisinductiva. Ver 11.9.3.

11-35. i ) Estaresuelto en i 1-10.
ii)Aplicar 11-34. y cubo de un binomio. Igualar después las partes real e
imaginaria.
11-36. i ) Siendo 1, wy tv’ lasraicesdex® - 1 ==0, esw = W y ademas
1+w+ivi =0.Entonces 1 +wW --w => (1 +wW) =(-w)"*' =

i) -wrw ol +w-w)=[L +w-wj[t-(w-w)j=
=1 -(w- =1-w +2ww-wW =1-w +2WV -w' =
=1_,2_H>+2W* =1+ 1+2 =4

1-37. i yw==%(l -471) G)w=£(3-27) iG)w=+(\/To+V20

2~ *>yi°?+. “TSJ- 7

" . — . *o— 3i5°+2% " 3i** 2k
[¢ed jijv—vVv-otr—5ie" -v-— v _ j-e*—— e - ~1-cu~"-- ,
conk=0.1. 3
uSp=1,<p-20°,w,.=eos - + 1 sen .
3 o

conA:=0,1,2.
Mp=8,ip=0,w, =2 cosi —*— +/sn —*—J ,fe=0, 1, 2.

iv)p-2,ip-30° ,w, =V 2 cosi +rsen—— 3~

= 0,1,2.

11-401 )p= , veoorres . In2=1lu\V6 +/ rr+277rj
ii)p=e, <p= -|-X , Inz=1+I T 2w

iii>p—«4 , tp=0 , In2=In4+2 n/
En todoslos casos A e Z, y el valor principal se obtiene para = 0.
I«#/.i )Inw ~ (3 — 0 In ( VT — O- Paa €l logaritmo es p—y/J. <i=arc
- v'2
tg ————en €l cuarto cuadrante.
Luceti W ~ <> i v
i rt",
G)Inw=2/In3/=31\In2+/ —I=
L J—

2

=- — *+3iln2 =>w=¢e

i) Inw=e = In11—i &/3!
|

_;/.ii,»l-\-,-iIT—llzll Ll -/ in =
1 6. ' 6
11 -2—iln2
=*ew=¢ ° B
/-iziyz=0 i)z~ 1" mr=2=3%

11-43. i ) Resolviendo la ecuacién cuadréatica en x'. se obtiene x" =1 +j v X' =
=1- 1 .dedonde, despuésde aplicar logaritmos, resulta

v=7? V X=@
IT 1:V AT  1¢iV3 A" 1 ..~

/1.~,i )Eslarecta x =— 2
ii)(xy)/l-2<y<3>
i) j2 + 1] > 2 => (x + \f +y° >.4. Es e exterior de la circunferencia de
centro (—1 ,0) y radio 2.

cv){W)/- \ <x< 4- A +/ =4}


http://Jlli.il

v){(v2,p)/45°<<p«135° A p<2]

Vi) ix+yi—1 +¢1=2 =* (x—1)° +(y + |1)° = 4. Eslacircunferencia de
centro (1 ,— 1) y radio 2.

11451 )|2+1|* =(x +1)* +y* H* = (x~1)* +y. Restando
edas igualdades: |z+ 1i" —|z-1j° =4x =>

=»3(z +1]|-iz-1])=4x =>1z+ 1|-1z- 1|= j] @

Comofz + 1] + |z— U =3 (3), sumando (2)y (3) setiene

|z + I} +2 -j X, que sustituido en (1 '(.ondute a X v =I1.Es
3 V5"
la elipse de semidiametrosa= — ,b — —

ii) Luego de eevar a cuadrado y operar agebraicamente se llega a
X +y) —2c (X —y’)=0 y en coordenadas polares resulta

P —2 ¢ eos 2 ~>=0. Eslalemmscata de Bernouii.

11-46. Tener en cuenta que eos kx = 2 '

Efectuar 2 2 es kx = t e + 2 [T** mediante las sumas de jos n

k=1 fc=I *=t

primeros términos de las dos sucesiones geométricas. Luego de operar sellegaa

1+2 T Cosfce= -1

11-47. No es una identidad. Basta dar un contragjerplo: z = 2, w— 8.

11-48. z=—V5+v2¢ =* | =—\j5\j2i =* p=\ff<p—aetg- ~ L ene!tercer
cuadrante. Se aplicalaférmulalnz = InvT +1 (jp+ 2 k ff)

11-49. i )er = " =>e e @ =g " =>x=u A y=v+2nff" =* z=x +yi =
=i+t (y+2nt)i=0+iv+2«iri=w+2nni >»z—w=2nni con

eZ.
II)Z-H' =2«fi=*z=w+ 2nffj=*r=e""'"" => g =¢@. 1 =»
= g =
V/-50. i )2cosz =£'"+e~'" =e' """+ e~ =
= e~ (eos X + ¢ Enx) + € (eosx — i senx) =

= esx (e + e’)i senx (¢ - €)=
=2cosxc¢y — 2 ¢ senx shy =» eosz = cosx c/iy — / senx shy.

ii ) Utilizar el mismo procedimiento parasen z.

/I-5/. 1 )z-i=i =>y= }y . insulta(|(x,y)/y= ]S/)
i)z ~2+2 =>x* +y’=2xX > X*~2X+y*> =0 Fex’e-2x4 1 +
+y =1 => (x— |)* +y* = 1. Eslacircunferencia de centro (1,0) y
radio 1.

ili)z—2z" =0 =>zz—1 =0 => \&* =1 =% x +y = 1. Es la cireunferei-
ciacentrada en el origen, de radio 1.

iV)2+2=0 =2 +1 =>0 = x"-y*"+ 1+ 2xyi=0 =*
=X -Yy 1 =0 a 2XxXy =0 =»
=»y -x"=1 A (x=0 v y=0) =

(y'-x*~i A xX=0) vV <y -x°=: a y=0) —
>(y=il « x=0] v (-x =1 « =01 =>2=£¢
vii't+;eR=>(,r¢0 -\ y=0) v x* +y =1l

Es la unién de la circunferencia de radio 1 con centro en €l origen, y € ye
real, salvo el origen.
vi)z—r" = X +yi~ix—yif =>x+yi—X —y ~2xyi=*
= (X' -y’ -x) + (-2 y)i = 0 ==>
= Xx"-X-y* =0 A y(2x+ 1) =0

vii) ;r+d =+ 2¢j =:>ix+(y+1>d:\x+«,y+2|<(1 =)

=)+ (y+]I"= +(y+2)y "nryt-_y+ ! -4y J =»
— 3 r A
=>2y+3-0=>y=—— . Resllta<(xy) y= |
N *
fi52a) 27 =1 +i+ -+, +00 Jugar L 1ZIL
fr =Al '
. . % A
by Fiv=ix T = l«C=is-
*:i
11-53. Sabiendo que iZi + 2, = lzil + i2,! hay que probar que existe oj >0 en F, ta

que Zj =az,. Si alguno es 0, la propiedad se cumple obviamente. Supongamaos
entonces2, "0y :, 0.

lz, +,.r =i, |* 4-izF +212,2,1 »e (=,+-:)(r,+r,) =

=i2,i’ +]2,i" + 2|2, 2,i => 2 Ri»(2, 21) =2i2, 2,j =2 1I-, =*

= Re(2,2->=|2,2l; " (1) _

Sean2, =x +yi \ i, -t +iv = z 2, -ixutyy) + ¢(yé<-xr) y por (I),
e tiene:

(xu+yi>)* = (x«+yi')* + (yu-xv)® => y« - xv =0 =>yu =xv. De loscasos
posibles consideramosr #0 =* X - =>7zj =.W+yi= — y +yi =

=-¢ (n+iv)-0:2,



Ahora bien, como Re (z, z,) =\zj\|z] =* Re (azz) — I<*z,I\z,\ =*

=> alzj|* =|a|U,]|’ laj =a =* aeR"iu[o0].

1154, i )z = -"=i-y-=-re ) AP Ao

=> 2* = (_y) (COS 8400 + 1Seil 8400) = 76 (cos 1200 + 1 Sen 1200):

- ) o N o ALY L S A
B (-e0s60°+ /sen60") Ig V( ~+ QJ 3 + Ic',2
3 . a 1 o Jal
$na-1lsna sna i-i sna V2
Par?i +e. %sp=V2.£=45°. Luego 4
2= —4—icos 180° - | sen 180°)— % —
€e;n a €e;n a
V3~i -
Paral 4/ es p=yT y <« =45°; paa / es p=2 y ~=330°.
oMM iiMNdieiviSonr A A 4 (ees 90° + isen'-W)
2 icos 330° +/sen 330°) 16 (eos 1320° +- /sn 1320°) ~
_ 1 1
4 eos 240° + i sen 240° 4 -e0s 60° - {sn 60°
B P i VT 1
0 _JL _,e VT -2-2/vl/l 2~~2
2 2

-*5.i Yzw+e w=zw+zw-'2 Ui?) =»Re{aw +rH*) =2w4-Fw.
fiyzw—zw=2w—zw=2/Tm(2w) ZF/m(2w—2w)=-r- (2w—"zw)

11-56. Si w es raiz cubica primitiva de 1, entonces w* también lo es pues
mcd (2,3) = 1. Teniendo en cuenta que 1 4- w4- w =0 (ver 11-57), resulta
<l-wil-V)-1-ivi- wtn' -1 (* v iai=2~1-11=3

11-5?. Para« >i, si wesraiz w-simaprimitiva'.i? ! ;¢ i - ¢ r 0, y umo
Fi+W+H" +, -4 W ~)U -W-i_-ti"=0

resulta 14-w4-\v 4-... 4- W~ =0

'|,f'4+.’\)l’+|'f-*4 i\~/3|'11*=|k"+|v"e_2.

TRABAJO PRACTICO XII

72-20.i )2=2 , b-3 , ~1
ii)a=" , b, c=-1
[2-2Z. 1 )2P-Q =4X" +1X*_43X +5 _ _
ii)P.Q=TX" 4-TX* 4-3 X* 45 X 4- 1_X43_
HI)P" -Q=4X" 44X 4 X" 44X "2X"45X 44
iv)*(XP +2Q)=5
7-2-22. 64-6.74-6.7° 4-6. 7T°
12-23. No existen yaque en R [ X] si A es de grado positivo, entonces de A* = A se
deducegA +gA'=gA =>gA =0, lo que es imposible.

12-24.i )C=-2 ; R=-2
ii)cC=-1 ;7 R=-X*-2X4-3
iu)c=o0 i R=2X —1

12-25. Imponiendo al resto (m* t 2m + 1) X la condicion de sx el polinomio nulo,
resultam —~1

[:-2i.i)C=-aX'-0'X ; R=- 1 _
11) Tener en cuenta que el opuesto de 2 es 3. Se obtienen
C=3X"*4-4X* 4-1X 4-3 ;o R=i
iii)C=iX°*4-X* 4-(-2-1)X 4-(-1 4-2) ; R=24-2/
iv) Después de dividir el dividendo y divisor por tres se obtienen
ria\V _ Vet v -?~ = &i4 .0osab.
i2-27. Aplicando 12.6.2 se obtienen:
i )X4l fi )X 44 X -1
12-28. Especializando X por a, se obtiene
R=P@Q(a)-P(a)Q(a) =0,esdecir X -a|P.Q(a - P(a) .Q

12-29. En los tres anillos de polinomios se obtiene P = (X4-2) (X -2) (X4-4).

12-30. Puede aplicarse 12.11.1, o bien por coOmputo directo las raices son + \/2,
+ g



RESPUESTAS A 10S TRABAJOS PRACTICOS

/>,?/. LasraicesdeP «X* -10 X M -J son
iV5+2\/6 = Ni(VT£g3f =+ (§"2+ V]

/,7-.i2, De acuerdo con 12.9.2., si aesraiz dobledeP,esraizde P =3 X + 4x —4.

Ule P son raices —2 y ~ . La primera es raiz doble de P y resulta P= (x 4-
+ 2)" ix- 2).
~? Bagtaefectuar P=(X-a,) <X-<*))(X-a,) (X~a«) =
-iu, XP 431 XP+-7; X . donde
u? =~ -ia 4a ta, 4 a)
joo=rr o0 4. ft, o+ 0 THijIX)
2i ~—iui 5 a,'+ ... +a,o0i30u)

<A —c< Q-, 8 oM. Ver 12.12.
,..- % P=X" -5X*+4
-''\i ) A es Ureducrible en Q [Xj pero no en R [X] pues A = (X -\'3)(X* +
+Vv3X>v«)
n i B esirreducible en ambos anillos puesb® —4 ac < 0.

i) C = (X +1)iX-1)(X* +X+ 1) (X*-X + 1) es reducibleen Q [X] v en

R[Xj.
2

12-36. Si a, = 0. es trivial. Considerando a, O, setieneP=a, [( X 4-<Z~~j
— — Si A >0, entoncesP es reducible. Luego P irreducible implicaA < 0.
Reciprocamente si A <0, entoncesPesirreducibleenR[ X].

12-37. P=X* 4-2 X -4eQ[X]con A =44-16 =20>0, y esirreducible.

38 P=IX  +ax + T
i2-39. i ) Reflexividad: B|0 <-> BIA— A => A~A
Simetria: A~ A" =» B|A- A" => BJA* - A =t A' ~ A
Transitividad: A ~*A'" A A'~A" =»BjA" A" A BJA'—A" =>
.= BIA'- A" = A'"~A",
uU>K,=(PeK[X]/P~A}ycomo P~A =>BIP-A =>P-A=CB =*
=»P=A+CB. Luego K, ={A+CB/CeK[X]}

/ \40. Probar, comoen 5-12y 513
i )J)A-A'" AC~C >»A4C~A"+C
ii)A-A* A C-C = AC~A'C

/2~//. Demostrarlo en las siguientes etapas

TRABAJO PRACTICO XII

i )1 esunsubanillodeK [X]
ii)Oel A PeK[X] =* QPei
1 sellamaideal generado por A y B.

12-42. Seafl,} con j' e U una familiade idealesde K [ X]. Con €l criterio utilizado t
9-16 se prueba que iI—e|V1i es un subanillo de K [ X]. Falta demostrar, de acuerdo
con 125
Ae n i,- A PeK[X] => APe O I,
iev iev '
10 que esinmediato.
12-43. Seen 1={ SAj + TA,/S A TeK [X] >,yfSljlainterseccidn ¢e todos

idedles que contienen a Aij y A,. Aj= 1Aj+ 0OA, A A--0A, +
+1A, =»>A,el A A,el, o sal esun idea que contiene aA,y aA,. En
consecuencia ii 1j C |I. Falta probar que icfli, y paa e€llo es suficiente
demostrar: Pe 1

12-44. \ )x = — 2 yi Las cuatro raices cuartas de i se obtienen mediante
<pt-2kTt . $+2KTr\
w, =Vp eos!l--——— +ign —-—-¢)

dondep=1,ijp= — yk-0,1,2 3
WHX+X+X+1=X"(X+1)+(X+1)=(X4 1j(X*4-11=0
Resulta x, -— 1 ,X, -i',X, =—I

iii)/'X°4-1=0=>X=—- i - =-i =* x=y/—/. Enestecaop-ijp=
=3"- .Seaplicalaformulade lapartei ) parak= 0, 1,2.

7(w-1)
12-45. i )X, 4 - =0=>—__ =0=>m=i

a)x,,., =1 =1 = .

iii)A=¢*-4ac=0=49(m-1)-32m=0
se resuelve esta ecuacion en ffi.

/2-46. i ) Como «3 =a 4-a y«i 4-a +a =— 2 setienea, = — 1. Por otraparte,
dea, +uj=-1yaa =2, se deduce que a y a son las raices de la
e ecuacionr’ 4-r4-2=0y resulta

ai=~—j + ~ iylT a=- - - Y iVT.



ii)Dea, a «3 -1 y <i a =- 1 se obtiene a ~- 1. Entonces P es
divisble por X + 1. La aplicacion de la regla de Ruffini determina el

codente C = 2X*-3X ~2,cuyasraicessona =2ya =— ~ .
12-47. i ) Operando convenientemente se obtiene

-bx (b + x)=a(a + b + x)(x +b) =*
=* O +tabtax) (X + 2 + &t (6 +x) =0 =>

(cfé)(a +aij +ax+fev)=0=> iNDICE
» +e=0v {atbx+a@+bh-0=x=-¢> v X=-a
S‘ é + d* 0 . YL
Adicién en C, 344 Cambio de base. 334
(1) Hadendo x* -y. ® resudvey + 2y+ 1 = 0y = obtiene>'i =,V2 = - 1 en N,213 Circuitosldgicos. 18
Luigox - i—I, sendop— Iy - . enQ, 29? Clases de equivalencia, 79
/,M<S. Considerando lacondicién a, = 2 a, y las relaciones entre coeficientes y raices, en R, 319 residuales, 82, 157
L e enZ. 283 ' Coclases, 255
se obtienem = 6. Algebra de Boole, 63, 210 Codominio, 102
. . Algoritmo de Euclides, 288 Coeficiente principal, 382
/2-19. Como ioj, + a, +a +a»V =1S a + ?<!£ a a,setiene{-¢g) = - a + Amplitud deintervalos, 309 Combinaciones con repeticion, 199
; 3 j Anillo. 264 simples, 198
+2. L EI a =4 con identidad, 265 Combinacion lineal, 273
conmutativo, 265 Combinatoria con repeticion, 199, 200
12-50. El camlio devariablex =y - 3 conduce a (.y - 3)° -3 (>> - 3)" 4- 2(y - 3) = dedasssresiduales, 267 simple, 197, 198
=y’ -12y° + 45y-60. de div-isién,. 265 Compatibilidad, 154, 247, 319
de polinomios, 378, 383 Complejos conjugados, 349
orde.nado, 276 Complejo imaginario, 343
propiedades, 266 real, 343, 350
sin divisores de cero, 267 Complementacion, 36
Antisi mgtria75 5 Completitud de R, 326
Aplicacion o funcién, 103 Composicién de funciones, 117
canonica, 116 de relaciones, 68
A-reflexividad, 72, Condicién necesariay suficiente, 7
Argumento principal, 35~ Conectivos| 6gicos. 2
A-stmetna. 4, Congruenciasen Z. €Q
A—transmfwaaa. H Conjuncién, 3
AutomorfUmo, 153 Conjunto, 25
A EnC, 3588 acotado, 94, 328
Xiomas, Z200. bien ordenado, 97
de Peano, 212 cociente, 79,80
coordinables, 162
Bicondicional, 6 complementario, 36
Binomio de Newton, 179 de indices, 57

Buena ordenacioén, 97,167 de partes, 34



diferencia de, 48
diferencia simétrica de, 50
-. quipoicutes, 162
finito, 164
igualdad, 32
infinito, 165
inclusion, 30
trhierseccion de. 38
. jmerable, 165, 301
uefaciUilci gCHciaiUailji, 56
irticionde, 84
reducto cartesiano de, 53
. “Utario, 27
_iiiversal. 26
v.cio. 26. 34
C T«duras. 321
rpo. 278
eompleto. 321
ic los compigjos, 341
sie los racionales, 293
deiosredes. 320
ordenado, 321
.Topiedades, 279

Z.. sdad de Q, 299
de Q en R. 326

D« .composicioén factorial en Z. 292
ii polinomios, 406

Disgramas de Hasse, 95
de Venn, 30

Diferencia de conjuntos, 48
simétrica, 7, 50

Dfciributividad, 150

Di- 'si6n de polinomios, 384
entera, 287

"Uah\uncion. 3

Doble implicacion, 6

Deminio de relaciones, 66
de funciones, 102
deintegridad, 272. 280

D'.judad, 211

Ecuaciones en un cuerpo, 279
2n un grupo, 229

Elementos de un conjunto ordenado, 93
consecutivos, 95
coprimos, 275
inversos, 145, 221
maximales, 94
minimales, 94
neutro, 145, 220
primos, 276
regulares, 146

EfIC2je de iffterv»I<iS ~09

Endomorfismo. ! 53

Epimcrfis:no. 153

Especiaiizacion, 3°6

Estructura algebraica. 219
de anillo. 264
de cuerpo, 278
de grupo, 225
de monoide, 220
de semigrupo. 220

Extremo superior, 94,328
inferior, 94

Exponencial compleja, 366, 369

Factoriales, 176

Factirizaeion en un anillo. 274
enZzZ. 292
de polinomios. 389

Formabinémica, 347
exponencial, 366
polar. 356

Férmula de De Moivre. 359
de Taylor, 409

Funcién, i02
biyectiva, 111,
canobnica. 116
caracteristica, 140
clasificacion de 110, 111
compuesta, 117
constante, 114"

extension de, 137
identidad, 115
inversa, 121, 127
inyectiva, 110
factorial, 176
mantisa, 138

parte entera, 138
preposicional, 14
proyeccion. 115
representacion de. 105
restriccion de. 137
signo. 109

sucesor, 213

valor absoluto. 125,285

Grado de polinomios. 379
Grupo, 225

abeliano. 226

aditivo, 229

ciclico, 257

cociente, 251, 254

de automorfismos. 262
de raices clbicas, 243
de raicesde launidad, 371
de transformaciones, 228
finito, 259

generadores de. 257
morfismo de, 237, 239
multiplicativo. 229
propiedades, 228

Hamomorfisme*. 151

de grupos, 237

Ideal, 272,388
Idempoteneia, 9
Imagen, 66, 128,242

inversa, 131

creciente, 191

de probabilidad. 140

entre intervalos, 186
estrictamente creciente’, 189, 194

Implicacion, 4
Implicaciones asociadas, 11
Inclusién, 30,33,34
Indeterminada, 381

Indice de un grupo. 260

Induccién completa, 167
Infimo, 94

Interseccion, 38
Intervalos. 164, 309
Inverso, 230

Involucion, 9

Isomorfismo, 153, 284, 298, 321. 347

Ley cancelativa, 269

de composicion interna. 142, 144

de composicion externa, i5«
de De Morgan. 10. 4n. 4"
distributiva. 9, 46, 150
.inducida. 155, 283, 29"
logica 8

Logaritmacién en C, 333
en R. 367

Matrices. 149, 153. 270
simétricas, 234

Méaximo comun divisor, 274. 288. 389

M étodo de Horner, 411
Médulo en C, 351

propiedadesdel. 351
Monoide, 220
Monomorfismo. 153
Morfismo, 151

de grupos, 237
Multiplicacion en C, 344

en Q, 297

en N, 213

en R, 320, 325

en Z. 283

Negacion deimplicaciones, 12
de proposiciones, 2, 16

No reflexividad, 72

No simetria, 73

No transitividad, 74

Ndcleo, 240

Numerabilidad de Q, 301
deZ. 164

Numero cardinal, 163



combinatorio, 177
complejo.341
entero, 2cl
irr?.cional 315
primo, 290
racional, '.95

real, 308.il15.323

Ordenamplié. 90
de un gni|o, 259
estrielo. 9i
parcial. 91
total, 91

Operaciones jon subgrupos, 235
en forma exponencial, 367
en forma jolar, 358

Par ordenado» 53
Particién, 8487
Permutaciones simples, 198
con repetirién, 199
Polinomio, 3&
adicion de 380
coprimos, $92
derivado, 4)0
divisién de 384
grado de, 379, 383
multiplicacion de, 380
nulo, 378
primo, 393
raiz de, 397
Potencia de ut binomio. 179
Potencia de 8, 335
Pe :c-nciac¢dn jn C, 325
en R, 359
Preimagenes, 131
Primer elemerto, 93
Principiode hienaordenacién, 167
deinduccién completa, 168
Producto cartesiano, 53
Proposicion, 1

Radicacion er C, 329

en R, 354,362
Raices de polinomios, 397, 403,
405,
mdltiples, 399
Razonamiento deductivo, 13
Reflexividad, 71
Regla de Horner, 411
de Ruffini, 387
Regularidad, 146
Relacién binaria. 64
circular, 99
composicion de, 68
de equivalencia, 77, 88, 313
de orden, 90, 218, 299, 324
dominio de, 66,
en un conjunto, 69
funcional, 102
imagen de. 67
inversa, 67
propiedades, 71
representacion de, 65

Relaciones entre coeficientes y raices, 407

Restriccion, 137

Semigrupo, 220
Silogismo hipotético, 13
Sigemasaxiomaticos, 208
Sistema dePeano, 213
Subgrupos, 231
de matrices, 234
distinguidos, 248
interseccion de, 235
normales o invariantes, 252
unién de, 236
Sucesion, 165
monétona contigua, 312
Subanillos, 272
Sumeat orias, 170
Supremo, 94

Tradaciones de un grupo, 258
Términos primitivos, 208

Teorema de compatibilidad, 155, 247

de descomposicion factorial, 292, 394
de Euclides, 292

de Gauss, 403

deinduccién compteta, 167

de Lagrange, 260

de las relaciones de equivalencia, 85
del resto, 397

fundamental del dgebra, 406

Ultimo elemento, 94

Unidad imaginaria, 347

Unioén de conjuntos, 42
disjunta, 58

Valor absoluto, 285
Variacionescon repeticioén, 199
simples, 197


http://308.il

